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T ych orl off 定理的又一个证法

余 滨

提要 本文给出 T T ych n of cf定理的又一 个证法
。

在证 明 中
,

我们基于

oZ
r n 引理

,

利用紧空间的等价命题之一—
任一网都有丛点

—
来证 明的

。

首

先
,

我们 引进 了万有网的棍念
,

并给 出 了一个例子
。
其议

,

我们证 明 了万有风

的几个性质 ( 即 引理 1 , 2
,

3
,

4 )
。

最后
,

我们证明 了一般拓扑学中著名 的定

理

—
T y e h o n o f f 定理

。

一 引
~

当
、 J . 仁 J

T cy h oz lo ff 定理是州般拓扑学中最著名的定理之一
。

它叙述 了一族紧空间的乘积
,

在乘积拓扑的意义下
,

仍是紧的
。

这是一个比 较经典钓定理 ; 在 J
,

L
.

K el l ey 著的 《 一

般拓扑学》 中
,

给出这个定理的两个比较典型的证明 ;
一个 是

·

基 于 A le x
an d er 定理的

结论
,

从乘积空间的定义子基中的每个复盖有有限子复盖来证明乘积空间是紧的 ; 另 ,

个证明是 B“ ”
br

a k如给出的
,

它基于 T“ k ey
’

弓}理
,

通过紧卒间的等价命短之一一
具有

有限交性质的闭集族必有非空交一
来证明乘积空何是紧的

。

一九六五年
,

耳A和
e

暖
:

表了 《 T y “ Ilo n o ff 定理的一个新证法》 ,

它是基于在指标集
_

L定义良序
,

_

通过紧空间的

另
、

一等价命题—
由开集组成的有限不足够的每个族是不足够的一

来证明乘积空间是

紧的
。

_ _
` 。

厂

:

现在
,

我们将给出这个定理的另外一个证明 ; 它是利用紧性的又一等价条件— 任

一网必有丛点— 并基于 Z or
n
引理来证明的

。

我们知道
,

在一般拓扑学中
,

拓扑空间X 是紧的
,

当且仅当尤中每个网必有一子网
,

它

收救到 X 中某点 ; 这实际上就是数学分析中的 B
·

B “ l , a

加一 .C w ie ” r s tr as s
定理 的一个

直接推广
。

但是
,

我们并不能将上述定理的证明方法进行直接推广
,

因为拓扑空问 ( X
,

)I 不一定是可度量的
。

然而
,

其证明方法也启发 了我们通过构 造集族来证明定理
。

因

此
,

我们将通过引进万有网的榔念来达到这一 目的
。

二
、

证 明

本文的证明方法是基于 Z or
” 弓}理

,

即
, “

如果偏序集中每一个链都 育
二一
个少界

,

则该集必有极大元
” ,

利用紧空间的性质
、 “

拓扑空间尤是紧的
,

当且仅当万中每个网必
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有一丛点
,

定义
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, ,

来证明 T y e h o n o f f 定理的
。

集X 中的网称为万有的是指
:

对于 X 的每个子集 A
,

网或者以 且为归宿或者

以 X ~ A 为归宿
。

例 没尤 是自畔新集
、 对 是万济有子集琳

,

N , X
,

对任一 A 〔 N
,

合

演d (万
,

〕 )是一个有向集
。

作函数 S :

S , 二 in f {
r : x 〔 A }

,

由于X 是良序集
,

故 s 有意义
。

则 s 二 {S万
:
A 任万 }是 X 中的网

。 一

卜面
,

我们说明 S 是

X 中的万有网
。

事实上
,

对尤的任一子集 A
,

倘若 1 〔 月 ,

则对任意的 B 〔 N且 B o A
,

均有
二

-

s B 一 1
,

即 s 以 A 为归宿 ; 若 1必 A
,

则令 c 一 A u { 1厂 于是
,

对性意的 B 〔百 且 B二 c
,

均有

凡二 1 〔 X ` A
,

一

` 、 ’

即 S 以 X ~ A 为归宿
。

由万有网的定义知
,

S 是 A 中的万有网
。

引理 1 设 X 是集
,

S 是 X 中的网
,

则必存在 X 的 子集族 C
,

满足条件
:

)] S 常返至 C 的每个成员 ;

2) C 中两个成员之交仍属于 ;0

3) 对子万的每个子集 A
, A 任 c 和万~ 翅 〔 c 必有一式成立

。

一

证明 设 夕一 !又
, 。 〔 D }是 r 中的一个网

,

记
! 一

,
·

凡一

氏巡
〔 D 且 m勤 }

, 一

。

臼
,

则 人 = {毛
, 〔 D }是戈的子集族

,

且 夕以 A 中每个成员为归宿
。

令
、 `

。 钊 :D D是x 的子集族
,

A c D且 D 具有有限交性质 }
, `

’

乡 ;一

以 c 作为序
,

则二是 。 中的偏序
。

且若 叻 是 。 中的一个健
,

·

令萝一 u 必
,

则
”

`

二
·

(l )
一

人 c r ;

“
一 `

( 2 ) r 具有有限交性质
, 、 一

:
’ ` ·

所以 r 任日且 r 是 小 的上界
。

由 Z or
n 引理

,
曰中必有一极大元

,

记为 C
。

则 C 具有性

质
:

’
`

-

i) 若 A
,

B 任C
,

则有刃 n B 任 C ;
1

卜

·

ii) 若翅 〔 认 B 是 x 的子集且 B o A , 则有 B 〔 C ;
-

iii ) 没月是x 的子集
,

若 A与 。 的每个成员
’

相交
,

则 A ` 众
『

iv ) s 常返于 c 的每个成员 ;
` 一 ; - 。

,
) 对万的任意子集 A

,
A 〔 C

一

和矛司 A 〔 c 必有一式成立
。

事实
_

匕 性质 i)
,

ii)
,

iii )可由 c 的极大性推出二我们只证性质 i。 和 v )
:

对性质 i v)
,

由于 A 〔 C
,

故对任意 C 〔 C
,

及任意的
n 任 D

,

由于 C 具有有限交性

质
,

故必有 A
,

门 C今仍 郎存在 m 〔 D 且 m 咨
, 使得 夕, 〔 C

,

或郎夕常返至 C
。

对性质 v)
,

用反证法证之
。

假若不然
,

存在X 的子集 A 使得 A 必0 和 X 、 A偌 C 同

时成立
,

由性质
`

iii ) 可知
,

必存 在 u
,
犷 〔亡使得 A 门

1
:

u 七 。 且 (了、 A ) 门犷已 。
,

或郎

厂 c A 且 u c x ~ 且
,

从而有 u 门犷 = ` 此与 c 的性质 i) 矛盾
。

一

从而性质
v )成立

。

由性质 i)
,

iv)
,

v)
,

郎可推出 C 满足性质 1 )
,

2)
,

3)
。

故引理 几的结论成立
。 ;
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引理

证明

T yc h 0 0 0f f定 理 的 又 一 个 视 法

牙 火
一

中每一个网存在万有子网
。

没 S是 X中的网
,

由引理 1
,

存在万的子集 C
,

满足
:

S 常返至 C 的每个成员 ;

C 中两个成员之交仍属于 C乡
,

」

对于万的每个子集 A
,

A 〔 0 和 X 、 A任 0 必有一式成立
。

、少
子、 .声、 1了,上2八O

由性质 1) 2)
,

知存在 s 的子网 T使得 T 以 C 的每个成员为归宿 (参看 注记 ( 1 ) o)

由性质 3)
,

知对于 万的每个子集 刃
,

T 或者以 A 为归宿或者以 X ~ A 为归宿 : 郎 T 是

万有网
。 。 ;

引理 3 若 S 是 X 中的一个万有网
,

f 是 X 映入 y 的函数
,

则 fo s 是 Y 中的万

有网
。

证明 显然
,

介 S 是 犷 中的网
。

下证 oj s 是 y 中的万有网
。

对于 Y 的每个子集 A
,

则有广
` 〔A 」U广

一入LY 、 A
_

! = 尤且 f 一 `〔且」n f 一` 〔y ~ A l = 0
.

由于 S 在X 中是万有的
,

故 S 或者以 f
一 , 〔且〕为归宿或者以 f 一 , 〔Y ~ A」为归宿

,

郎 fo s

或者以 A 为归宿或者 以 Y ~ A 为归宿
。

由万有网的定义
,

郎知 fo s 是 Y 中的万 有网
。

引理 魂 没 (尤
,

)I 是拓扑空间
,

S 是 X 中的一个万有网
,

若
: 是 S 的一个丛点

,

则

S 必 工二
一

收赦 到
5

.

证明 对
s 的任意一个邻域 U

,

由 S 是万有的
,

故 S 或者以仃为归宿或者以 X ~ U

为归宿
。
由于

! 是 S 的丛点
,
故 s 常返至

!
的每个邻域

,

即 S 常返至 U
,

或郎 S 不以

X ~ U 为归宿
, 从而 S 以 U为归宿

。

由 U的任意性
,

郎知 S 必 I一收救到
5 .

T y e h o n o f f 定理 设 { ( X
。 ,

I
a

)
: a 任且 }是一族紧拓寸I

·

空间
,

记 X = X {X
。 : a 任 A }

,

则乘积室间 ( X
,

)I 是紧的
。

证明 欲证 (万
,

)I 是紧的
,

只需证万中的每个网必有一丛点郎可
。

设夕是尤中的网
,

由引理 2 ,
S 必存在一万有子网 T

.

又设 尸
Q :

X , X
。

是 X 到 X
。

上

的射
_

影 a( 任 A )
。

由引理 3 ,
尸

。 。

T 是 X
。

中的万 有 网
。

由 于 X
。

是 紧 的
,

故 尸
。 。

T 在

刃
。

中有丛点
,

设为 x 。

a( 任A )
.

由引理 4 ,
尸

。 。

T 必 I
。

一收救到
x 。

a( 〔 A )
.

取 X 中的

点 x 使得 尸
。

( x) = x 。

( a 任 A )
.

由于 对 任 意的 a 任 A
,

尸
“ 。

T l
。

一收救 到 x
。
二 尸

。

( x) ; 故

T l一收救到 二 (参看注记 ( 2) )
,

郎 x 是 S 的丛点
。

三
、

注 记

在证明中
,

我们利用了如下两个结论
:

( 1) 设 S 是网
,

A 是这样的集族
,

使得 S 常返至 A 中每一个成员
,

并且 使得 A 中

两个成员之交必包含 A 的一 个成员
。

则必存在 S 的子网
,

它以 A 中每一个成 员为归宿
。

( 2) 乘积空间中的网 S 收嫩到点
s ,

当且及 当它在每个坐标空间中的投影收救到
s

的投影
。

关于这两个结沦的证明
,

可参看 J
.

L
.

K e ll ey 著的 《 一般拓扑学 》 ;
本文所采 用的一

系列术 语
,

也均根据 J
.

L
.

K e ll ey 所给出的定义
。

引理 1 的证明
,

也可应用 H au
s d or ff 极

太原理的其它等价命题 (如 T uk
e犷理引

,
K盯 at o w sk i 引理等 )

,

在这里就不一一叙述了
。
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