
关于计算机作图中的两个问题

罗 伯 鹏

提 要 本文讨论 了圆锥曲线参数表达 式的一种普遍形 式
,

并讨论 了计葬

机根据它绘圆锥曲线 的问题
,

还讨论 了三 维子 图 形数据的标准化方法和调用三

维子图 形 时的 坐标变换问题
。

一
、

关于圆锥曲线的计算机作图

让计算机产生平面曲线图形时
,

为了减少积累误差节省计算时间
,

采用 了坐标变换

与参数表达式两种技术
。

坐标变换的要点是 [ 月
:

( i) 选定一个与图形要素相联系
、

具有

对称性质 (如
:

以对称中心为原点
,

以对称轴为坐标轴 ) 的计算系
,

这也称为当地坐标

系
。

i( i) 对原来在绘图坐标系中给定的初始条件 (如曲线上的始终点 ) 施行了变换
:

、、...忍产
ǎ
UO
月l止

C O S仅 ee S l n 口

5 I n 口 C O S a

一 h e o s a 一 k s i n a h s i n a 一 秃e o s a

叮了....、

一一了

被变换的初始条件 ( x 。 , 夕。 )
,

应写成齐次坐标 ( x 。 ,

y0
,

1) 的形式
。

了中
,

( h
,

k) 是计算系原点

在绘图坐标系中的坐标
, a 是绘图系的 x 轴按逆时针方向转到计算系的 分 轴所转过的

角度
。

了变换相当于绘图坐标系的原点先移至 h(
,

k) 而后旋转 a 角
。

i( ii )在计算系中产

生数据点 ( :x
,

t’: ) i二 1 , 2 , 3 , … 。 ,

而后对齐次坐标 (x 二
,

川
,

1) 施行 宁
一 ,
变换

:

、色....产00
`1C O S a S l n a

一 5 I n a C O S a

了̀...性、

一一
一7

了
一 ,
变换相当于计算系的

x `

轴先顺时针转 a 角
,

而后再移回至老原点
。

经 于
一 `
变换后

所得到的 (
;价

,

夕`
)才是绘图所需数据

。

对于圆锥曲线
,

在当地坐标系中有很简单的计算公式
。

但为了避免多植问题与垂道

切线问题所造成的麻烦
,

在计算机作图产生数据点时常采用参数表达式
。 〔 2 〕

就圆来说
,

熟知的参数表达式为
:

刃 = R c o s o 、

_
_

冬 ( 1)
刀“ R s i n o )

这是一个广泛使用的式子
。

圆的另一个不大常用的参数表达式是
: 〔月
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1 +尸
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1 +t Z
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一一三

R

( 2 )

一一竺R

196 8 年
,

C o o sn 利用对基抛物线 ( x 夕 1) =

达式 〔 a 〕:

l) 进行透视变换得到圆的另一个参数表

x _ 1 一 2t

R l 一 Z t + 2 t 2

夕 _ Z t 一 Z t:

R l 一 Z t + 2 t 3
沙

( 3 )

但是如在 ( 3) 式中
,

令 ,二冬( 1 一 二 )
,

则可将 ( 3 )式化成和 ( 2 )式相同的形式
。

乙

事实上 ( 2) 式是可以推广的
,

如令 k> o 为任一实数
,

则

x _ l 一 k t Z

R l + 秃t Z

2材百 l

1 + k t Z { ( 4 )

一一竺R

将也是圆的一个参数方程
,

因为 ( 4) 式满足 扩 + 犷= R Z ,

」二述结果还可以 进一步推广到

有心圆锥曲线的情形
。

如令
:

X

a

卫上些史
`

、
` 十

岁 }
卫兰生立 }
1 + e k t

艺
/

( 5 )

卫
b

则当取 C 二 十 1 时 ( 5) 式代表椭圆
,

J可当取 C 二 一 1 时 ( 5) 式便代表双曲线
,

这是因为

( 5 )式满足

(含)
2 十 c

·

(誉)
2 一 1

显然
,

( 5) 式也包含 了圆作为特殊情况
。

当 , 由 。 增至

决
,

曲线便扫过了第一个象限
,

但要扫过第二 象 限
, , 值 必 须由

习
’

囚 ” ` 月工侧
一

k
’

四
“
人民

」 司
~

J

不
’ 刁 、

-lw
’

~ 入
’

J“
~ 川一 ~

’

协
’ 一 ’

件 ~ ~ ~

决
增至 00

.

在实际应用时只要产生曲线第一个李枝上的数据点就够了
,

其余枝上的点
侧 k’ 月 ~ 一

’

伟~ 华“ ”
` ” ’ 产 、

认
’

一四 ~ 不
’

4
`

~ “ 一 卜 ’

~
` “ ` “ 、 ` “ , “

一

“ “
’ `

.J’ ~ 一
“

’
一

完全可以通过反射变换而得到
。

显然
,

取 k> 1 是不恰当的
。

例如若取 k = 10 0 ,

则 亡由 O变到 0
.

1便扫完了第一个

含枝
,

以 ` 的这样” `的值代入 `5 ,式将造成很大的计算误差
。

利用 ( 5) 式来产生有心圆锥曲线可以有如下的优越性
:

( i ) 可以排一个产生圆
,

椭圆
、

双曲线的统一的程 序
,

只是按 C “ 十 l 或
一 1 及
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a 二 b而采用不同的入 口
。

(八 ) 曲线上需要产生的数据点的数 目
,

随 着曲线尺寸的不同而应有所 改 变
。

采用

(5 )式时这一变化可以由自动改变
“

可调参数
”

k 的植而得到
。

例 如
,

画 圆 时
,

给定半

径为 R
分 ,

某一临界半径为 R 。 (例如
,

在显示屏情形
,

取 R 。 = 50 光栅单位 )
,

若 R
带 《 凡

,

则取 、 一 〕 ; 若 。 > R。 ,

则取 、 一
(集丫

。

画椭圆或双曲线时则可按
。
考 虑

。

( , 均按

川~
` ’ “ ’ “ 刁 一 `

/ “
” `

~ ~
`
’

、 R
带

/
“

~
” ’ `

~
一 ’

` 一 、 卜“ 一
~

” ` ’ ` “ `
~

固定步长步进 )
。

ii( i) 对于椭圆而言若采用下述参数式
x = a e o s o

刀 = b s i n 口
( 6 )

则数据点在曲线
_

_

卜按等角距分布
,

这就使得在曲率变化较大之处数据点显得相对稀少
。

而采用 ( 5) 式则 会有所改善
。

但对于画圆而言则用 ( 1) 式得到等角距分布的点是有利的
。

i( v) 使用 (5 )式较之用三角函数的近似式
,

在运算速度和精度方面都有可能得到改

善
。

例如 (5 )式是一个精确公式
,

不存在截断误差
。

最后顺便指出在齐次坐标形式下 ( 5) 式可写成

f
一 “ 几 。_

“ k、 f
a “ 0

、
`研

X
班。 附 ,一 (̀

2

“ ,【
0 ZV “ o

! }
o 乙 O

}
\ 1 0 1产 \ 0 0 1 1

因而也可看成是基抛物线经 由变换阵为
一 e k o

0 2杯飞
十

一

1 椭 圆
一 1 双曲线

J

了̀....、

一一A

f
“ 0 0、

的透视变换再经 由比例变换 }
。 “ 0

}得
到的

。

C。 。 ` , 5
原来是经过计算而得到透视变换

\ 0 0 1 1

阵 A 的 :

二
、

关于三维子图形数据的标准化及子图形调用

在机械
、

化工等许多部门的计算机辅助设计中
,

需要经常使用三推子图形
。

子 图形

构成后在调用时不能像二推子图形仅仅规定一 个定位点就够了
,

还必须规定其方向
,

亦

郎需要规定一个定位平面
。

eB
s

an t 在「4 1 中指出了在构成三推子图形时应规定三个参考

点
,

而在调 用时要规定三个定位点
。

这实际上 是以三个参考点作为基准将子 图形数据予

以标准化
,

亦郎对三推坐标进行平移和旋转变换
。

在调用时刻是令参考点配合定位点
,

也要进行类似的坐标变换
。

现在拟对这一问题进行较详细的讨论
,

一

首先考虑将三个参考
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点构成坐标系后引起的坐标变化
。

将对象的三推数据送入计算机可以有很多方法
。

其中 之一是 利用 光笔在 显示屏上

标定
。

(显示屏划分为
二 一 y和夕

一 二 两个区域
。

光笔需同时在两个区域 中标定以送入对象

点在
x 一 g和似

一 z
平面上的投影他 )不论用什么方法送入的三推坐标均需是 (或化为 )三难

内部坐标
。

令 (查` , 刁` ,

立` ) 表示第 ` 点的内部坐标
。

令三个参考点 p 。 ,

p l ,

几
,

的坐标分别为

(君。
, , 。 ,

亡。 ;) (省:
, 从

,

雪: ) ; (氛
,

小
,

或2 )则由此三点所构成的参考平面
,

其法线方 向余弦为
:

ó、 ,产、 .户

700
口了、口了、
、

叽 = 万
b

_

c

, 处二万歹 n3 = 万

式中
,

D = 丫护十护 + 护

叮i 一 勺。 亡: 一亡。

柳 一 枷 或艺 一
乌

雪、 一占。 刃i 一 叮。

雪2 一雪。 刀: 一 刀。

一省。 亡1 一亡。

一 省。 亡: 一亡。

1人,ó

`gù5

一一
,O

( 9 )

令过 p 。 的 亡为沿此法线的轴
,

占冲平面 为 0P
,

行于原来的内部坐标系 (或
:

将老坐标系
2卜移到

p l ,

夕 :
所在的平面

。

过 p 。 作 p 。 省叮 亡平

p 。 )
、

套轴在 粉 立平面 上的 投 形 为 q ,

乙 q p 。亡= 刀
,

乙叮P o叮二 a ,

匕雪oP q = a

由图有
:

令 占轴为 蜜刀平面与角城 平面的交 线
,

由 图 易 知乙省八省= 刀

n “ s i n刀
e : 一 s i n a e o s 刀e 。

+ e o s a e s刀e :

但又有
了

n “ n i e ` + n : e 。 + n 3 e `

、 ./
八甘,上

了.
、

、、.........甩,叮.

故得

s i n刀= n ,

c os 刀= 侧石弃不 二 厂

sl n a = 一
万

` _ _ _ _ n 3

。 。 。 “ 一歹
a

,

刀为确定参考平面 ( p 。 p ;
八平

面 )方位的欧拉角
。

如以 ( 7 )
、

( 8 )
、

( 9 )代入 ( 10 ) 式
,

则得到了 a
,

刀

正
、

余弦用三个参考点的原始坐标

表出的公式
。

因此住规定了三个参考点时
、

立郎可算出 ( 10) 式的四个值
。

产 . 、 “ 尸门 ,巨 尸、 `

容易看出
:

从原始的内部坐标系经过下述一些变动便可以到达与 p 。 蜜 叮 亡完全重合
。

原始内部坐标系一
- - - -

—
一 , 0P占呱

- - - - -

-

一 一 ` 乃纷 q
一

-

一
- - -

一 ` 0P右砖
(原点平移到 0P ) (绕 占轴转 a 角 ) (绕 叮转刀角 )

现在
,

如果以 , 。

曹下百作为新坐标系
,

则原米三彩对象上任一点 , `
(: ` ,

。 ` ,

。` ) 在此
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新坐标系中的坐标为 (占` , 叮、 ,

亡` ) 而
:

亡
` ,

1 ) = (占` ,

粉` ,

亡`
, z ) T R ( 1 1 )

1

0

O

一 占。

0 0 0

1 0 0

O

一 刃O ) ( 1 2 )

,

广了了

!
(君

、 ,

口

式中 ,]
,

=

1 O

n00 C O S C

I 0

一亡。 1

O

一 5 I n a

R
’

= 尸
a

R 刀

0 s z n a e o s a

O
’

0 0

e 〔) s刀 0 s i n口 0

0 1 0 0

一 5 i n 刀 0 e o s
刀 0

0 0 0 1

)

{ ( 13 )

了户,̀扭.、、
、、

口矛了.̀..屯、

一一一一口刀
口RR

如再进一 步以 尸。尸 1
作为 占

’

轴
,

亡作为 亡
`

轴
,

则 尸
`

在 占
’

犷亡
`

中的坐标变为 (鱿
,

专

亡: )
:

(鱿
,

斌
,

鱿
,

1)

( 1 5 )

、、.....了z
ē
U0nUI上八UO

闷In
à

二

(省` ,

峥、 ,

乙` ,

e o s s 一 s i n s

5 i n o e o s

O O

O O

1 ) R , = (雪` , 刀` ,

亡` ,

z ) T R
`
R

,

( 2 4 )

了了....r、、
.

一一口R

0为尸
。尸 ,

与 占轴的夹角
c o s 。一熟

; 、 i n 。一粤 ; 、 一
丫卖丁诀

口 “
( 1 6 )

式中
,

(省、
,

勺1
,

亡

三
, = 0

1) = (占:
,

斤; ,

或, ,

1 ) T R
`

是 尸 ,
点经受 T尸

`

变换后 得到的
。

显 然 应 有

标准化的三推子图形数据
,

就是以三个 参考 点 尸。 尸; 尸 : 之一的 尸。
作 为 原 点

,

以

几 lP 尸
:
所在平面作为 省

` 刁`

平面
,

以 尸。尸 1
联线作为 省

`

轴时各三推数据点所取的新值
。

(坐标系几省
’ , ’亡

’

称为参考点坐标系
。

) 在实际处理时应约定 ; 用户指定的第一个参考

点相当于 尸。 ,

指定的第二参考点相当于 尸 , 。

根据以上讨论
,

可将三推子图形数据 进行

标准化的步骤归纳如下
:

( i ) 求矩阵 T R
’

— 这是根据参考点的内部坐标
,

按 ( 7 )
、

( s )
、

( 9 )
、

( 10 )
、

( 12 )
、

( 1 3 )诸式求出的
。

( ii ) 求 R
,

—
先用 “ 1 ,

, ; )
.

再用 ( 2 6 )
、

( 25 )式求 R
,

.

冲1 ,

亡;
,

1 ) 二 (省1 , 叮, ,

亡:
, 一) T R

’

求 出 p ,
点的新坐标 仗

i( ii) 最后按 ( 1 4) 式算出图形上各点的标准化数据 (若:粉:亡: )
’
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以上的讨论说明了
:

若子图形的原始数据是由基础坐标系 (郎内部 坐标系 ) 0占刀乙

度量 的
,
丁可子 图形 又是 摆住 任意位置

,

贝}j需要经过上述一系列变换才能化成标准化数

据 ; 也就是化成在参考点 坐标系 尸。 占
r

叩’

乙
`

度量的 数据
。

显然若原始数据
、

一开始就是在

0P 省
`

丫乙
`

中度量
,

并且注意 使两个 坐标系 具有相同比例尺
,

则以
_

七的变换运算就 全部

是多余的了
。

由此便得到了取得三推子图形标准化数据的准则
:

( i) 先任图形上取定三个参考点 0P
,

尸 1 ,

P 2
.

(应尽量取对称中心或取对称轴与对称

面上的点
。

)

i( i) 建立与子图形固联的参考点坐标系 尸必
`
叮嗜

’
(注意使之具有与基础坐标 系 。 省

刀 亡相同的比例尺 )
。

以此为基准所度量的子图形 上各点的坐标
,

便是所需的标准化数

据
。

(坐标系 尸洁
` , ,

互
`

也可称为子图形定义空间
。

)

这样取得的数据不再需 要进行变换
。

但在调用三推子图形时类似于前面所述的变换

却是不可避免的
,

而旦
.

还要复杂些
。

现将有关步骤陈述如下
:

( 1) 设参考点 尸。 ,

P l ,

尸 :
要嵌入的定位点分 别为

:

Q。 (酬
,

端
,

鱿 ) ; 口1 (雪呈
,

谓
,

酬 ) ; Q Z (貂
,

刀呈
,

列 )
.

按 ( 7) 及 ( 1 0) 式 可算出此定位平面 的法线 余弦 (川毗码 ) 及其欧拉角
a o ,

侧
,

(Q o占。叮。互” 可

称为定位点坐标系
:

酬含 lQ
,

占。
护合姚 .) _ _ _

( 2) 计算 00 ; 这是 0 首刁 或平移到 Q。 后再旋转
a 。 ,

侧 到达 Q 。 占刀 亡时 (参 看 前

图 )
一

省轴与 Q。 口, 的夹角
,

郎
:

c o s 0 0二
彗全

丫扮二窝介

5 i n 。。一

下共屯
y 列

一

十 川
-

而 (占罕
, 刀空

,

雪全
,

1 ) = (舀空
, 刀空

,

亡兮
, 1 ) T oR

, o

T “ 是以 (占8毗乙8)代入 ( 1 2) 式所得的方阵 ; 尸
’ “ 是 a 。 ,

刀
“
代入 ( 1 3) 式所得的方阵

。

( 3) 在调用子图形时
,

对子图形的标准化数据必须当作是在 。 雪刀亡中度量的
,

故在

调用前应把子图形看成处于标准位置
,

这相当于 0P 占
r冲`
亡

’

与 。 睿叮 或重合
。

将此子图形

调到 Q。 ,

Q l , Q :
就是要移动和旋转 0P 雪

’ 刃夕互
`
使之与 Q砖

。
护型 重合

。

于是
,

子图形在 o首叮亡

中
,

任一点 的坐标 由调用前的标准值 (酬
,

斌
,

乙: )变成 (乙
,

示
,

乙)
.

它们的关系为
:

(音
` ,

万
` ,

互
` , i ) 二 (雪:

, 。 :
,

` :
,

1 )乔尸 ( _
。 。 )尸 ( _ , 。 )尺( _ , 。 。 ( 1 7 )

0 0 0

0 1 0 0

0 1 0

稠 省 {
· · · · · · ·

。

· 意· · · · · · · · · 。!

一
/口.

.

.
1、
t.

一一
一0T电式

的变换矩阵
,

绷

功了( 1 2 ) 式中的 T 则是表明坐标系平移引起的变换阵
,

故有正 负号 差异
。

(
` , , ` 、

·

r p , “ ` “
形吁 n ( 一 a “

, , “ ( 一 卢
”
) ,

九 ( 一 夕。 ) 龙分别 以 一 a
” , 一 肖

U , 一 夕
u ,

代 入 ( 1 3 )

和 ( 15 )式中的 R
。 ,

君刀
,
尸

,

而得到的矩阵
。

由于这里的每次转动都是从一个
`、

不动
”

的坐

标系来观察 图形上点坐标变化的
,

故需代入负角
。

例 如 (参看前图 ) 第一次 是从 Q。 占

刀 立 (平行于 。 君刀 或) 观察到 Q 。 夕刀岁 绕 占轴转
a o

角
,

故坐标 要 经 受 R ( 一 a 。 ) 的变

换
,

第二次从 Q。占qrI 观察到固联于图形的 Q。 占
`

丫乙
`

绕 叮转了 侧 角
,

故其坐 标 相 对 于
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Q 。 占 , q 又要再经受 R ( 一 户 ) 的变化
,

等等
。

(4 ) 经
.

上述变换后
,
尸。省

` , ,

亡
`
已与 0Q 君

。
护护重合

,

但 尸 1 与 Q :
还不一 定重 合

。

为使

尸1与 Q l 重合还需作比例变换
。

郎认为每一点 尸 ` 到 尸。 的距离都同等放大 几倍

_ Q o Q ,

尸。尸 1

于是最后得
:

(占?
,

, 兮
,

亡P) = 元(占
、 , 叮、 ,

g ` )

(坐标位上加短横
,

表示这些值都是从 O 占冷 雪中度量的
,

以
“ 0

值也是一样 )

( 1 8 )
”

作为
_

匕标的坐标

显然
,

用户在规定定 位点时
,

必 须 注 意使二 Q Z
OQ QI 一二尸 2尸。尸: 以 及使黑华

-

厂 O厂 2

Q 。 Q l

尸。尸 1
` 否则

,

( 1 8) 式所得结果并不能使 尸 : 与 Q : 重合 ; 或为了使尸 : 一

与Q : 重合就还要

引进新的变换从而使子图形变形
。

从以上
`

讨论看出
,

调用三推子 $I] 形时的要点是先算出 0 “
角

,

而后让 图形本身 (不可

能也不应 当是坐标系 )从标准位置先平移后旋转
,

即是使 尸。占
’

护乙
’

从重合于 。 占 , 亡到

重合于 Q。占。护亡
。 。

但在实际计算机作 图时
,

子图形平移仅表现为定位点的选定
,

故在矩

阵的级联运算中
,

可以不考虑平移矩阵
。

( 5) ( 1 8 ) 式 的结果
,

只不过是使此图形有正确定位
、

取向和比例而已
。

要使此子图

形正确显示或绘出
,

尚需经受透视变换
,

消隐处理
,

剪取并化为屏坐标
,

但这已是三推

显示的常规处理了
。

〔附记 〕 本文第二部份虽只是坐标变换的应用
,

但由于笔者学识浅陋
,

所得结果和

结论尚未见之于文献
,

且暂时亦无实践检验
,

因而难免会有错漏之处
。

如蒙指正
,

至深

铭感
。
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