
卷 积 的 快 速 定 限 求 解

罗 永 光

提 要 本文提 出 了卷积 的快速定限表
,

分析 了该表的特 点
,

叙述 了该表

的拟 仃方法和 用该表求解卷积 的步骤
。

用 该表求解卷积比之用历来的折迭图解

定限方法要简单省享而 快捷得多
。

文中还在该表的基拙上提出 了一种在卷积运

茸中避兔容 易产生的硫 忽出错的有效措施
。

引 古口

在卷积的运算中
,

正确地确定积分 (或求和 ) 的上下限及其定义域是十分关键的步

骤
,

稍不 留意就会出错
。

玖速续函数的卷积为例
,

历来进行此项工作都是在
T 轴上

,

借

助图解
,

按 照
“

两 函 数 在 t 轴 的 定 义 域
—

:
轴折迭—

逐步沿
T
轴移动—

逐段

判断并返回 t 轴定出定义域—
逐段定限求积分结果

”

这一程式完成的
。

在文献中虽也

见过对这一问题的总结归纳
,

但都离不开上述从 t 轴 到 r
轴

,

再 从
T
轴 转 回 t 轴的程

式
,

求解过程依然繁复冗长
,

且描述不道观
,

依然难于从两函数的定义域道接洞察各段

积分的
_

L下限和定义域 l[,
“ 〕 。

本文将提出一种新的程式纵克服上述的不便
。

二
、

卷积积分的快速定限表

考虑两个有始有终函数相卷积的一般情况
,

如果我们采用以下 的约定
,

就将使定限工

作带上很强的规律性
:

设
r : 一 12> r , 一 11 ,

其中 [ 11 , r 、 1 和 [12 , r Z ]分别为 f
l

(亡) 和 f Z ( r ) 的

定义域
,

并定义
T
的不定积分为

:

, (丁 )一

{
,

1`· ) f
Z (̀ 一 ,“ ·

( 1 )

此郎卷积积分未定限之前的形式
。

此时折迭图解定限情况如图 1所示
。
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—
几 (t 一 ; )

t ~几
*一 : 011

( 1)当t 一 12《 1 1

t · 勺t 一耘

( 2 )当 I , ( f 一 12 ( , 、

自口 t《 l , + 12 时

f ( t ) = 0

郎 11+ 12 《 f《 r , + 12 时

才 , 12

t · 介 t · l:

( 3 ) 当 t 一 r z 《 11

且 r 一 12
>

尸 i

郎
r : + 12《 t ( I; + r :

时

f ( t ) f
, ( : ) f

Z ( t 一 : ) d r f ( t ) = l
」

f
: (二 ) f

Z ( t 一 二 ) d r

f : ( r ) f : ( r )

f
:
( t 一 丁 ) 几( t 一 )r

舍

不厂育六了下亡
,

t 一 12

( 4 ) 当

官口

f ( t )

l : 《 t 一 r Z ( r ,

l : + r Z《 t《 r : + r Z时

( 5 ) 当 t 一 r Z
>

r l

郎了李
r : 十 r :

时

了
: (动 f

Z (卜 劝 d 二 f ( t ) = 0

t ~ r :

图 一般情况下卷积积分限的图解确定

由图 1
,

我们可归纳出卷积积分的快速定限表
,

如表 1
。

卷积积分 的快速定限表

t 一 l
念

卷积积分 t ~ f :

,月,.r
川.
`

.

I
J

/ ( t ) 一一一一一一一
一一 -

一 -了
~

一
- -一一

一 一万 ~ 知卜

t

定 义 域 t : “ l : + I : t : 二 r , + l: t 3 = I , + r : t: = r , + r Z

快速定限表有如下的规律

1
.

卷积结果的定义域一般地分为五段
,

由四个断点将 t 轴切割而成
,

这四个断点

完全由两函数的定义域决定
,

有如下的关系
:

t l = 两函数的左时限之和

t ; == 两函数的右时限之和

t Z 一 t ,二 t` 一 t: = f
: ( t ) 的时长

t; 一 t l = 两函数时长之和

t 3 一 t Z二两函数时长之差

t一 t Z = t 3 一 t l二 f Z ( t ) 的时长

如 f
: (t ) 的时长“ f

: (t ) 的时长
,

则 t : , t。 两点重合
,

中间一段消失
,

卷积结果只出现四
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段
。

2
.

在卷积表达式中 fl (
·

) 和j
:(

·

) 函数括号内的值分别为
T

和卜
: ,

而在积分限

中
,

则出现 f
l (t )的时限的就为其时限植

,

出现 f
Z (t )的时限的

,

则为 云 一其时限值
。

在
二
和函数的时限值之间存在着有趣的对应关系

。

3
.

最边上的两段结果都为零
。

中间一段积分的 丘下限分别为 f
, ( )t 的上下时限

,

右边一段积分的上限和左边一段积分的下限也分别为 f
l (t ) 的上下时限

。

其余两积分限

则是 t 一关
:

( )t 的时限他
,

其左时限出现在左边一段
,

而其右时限则出现在右边一段
。

4
.

在左边一段
,

积分限中只出现两函数的左时限
,

而在右边一段
,

则只出现两函

数的右时限
。

三
、

快速定限求解卷积积分的步骤

如 f ( O = f 长 ( O *
f 短 (公)

,

其中长短的意思是 f 长 ( O 的时长 > 厂短 (约的时长
,

则其快

速定限求解 可按下列步敬进行
:

; 片出
· 的不定积分 , (· )一

{
,短 (· )`长 (̀ 一 ,“ ·

2
.

将 f长 ( O 的两个时限值分别与 f短 ( )t 的两个时限值相加
,

并将得出的四个数从

小到大依次地排列在水平画出的 t 轴上
。

于是 公轴被分为五段
,

这就是五段卷积结果的

定义域
。

3
.

在最边上的两段上部写出卷积结果— 零
。

在其余三段 上部分别 写 出 卷积积

分
,

其中中间一段的上下限分别为 f短 ( )t 的上下时限 ; 右边一段的上限与中间一段同
,

其下限为 才一 f长 ( O 的右时限 ; 左边一段 的下限与中间一段同
,

其上限为 t 一 f 长 ( )t 的左

时限
。

于是快速定限表制订完毕
。

4
.

按 l 得出的 f (动的函数形式和快速定限表中的上下限
,

分 别 求 出 中间三段的

结果
。

如熟练了
,

则可将 3
、

4 两步合并
,

在 3 中郎可道接写出最终结果
。

在函数为分段定义的爆合
,

则可将一函数的每一段与另一函数的每一段按以上步骤

进行卷积
,

然后再分段汇总求和
。

下面以例说明
:

例 1 已知
功

1 ( t ) 3《 r ( 6

功
2 ( t) 6 ( t《 7

O 其余

势( t ) O《 t ( 2

0 其余

( 2 )

( 3 )

矛..,J、 .̀气
了、少、夕、

二二
、
、少、 ,

尹

子杏
.

寸
.

口了.、了龟̀、
,上今1

`

矛
曰 户

才
.

求 f ( 刁
’

) = 厂
; ( t )

,

f
Z ( t )

解 第一步
,

在木题中
,

功
工 ( )t 的时长大于 功( O 的时长

,

而 访
2 ( 0 的时长小于 劝( f)

的时长
,

故应求出下列的不定积分
:

j
。

(价 = l功
, (卜 动势( )r 击 ( 4 )
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,
。 ( r )一

{
。 2 (· ) , (̀ 一 , d·

( 5 )

第二步
,

制订快速定限表如表 2 所示
:

例 1 的快速定限求解 表 2

o f
。

( 二 ) I f
。

( 二 ) f
。

(二 )

fo ( t )

— 一月一一一一月
一

- 一一 {

—
—一

`
3 5 6 8

0 ,
。 (· )

1;
、 (· )

{:
,

6 (· ,

})
一 2 “

f
。

()t

—
}

—
}

—
{
- -

—
月— 一` t

6 7 8 9

第三步
,

由表 2 分段汇总求和得
:

t《 3

f
。

( : ) 3 ( t《 5

f
。

( 二 ) 5 ( t镇 6
。。̀

--6t
,.

--t6
7

同

f ( t ) f
。

( 二 )

f
。

( : )

十 ,
。 (二 )

{
十、 ( r )

{
f。 (: )

6《 t《 7
6

7

7《 t《 8
6

8簇 t《 9

( 6 )

到此已实际上完成了卷积运算
。

t> 9

如题中 沪
, (t )

、

必
2 (t ) 和 劝( )t 的函数形式明确给出

,

则可在快速定限表及 ( 6) 式中就写出实际结果
。

由上述可看出
,

卷积的快速定限求解有如下的特点
:

1
.

三集中
,

郎集中求不定积分
,

集中确定积分限和定义域
,

集 中代限求结果
。

有

很强的系统性和整体预见性
。

从而克服了折迭图解方法逐步重复进行判断
,

定限
、

解积

分 (也是先求不定积分后代限 ) 等手续的烦琐性和逐步走着瞧的盲目性
。

2
,

定限工作模式化
,

事先心中有数
。

比如
,

卷积一般地是分为五段
,

如少了一段

或数段
,

就意味着两函数时长相等或函数时限中有为OO或一 oo 者
,

否则就表明有遗漏
。

而如怀疑定限有错
,

则可按积分限出现的规律在快速定限表中去查找
。

因此是一种容易

检错的方法
。

3
.

利于使用计算机编程计算
。

快速定限表一旦制订好
,

计算程序的初置段就可定

出
。

余下的工作
,

在不定积分能解析得出的踢合
,

仅仅是分段调用代限子程序
,

而在不

定积分不能解析得出的爆合
,

也仅仅是分段代限并调用定积分子程序
。

这 一特点在离散

卷积中具有更大的意义
。

关于快速定限求解与历来的折迭图解法的比较
,

可参见附录
。
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四
、

时长无限的函数之卷积积分

当函数具有无限时长时
,

情况稍特殊
。

以下列出
,

以供参考
。

1
.

两因果性函数的卷积

因果性函数的卷积定限表

设 f
, (公) 和 f

Z。 ) 的定义域分别为 口
1 ,

co ) 和 口
2 ,

oo ]
。

有

表 3

t 一 t Z

f
l ( r ) ,

2 ( ,
一 ) d ·

或
J
才 ~ t l

f
, ( t 一 动 f Z (动 d 二

!

l

t ] + t Z

一一一
一〕卜

其积分上限总是 t 一 时限的形式
,

而下限以时限值单独出现
。

此表符合
“

二
”

所述的

规律
。

2
.

两反 因果性函数的卷积

反 囚果性函数卷积 的定 限表 表 魂

设 f
: ( )t 和 f Z ( )t 的定义域分别为 ( 一 。

,

t l 〕和 ( 一 oo
,

t Z
]

,

其 定 限表亦只分两段
。

f
, ( t 一 r ) f

Z ( : ) d :
或 l /

1 ( : ) j
Z ( t 一 : ) d 二 0

t 一 t l t 一 t Z

- - -

一 {一一小
t l 十 t Z

其积分上限都以时限值单独出现
,

而下限总是
二 一 时限的形式

。

此表亦符合
“

二
”

所

述规律
。

3
.

因果性函数和反因果性函数的卷积

因函数与 反因函数卷积的定 限表 表 6

设九 ! ( t) 和 j反因 ( t) 的定义域分别为 〔烟
,

co ) 和 〔一 oo
, t反因 ]

。

这种情况较特殊
,

其定限如
一

下
:

.

声一
姻

)
_

co 烟 (t 一 ` )服的 )击

r t 一 t因

}
.

烟 (t 一 动版因树击
, t反因

l

一
一一 - -

一
恤一一 一

-

一
一

—
一

— —
—t因 + t反因

一〕卜

t

或
:

才因

f 因 (二 )服因 ( t 一 二 ) d 二

t 一 t反因

f 因 ( :
) f反因 ( t 一 : ) d :

t 一 t反因

t 因 + t反因

, 勺卜

t

4
.

兰仁时限函数与无时限函数的卷积
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j因 (t )和 f反因 (约合称半时限函数
。

设 阮 ( )t的定义域为 (一 。
,

oo )
。

半时限函数与

无时限函数的卷积是无时限的
。

其积分形式为
:

{卜
因、 ,无 (̀ 一 。 “ ·

一 不因

和

t反因

f反因 (: ) f无 ( t一 : ) d :

一 C口

很明显
,

两个无时限函数卷积亦为无时限函数
,

其积分
_ _

丘下限为士 oo
。

以上结果容易 由图解导出
,

其过程从略
。

其中 1 的情况最常见
。

对于因果性函数
,

通常的记法都含有阶跃函数作为因子
。

就是不用快速定限表
,

其积分限也容易定出
。

然

而正因为如此
,

在演算中就往往会疏忽其定义域的限制而产生错误
。

如

例 念 求 f ( r ) 二 f
l ( t )

.

f
Z ( t )

其中 f1 ( r ) = U ( t 一 a ) ( 7 )

f
Z ( r ) = U ( t 一 b ) + Z U ( t 一 c ) ( 8 )

b <
e

就往往会出现如下的错误
:

f ( t ) 一 {
一

u (才一 : 一 。 ) [ u ( : 一 b ) 十 Z u (二 一 。 ) l 、 :

一

J;
一“

“ · +

!:
一 “

“ ·

二 t 一 b 一 a + 2 ( t 一 c 一 a)

用快速定限表郎能有效地避免这种错误
。

如表 6
。

这里 f
。

(动 = 二 ,

例 2 的快速定限卷积法
I t一。

( 9 )

人 ( T ) 二 2 : 。

表
、

已

`

}
。 一 ` 一 。 一 “

f
。

( t )
a + b

f
` ( t ) l

a 十 c

_
一

~ )卜

2·

1:
一 。
一 2 (卜

。 一 。 )

_
_

_
_

_ _

_ _
_ _ 一

_ _
-

—
一 )`

分段汇总求和得
:

0

t 一 a 一 b

3 t 一 3 a 一 b 一 Z e

才<
a + b

a + b《 t《 a + c

t > a + e

t

t

( 1 0 )

( 1 1)

产

l
破、,口.、

一一
、夕廿矛̀

J

了
色、.

才
.

如不用快速定限解法
,

例 2 的正确解法应为
:

, ()t 一

}二
_

(U
`

一叫 (U
` 一

+b)
2
(U一 c)] “ ·

一

l!;
一 “

d ·

〕“ (:

一
“ , +

!!{
一 `

2“ ·

〕U (`

一
,

= ( r 一 a 一 b ) U ( r一 a 一 b ) + 2 ( r一 a 一 e ) U ( t一 a 一 c )
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_

比较起来
,

快速定限解法和上式的道接解析解法结果一样
,

简便程度都差不多
。

对

于习惯了后者的人来说
,

也许是宁用后者
。

但必须记住
,

一定要在实际的积分定限式之

后再乘上一个阶跃函数的因子
。

这个阶跃函数的写法是 由积分结果的定义域决定的
。

这

里就存在着一 个应该由定出的积分限再恢复出结果的定义域的问题
。

下面 的钊定准则对

此问题将会有所帮助
。

因果性函数的卷积结果的定义域应满足夕下的关系
:

抓 )t 袭 定出的积分上限
一 定出的积分下限 ) O

其正确性 可在快速定限表 中得到验证
。

按此准则
,

应该在每一个定了限的积分式之

后都乘以相应的 U 〔叭 )t 〕
。

比如在 ( 1 1) 式中
,

第一个积分相应的 城 )t = t 一 a 一 b
,

而第

二个积分相应的 夕 ( )t 二 t 一 a 一 c 《〕

这个方法对于两个反 因果性函数的卷积也适用
。

五
、

离散卷积的快速定限求解和因果性

序列卷积的定义域判定

类比速续卷积 的情况
,

可以得出离散卷积的快速 定 限 解 法
。

设 f
; ( k) 的定义域为

l , ( k ( r , ,

f
Z k( ) 的定义域为 12 ( k

一

续r : ,
_

巨 : 2 一 几)
: ; 一 l 工

,

则 j( k) = f ; ( k) 叮
2 ( k) 的快

速定限解法如
`

下
;

令不定限求和式 f l(’ )会习 f
, (0 f

2伍 一 l’) ( 1 2)

定限求和式 f (!’)

则有
:

会 习 f , ( f ) j Z ( k 一 f )

离散卷积的 快速定 限表
,

k 一 几

( 13 )

表 7

结果 o f ( i f ( f

犷 `
, (、 )

}
r ’

11 ’ 寿一 r Z

!ǔ!十f ( k )

定义域
l l

r l + 12 11+ r Z

) klì l十

表 7同样可 由图解导出
,

此处从略
。

对于分段定义的序列
,

也可与述续情况类似地拆成几个序列之和
。

如

例 3 求 f 伍 ) = f l ( k )
二

f Z ( k )
,

其中

f
: (:k ) = 考̀

0

1《 k ( 7

k = 7
,

8

其余

1《 k ( 5

其余

( 1 4 )

了...,吸、

l
,

一一
、了

J

左
矛1̀

.

. .工
子̀了

( 15 )

解 在把 f
l ( k) 这样的序列拆成几个序列之和时

,

必须注意各段交接点的处理
。

如

其 中k = 7的点
,

既可属于第一段
,

又可属于第二段
,

却不能同时计入二者之中
,

否则会

出现重复计算错误
。

这与卷积积分不同
,

在那里重要的是区间
,

单个的点对积分波有贡
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献
,

同时划在两段 中也行
。

而离散卷积中重要的是点
,

每个点对求和都将作出贡献
。

这

里把 k 二 7的点划入第一段
,

有
:

人“ ’
}!
一

,

习 ( k 一 i ) 2 二 2 (刀 一 x + l ) f 、
一赵土兰、

\ 2 /
( 1 6 )

f 。 ( i = 习 7 x Z 二 14 (夕 一 二 + 1) ( 17 )
刀T

之

l
一一
、
、少

o f
。

( : ) ! f
。

( f :
,

川 :
一 : O

f
。

( k )
1 1 1 1

1 1 1 1

2 6 8 12

一 ) k

一 ) k

oǔ
l一。3

一z一

比118一
f
。 ( f )

f
。 ( k )

j ( k )二

O

k ( k一 1)

5 ( Zk一 6 )

( 1 3一 k ) ( k + 2 ) + 14

1 4

0

k < 2

2 ( 寿镇 6

6` k ( 8

9《 k《 1 2

k = 1 3

k> 1 3

( 1 6 )

这里由于 f
; ( k) 的第二段只有一点

,

故与之卷积就 只有一个求和段
,

这与速续情况

下与 占函数的卷积相类似
。

还需指出一点
:

速续卷积结果的定义域时长为两函数时长之和
,

而离散卷积的定义

域是点数
,

合
n l = : 1 一 11十 1和

n Z二 r : 一 12十 1 分 别表示两序列的点数
,

则卷积结果的点

数
n = (r , 十 2r ) 一 l(

, 十几) + 1 = n , 十 n : 一 l
。

典型的情况如两个 N 点 序 列 卷 积结果具有

Z N 一 1点
。

这与速续情况略有差异
。

对于因果性序列的卷积
,

也有与因果性函数卷积相类似的定义域恢复准则
,

只需将

其中的 拟 ( t ) 换成 v ( k )官p可
。

郎应有
:

夕( k) 会定出的求和上限
一
定出的求和下限 ) O

避免出现类似于 ( 9) 式的错误的最好办法也是在定了求和限 后 立 即 乘 上相 应 的

U [v ( k ) ]
。

如

f ( k ) = k
·

U ( k 一 a )
。

[ U ( k 一 b ) + U ( k 一 e )〕

!箕
;

{
·

U `k 一 “ 一 “ , +

l誉习
二 [( k一 b一 a + 1 ) ( k一 b + a ) / 2 ]

·

·

U ( k一 c 一 a )

U ( k 一 b一 a )

+ 〔( k 一 e 一 a + z ) (寿一 e + a ) / 2 ]
·

U ( k一 e 一 a ) ( 17 )



卷 积 的 快 速 定 限 求 解 1 1 1

一L 仕 /、 、 二口 论

历来对于卷积运算
,

在选择正确的积分限时
,

画出折迭图解草图几乎是一种唯一可

行的方法
,

因而要把
“

卷积的数学运算具体化是相当困难的
” 〔 1〕 。

本文有鉴于 此
,

提出

了卷积的快速定限表
。

此表很有规律
,

容易掌握
,

易于拟订
。

有了此表
,

就无需经过折

迭图解的手续
,

郎可以道截了当地洞察各段卷积 的积分限和定义域
,

这比布赖姆所描述

的方法要直观简便得多
。

用此表求解卷积
,

步骤简单分明
,

容易检错
,

利于使用计算机

编程计算
,

远比用历来的图解法省事
、

快捷
。

文中还对容易 定限因而容易疏忽定义域而出错的卷积运算提供了避免出错的有效措

施
。

以
_

上两内容构成 了由定义域求积分限以及由积分限恢复定义域的正逆两个方面
。

以上结果对于工程计算
,

特别是对于教学实践
,

有着较大的实用价值
。

附 录 卷积的两种定限解法的此较

为简沽并便于比较起见
,

此处就以文献 【2] 例 5
.

廿一 2 为例
。

其折迭图解定限解法可

参阅 f Z ] 的 P P 4 8一 5 2。

其中

f , ( t ) =
1 一 2 《 t ( 2

O 其 余
( 18 )

0 ( t《 2

( 19 )

其余

时长间的关系
,

应作下述不定积分
:

i一20
了...才、,口.、

一一
、、
少
护

子̀
了.

几妇

了了

以下进行快速定限求解
。

按 f
, ( )t 和 f Z ( )t

, (· )一

}
厂」 ( ,一 ) f

Z (· , d ·

( 2 0 )

这里略写了积分常数
,

因为马上就要代积分限相消
。

其表解如下
:

。

晋1;
一 2 一

合
( , + 1 ) 晋1:

一 1

音{:
_ 2一

合
“ 一 ` , “

争t
!

一
4

一一
一

一
一

l

一
、2

一一一
,

一
!O

一一
一

!

一
。一一

f(

这就是此例之快速定限解法的全过程
。

两相比较
,

快速定限解法比历来的图解法简

单多了
。

至少是可少画 5 幅草图
,

少解 8 个不等式
。

当两函数均分段定义时
,

快速定限

求解就更简便
,

这里不再赘述
。
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