
延迟型泛函微分方程的一般理论

裘 兆 泰

提 要 本文在 引进 S c h a ud r e不动
.

点定理的基础上讨论 了具有延迟因子

的泛函微分方程的 一般理论
,

包括解的存在性
、

唯一性
、

连续依赖性 以及解的

延拓性质
,

并对文献 【1〕 中的某些定理作 了补充和推广
。

设 成 ) 0 是给定的实数
,
R 二 ( 一 oo

,

oo )
,

尸
”

为具有模 }1
·

】1的 n
推线 性 矢 量 空间

,

C = C ( 〔一 : ,

01
,

砂 ) 是速续函数的 n a n a c h 空间
,

具 有
一

致收救的拓扑映射
,

将区间卜
: ,

0] 映射到 R
” 。

对任何 功任 C
,

定义

1!功1}二 In a X
r ` 口哎 0

{功( 0 ) {

设 二 任尸
,

A ) o 且 二任 C “ 二 一 r , 。 +
卜

川
,

职 )
,

则对 任 意 t 任 〔二
, 。 十川

, 二 ,
任 C 定义为

x , ( 0 ) = x ( r + 0 ) 一 r 《 0《 O

若 D 是 R x
C 的子集

,

介 D
一卜R

”

是给定的函数且
“ · ”

表示关于 才的右 导 数
,

我 们称关

系式

示( t ) = f ( t
, 二 ,

) ( 0
.

x )

是 D上带有时滞因子的泛函微分方程
。

称函数 x 是方程 (。
.

1) 在 【二 一 : , 。 十月 ]
_

上的解
,

是指
:
存在 a 〔 R 和 A > 。

,

使得
x 任 C ( L。 一 : ,

o’ 十 A ]
,

R
”

)
,

(t
, x ,

) 任 D 且对 亡任 t。
,

。 十 A」有 x( t) 满足方程 ( 0
.

1 )
.

对于给定的 。 任 R 与 诱〔 C
,

称 x( 。 ,

功
,

f) 是 方 程 ( 0
.

1) 过初 值 ( 。
,

们 的解
,

是

指
:

存在 刁 > 0
,

使得城 。 ,

必
,

f) 是方程 ( 0
.

1) 在 f。 一 r , 。 十只 J 上的 解
,

且 二 。

( 。
,

必
,

f) 一 必
.

如果给定 。 〔 尸 ,

功〔 C 且 f( t , 们 速续
,

则过初杭 (二
,

们 求方程 ( 0
.

1) 的 解 等价

于解积分方程

X

一 。; ? (才) 一 。 (。 ) +
{:
, (

· ,

、 ) d · ,> a `。
.

2 )

利用
二 ,

对 广的速续性
,

上述等价性的证明是很明显 的
`
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一
、

预备知识 (不动点定理 )

本节中对所有的定理都 只叙述结果而不加以证明
,

有兴趣的读者可参阅文献 「5 1
、

[61
。

定义 1
.

1 设 U 是 B al l a
hc 空 问厂的子集

,
T

:

U ) 笼
,

称 T 为 U
_

L的压缩
,

是指 :

如果存在几( O( 只< 1 )
,

使得

!T x 一 T酬 《 川 x 一
酬 对一切

x
刀任 U

如果还有厂也是 B a
an hc 空间X 的闭子集

,
T

:
U x 犷 , 万

,

则称 T 为一致压缩
,

是指
:

如果存在 。《 义< 1
,

使得

」T (二
, v ) 一 T 勿

, v ) l《 几 1
二 一 酬 对一切

x刃任 U和 v 任厂
’

定理 1
.

1 (压缩映像原理 ) 如果 U 是 B a
an hc 空间万的闭子集

,

T
:
U

一

, U 是压缩

的
,

则 T 在 U 上有唯一的不动点
。

定义 1
.

2 ( F er hc et 导数 ) 设 X
、

y 是 B an ac h 空 间
,

D 是 X 中 开集
。

称函数

:f D , Y为在 D中点 二处 F er 。 h et 可微
,

是指
:

如果存在 X , y 的线性算 子 A (对
,

使

得对每个 h任万
,

只要
x + h任 D

,

就有

}f(
二 十 人) 一 f ( x ) 一 月 ( x )

·

hI 《 p ( }hI
, x )

其中 p ( 1剐
,

x) 满足 l i m
}剐叶 O

p ( Jh !
, x )

」人{
* 。

,

线性算子 月 ( x) 称为 f 在 二处的导数
,

而 刀 (二 )
·

h

称为 f 在 x 处的微分
。

定理 1
.

2 如果 U 是 B a
an hc 空间 X 的闭子集

,
犷是 B a

an hc 空间 Y 的子集
,

对于

任意
。 任犷

,

T
。 :

U , U是 U上的一致压缩
,

对于 U 中每个 固定的 x ,

T
。
x 对

v 是述续

的
,

则 T
。

的唯一不动点 g ( v) 对
v 是速续的

。

更进一步
,

如果 U
、

厂是开集 u
o 、 犷 “ 的

闭包
,

而 T
。
x 对

。 、 、 有速续的一阶导数
,

’

记为 A x(
,

的 和 B x(
,

v)
,

则 g (v) 关 于 t, 有

速续的一阶导数
。

定理 1
.

3 ( B or u w er 不动点定理 ) 尸 中单位闭球 万映入自身的任何速续映射 甲

必有一不动点
。

定理 1
.

喂 (S
c h au de

r
不动点定理 ) 如果 U是 B an ac h 空间 X 的有界闭凸集

,

映

射 T
:

U * U 是全速续的
,

则 T在 U 中有不动点
。

二
、

解的存在性与唯一性

这一节将在假定 f 是速续的条件下给出方程 ( 0
.

1) 满足初值问题的基本存在定理
。

证明所用的基本工具是上节已叙述的 S hc au d e r
不动点定理

。

先引进一些记号
。

对于任意 (。
,

妇 任 R x C
,

定义 功任 C ( 〔a 一 r ,

oo )
,

R勺为

功
。
= 必; 沪( t + “ ) = 功( o ) t 》 0
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设 x是方程 ( 0
.

1 )通过 (。 ,

们 的 解
,

如果令

x ( t 十 。 ) == 必 ( t 十 。 ) + 刀( l) t ) 一 :

则由 ( 0
.

2 ) 可知
,

应有

。 (才卜 {;
f (

· + 叮
,

百…
+ ,

·

, d · `> o
( 2

.

1 )

j]。 ( 0 ) = 0 一 , ( 8 ( 0

反之
,

若 万满足方程 ( 2
.

1 )
,

则 由上述变换不难得到 x 为方程 ( 0
.

2) 的解
,

郎是说
,

初值

问题 ( 0
.

2) 的解等价于求 a > 0 以及函数 y 任 C (卜
: ,

“ 〕
,

尸 )
,

使对 。 ( t簇 a 上 y 满足方

程 ( 2
.

1 )
。

对任意实数 a 和 刀
,

我们还定义

I
。
二 〔O

,
a 〕; B 刀= {必 }功〔 C

,

!!诱1!( 刀}
.

尸 ( a
,

刀) 二 芝刀 }刀任 C ( [
一 r , o ]

,

R
”

)
,

刀。= O
,

夕 , 〔 B , ,
t 〔 I

“

}
,

( 2
.

2 )

C 。 (厂
,

R
”

) 二 {月 f 任 C (厂
,

尸与
,

F c R 只 C
,

j 有 界 }

引理 2
.

1 若
x 〔 C (汇二 一 : ,

二 + 司
,

R勺
,

则对一切 t 〔 〔。
, 。 + 司

, x ,

是 t 的速续函

数
。

这个 引理的证明是很明显的
。

引理 2
.

忍 设 口 〔 R X C 是开集
,

研 c 口 是紧集
,

给 定 f0 任 C (口
,

尸)
,

则存在不

的邻域 V 〔 二g
,

使得 f0 〔 0C (厂
,

R
”

)
。

又存在 f0 的邻域 U 〔 口 (厂
,

R n) 以及常数M
、 。 与

刀
,

使得

{(j 仃 ,

功) ! < M 对 (二
,

功) ` 厂
,

f 〔 U

而且
,

对任意 (砂
,

护 ) 任研
,

如果 t 〔 I
。

以及 乡任尸 ( a
,

刀)
,

则还有

( 。 0 + r
,

,, , + 功昙
。 、 , ) ` 厂

证明
:

因为 牙 c R 又 C 是紧集
,

而 f0 速续
,

故存在常数材
,

使对 (砂
,

柳 ) 〔 班

有
`

lf0 ( 。 o ,

尹 ) ! < M
.

于是
,

给定充分小的
。
> 。

,

存在 a
、

刀> O
,

使当 (砂
,

尹 ) 〔研以

及 ( t
,

砂) 〔 I 石 ) : B万时
,

有

{j
o (

( , o + t , 功
o + 砂) 1< M

一 :

现令

犷 = { ( a
o + r

,

功
o + 劝) } ( 。

o ,

功
0 ) 任班

,

( r
,

劝) 任 I 言 x B 万}

则有 f
o 任 C O (厂

,

R
’ `

)
,

且存在 f o 的 : 一 邻域 U c C o (厂
,

R
n

)
,

使当 f
o 〔 C O (犷

,

R
”

) 而 f 〔

U 时
,

就 有 }f
一
f0 } <

。 郎 ffJ < {f0 { 十 :
< M

。

再合 。< 刀< 刀
,

又因 邵 是紧集
,

故可

以选择 a 使满足

( i )
。:
< a

( 11) {功各
。 + , 一 护 }< 刀一 刀 对一切 (砂

,

尹 ) 任班
,

t 〔 几

于是对 刀任
.

尸 ( a
,

刀)
,

就 有

}例 会 1刀
, 十 功

` , 。
.

。 ` 一
功

。
! 《 j刀

,

} + }功
, , 。 、 , 一

功
。
I < 刀

即 (t
,

沪) 〔 I
。 “ B 万〔 I :

X B加 故 扣
们十 t, 从 十 功公

。 + ` ) 〔 厂
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引理 2
.

3 设 口 cRx C为开集
,

不 c 口是紧集
,

给定 f0 〔 C (口
,
R勺

,

取尹 与平

的邻域 U
、

犷以及常数M
、

a
、

刀如引 理 2
.

2
,

若

T
:

研
汉 U x

尸 ( a
,

用 * C (卜
r ,

a1
,

R’’ )

T ( 。
,

功
,

f
, , ) ( t ) = 0

T ` J ,

功
,

`
, ” , (̀ ,一

!;

t任 [
一 r , 0 ]

f ( a + s ,

功
。 、 :

+ 刀.

) d s t 〔 I
a

则 T 速续
,

且存在 C ( 〔一 : ,

司
,

R勺 上的紧集尤
,

使得

T
:

牙
火 U x 尸 ( a

、

刀) , 尤

更进一步
,

如果 M
a ( 刀

,

则还有

T
:

研 又 U x 尸 ( a
,

刀) , 尸 ( a
,

刀)

证明
t

1“ 对一切 t
、 : 〔 I

。 ,

由引理 2
.

2 我们有

;T ( 。
,

,
,

,
, 。 ) ( ,卜 T (口

,

。
,

,
, , ) (· ) }一

{}:
, (。 + · ,

蔺
。 · :

+ 。
:

) d ·

卜
” ,卜

·
!

{T (。
,

功
,

f
,

功 ( )t] ( 胚 a
.

现令

K = {夕】夕任 C ( [
一 r , a ]

,

R
”

)
,

{g ( t ) 一 夕 (
r ) 1《 M {t 一

二
1

,

}夕 ( t ) 1《 M a }

则 K 显然是凸闭的
,

且对任意序列 { g
。

}〔 尤是一致有界等度速续
。

由 A rz e l a 一A s o
ol i定

理可知存在 g 〔 C ( 〔一 : ,

a]
,

尸
`

) 使 l i m 乳二 9
.

但因尤为闭集
,

故 g 任 K 即 K 为紧集
。

同时还有

T
:

研
x U x

尸 ( a
,

刀) * K

当 M a 《 刀时
,

又有 K c 尸 ( a
、

刀)
。

于是

T
:

不
x U 只

尸 ( a
,

刀) , 尸 ( a
,

刀)

20 下证 T 为速续算子

设 ( a k ,

功
“ ,

f气刀
几) 任砰 x

U
X

尸 ( a
,

刀)
, 且 1 i m ( a “ ,

功气f气刀
掩 ) = ( a o ,

功
0 ,

f
o ,

驴 ) 〔 体

x
U

X

厂 ( a
,

刀)
。

现 毛T ( 。
h ,

功k ,

f气 , k ) }〔 K且 K为紧集
, `

故有

1i m T ( 。 k ,

功气厂
k , , 左)二 v 〔 K

又对一 切
: 〔 ,

。 ,

当了
` (。 ` + : ,

了会
; 十 : + ,全) , ,

“ (。 。 + s ,

蔺孚
。 * : + 。 , )时

,

显然有 ,
“ 。

U
.

由引理 2
.

2可知存在 M > 0
,

使对充分大尤成立 If
“
! < M

.

于是由 L e b e s g “ 控制

收橄定理
,

有

1i m T ( 。 介 ,

必
“ ,

f气夕̀ ) ( t ) = l i m {
’

了
* (。 ` + s ,

了咨
* 十 ; + 。全) d

:

J 0

从而 T 是速续的
。

引理证完
。

定理 2
.

1 (存在性定理 )

_ {
` , 。 ` 。

_

二
。

了
。 _

、 , J o 、汀二

= I J
甘

L口。十 s , 毋云
。 + 。 宁 夕云2 “ 万

J 0

二 T ( 。 o ,

功
o ,

f
o , 习o ) ( t )

设口是 R 、 C 中的开集
,

f 〔 C (口
,

R今
,

如果 ( u
,

功) 任
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口
,

则方程 :(0
.

1) 在 I
。

上存在通过 (。
,

们 的解
。

更一般地
,

如果班〔 口 是紧集
,

且给

定 0j 任 (口
,

R勺
,

则存在砂的邻域 犷 〔 口
,

使得 f0 〔 0C (犷
,

R
”

)
,

又存在 f0 的邻域 U c

C “ (犷
,

R ,’) 以及常数 a > O
,

使对任意 ( 。
,

功) 〔 研
,

f 任 U
,

则方程 ( 0
.

1) 在 〔a 一 r , 。 +

a ]上存在通过 (。
,

功) 的解 x( a ,

功
,

f)
.

证明
:

1“ 取单点集 邢 = 毛( u
,

功) } 为紧集
,

因
.

刀 ( a
、

刀) c C (卜
; ,

a]
,

R
”

)为有界闭凸集
,

当

材 a 《 刀时
,

从引理 2
.

3 得出

T
:

尸 ( a
,

刀) * 尸 ( a
,

刀)

是全速续的
,

再由 S c h a u d e r
不动点定理可知

,
T 在

.

尸 ( a
,

刀)上有不动点
。

郎

, “ ,一 T , “ ,一

{;
“ 。 + 一了二

:

+ 。
·

, d · ` 〔 I
·

刀。 二 T , ( t ) = o t 〔 卜
r ,

0 ]

从而方程 (。
.

1) 有通过 ( 二
,

功)的解
。

2 “ 为 了证明定理的后一个结论
,

在 ( 2
.

2) 中记

I
。

( e
r

) = 〔a
,

。 + a ] ; 尸
。

( a
,

刀) = 夏夕 i, 〔 C ( [。 一 r , 。 + a ]
,

R
n

)
,

刀
。
二 o , 刀, 〔 B 刀

, t任

I
。

(。 ) }
,

其余记号不变
。

在引理 2
.

3 中令

T
:

研
只 U x 尸 ( a

,

刀) * C ( [。
一 r ,

二 + a ]
,

R
n

)

T ( 。
,

功
,

f
,

功 ( t) 二 O t任 〔。 一 : ,

司

T `口
,

。
,

,
,

。 ) ( , ) 一

! ;
, (·

, X :

) d · ,。 I
。

(口 )

则几乎可以逐字逐句重复引理 2
.

3 的证明而得到相应结论
。

其余部分证明同 1“ 。

定义 2
.

1 设 口 〔 R x C 为开集
,

户口 , R
”

是速续的
,

称 f( t
,

们 在口上对 功满足

IL sP hc 沁
:
条件

,

是指
:

存在常数K
,

使对一切 ( 。
,

必
, )

、

( 二
,

九 ) 〔 口
,

有

If ( t
,

功1 ) 一 j ( t
,

功
2 ) 1《 尤 {功

1 一
功

2
!

又称 j( t
,

们 为对 功局部满足 L I sP hc it z
条件

,

是指
:

对任意紧集附〔 口 (或有界闭集

U c 口 )
,

存在常数尤二 ,

使对一切 ( 。
,

咖 )
,

( a
,

九 ) 〔 研
,

有

}f ( t
,

必
1 ) 一 f ( t

,

功
2 ) } 《 尤二 1功

: 一 功
:
!

定理 么 2 (唯一性定理 ) 设 户 〔。
,

a]
x
C
刀
, R

”

是速续的
。

其中 C
D = C ( [

一 : ,

0]
,

D )
,

D c 尸 为开集
。

且对 必是局部 IL sP hc i tz 的
,

则对任意给定的 功` c 刀和万 〔

(。
,

a]
,

方程 ( 0
.

1) 在 〔。 一 r , a ) 上至多只有一个解
。

证 明
:

用反证法
。

设对某 a 〔 ( 。
,

司
,

有两个解 x 与叭 x 笋功映射 〔a 一 : ,

万 ]

, D
。

令

r。 = i n f { t lr〔 (。
, a )

, x ( r ) 笋 , ( r ) }

则 。 《 0t <万
,

且在区间 巨 一 : ,

0t] 上恒有
二 (t ) 二叭 )t

.

现 (t 。 ,

xt o) 任 a[
,

万 ) x c
刀 ,

而 D

为开集
,

从而存在充分小的正数
a 、

b
,

使当令集合 班 = Lot
,

0t + 司
x

{例功任 C
,

】!吵-

二 , 。
}}《 b } 时

,

有班 c 〔。
, 。 ) x

C
D

.

仲
`

显然是有界闭集
,

由条件 f 在班上是 L i sP
。 hi tz 的

,

不妨设 L IP s c ih tz 常数为 尤二
.

由引理 2
.

1 可知
,

存在常数 d ( 0 < J ( a)
,

使对一 切 t 〔 〔0t
,

t。 + 句 有满足方程 ( 0
.

2)
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的解
x 、

夕
,

且使 ( r
, 二 , )

、

( t
,

夕 ,

) 〔 研
,

于是当 t 〔 [t
o ,
t 。 + d ) 时

,

有

: }
· 〔, )一 , ( , ) ,}一 ,}

{:
。f (·

,
X

:

) 一 , (
· , 刀

:

) : d
·
}}

、
{:
尤才

·

,̀一
” ,

”“ ·

注意到当 t任 Lt
。 一 : ,

t。」时有 x( t) ` 叭 t)
,

从而上式可以改写为
:

对一切 t任 〔t。 ,
t。 十句有

!}
X , 一 。 ,

.!、
{:

。
尤附

·

,一
。 :

, }d
·

由常微分方程理论中熟知的 B e l l m a n
不 等式

,

郎有

{{
x , 一 夕川= O 郎 二 ,

= 刀
,

t 任 [ t
。 ,

t 。 + d )

从而可议得到当 t 任〔t。
,
t。 + 句时还有 武 )t = 叭 )t

,

这与 t 。 的假设条件矛盾
。

定理证完
。

与常微分方程的理论不同
,

对于延迟型泛函 微 分 方 程 ( 0
.

1) 来说
,

仅仅规定映射

f 的速续性并不能保证过初位 ( 二
,

功) 一定存在解
。

定理 2
.

1 给出了解的存在性条件
。

事实上
,

对方程 ( 0
.

1) 来说
,

最简单的存在性定理可以通过假设映射在整个 R x C 上满

足 LI sP o hi tz 条件而得到
。

但是相对于局部存在性而
一

言
,

只须假设 f 满足局部 iL p s c ih tz

条件也已经足够
。

`

作为本节的最后部分
,

我们将证明这一点
。

定理 2
.

3 (局部存在性定理 ) 设 f
,

巨
,

a)
X C D、 lln 速续且对 必是局部 IL sP c hi t ,

的
,

则对任意 功〔 几
,

方程 ( 0
.

1) 对某
a
> O 在 〔二 一 : , 。 十 a ) 上解存在且唯一

。

证明
:

1” 考虑充分小的正数
a 、

b
,

使当令集合

不 = [a
,
a + a

l
x

{ p {沪任 C
,

}}沪
一
功{}( b子

时
,

有班 〔 〔。
, a ) x C D .

牙显然是有界闭集
,

由条件
,

f 在研上是 L i p s
hc i tz 的

,

不妨

设 L IsP
c ih t z 常数为 K 二

,

定义 〔。 一 : , a 十 。 〕) R
”

的速续函数 牙
:

、 ()t 一

以歹
叮 ’ 叮 一 r ( t 《 叮

J 《 t ( J 十 a

则显然有 ( t
,

历
,

) 任【a
,

a)
汉 C 刀

,

故 f( t
,

历
,

) 对 t 连 续
,

从而存在常数M
; ,

·

使当 t任 〔二
,

。 十司 时有 1f(
` ,

云 ) J( M
l

.

现令 M = 兀二
·

b + 胚
1 ,

由引理 2
.

1 可知
,

存在常数 占(0 <

J ( a )
,

使对一切 t 〔 〔。
, a + d」

,

有

}1牙
, 一 功1{= {{云

, 一 牙
。

日簇 b

选择
补

。 ,

使得万一
`·

{喘
,

六}
,

、
U = 乏川 x 任C ( 〔。 一 : , 。 + a 〕

,

尸 ) 且 x( )t = 拭 t 一 u )

a 一 : 簇 t簇 。 ; 】1x( )t 一
功( 0) 1! ( b

, a 《 t《 。 + a }

那么

( i ) U 是 B a o a e h 空间 C ( [。 一 r , 。 + a ]
,

R
”

)的闭子集 ;

( ii ) 当
x 〔 U 以及 t 〔 〔二 , u 十 a 时 〕

,

有 11
x , 一 牙川 ( b

从而
{f (了

, x ,

) J《 Jf ( t
, 二 ,

) 一 f ( t
,

厉
,

) 1+ Jf ( t
,

牙
,

) J

《 兀甲
·

{l
x , 一 历川+ {f ( t

,

坛
,

) }《 K 附 b + 盯 ; = 盯
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0 2对任意
劣任 U

,

在 仁。 一 r , 。 + a l 上定义算子 T
:

{
功(卜 二 )

( T x ) ( t ) = 。 ( 。 ) +

!;
f (·

, 才
:

) d ·

口 一 r 《 t 《 J

J 《 t《 J + a

则显然有 了场任 C ( [。
一 : ,

仃 十

11( T 二 ) ( t ) 一

a l
,

尸
`

) 且

必( 。 ) }}、
! ;

,, (
· , ,

:

) !d
· 《 材

·

万、 “

故 T x 任 U
,

郎是说有

对任意 x
、

夕任 U
,

}】7
’
x 一 T夕日

T
:

U ) U
.

我们有

一 }

{:
〔f ( ·

, / :

) 一 , (·
,

。
:

) , d
· ,《

}:
兀

不二 `X一 ,
·

, d
·

( K ;。
·

a s u p {二
: 一 刀

:

}= K ;。
·

a s u p ! x (
: + 0 ) 一 兮 ( :

一

卜口 ) {
口 蕊 ` 互 t a ` s绍 t

记 几二 尤 ;。
·

a
< 1 ,

注意到当 。 一 :

簇才簇 : 时恒有 x ( )t = .v( )t
,

于 是 上 式 可改写为
:
当

t 任 [ a
, 。 + a ]时

,

有

l}T二 一 7
’

刀 i}( 只 S t : p {二 ( t ) 一 刀 ( t ) J二元
·

}}
二 一 刀 l{

从而 T
:

U
一

卜 U 是压缩的
。

由定理 1
.

1 可知 T 在 U上有唯一不动点
x 任 U 满足

功( t 一 。 )

功( 。 ) +

!;
, (·

, 劣
,

) d ·

。 一 r ( t ( 口

口簇才簇 a

!悦.L
一一

、

,
了

子
`了惬、

X

郎方程 ( 0
.

1 ) 在 【a 一 r ,
a 十 a )上过初植 ( t

, x ,

) 的 解存在且唯一
。

三
、

解 的 延 拓

定义 3
.

1 设方程 (0
.

1) 中的 f 速续
,

如果 x 是方程 ( 0
.

1) 在区间〔a
,

a) 上的解
,

称 x 是 x 的延拓
,

是指
:

如果存在 b>
a ,

使得 x 定义在 f二
一 r ,

b) 上
,

在 〔。 一 ; ,

a) 上与
x

一致
,

且
:。
在 L。

,

b) 上满足方程 ( 0
.

1 ) ; 如果 二 的延拓不存在
,

则称 x 是不可延拓的
,

也郎是说
,

区间 〔二
,

a) 是使解
二
存在 的最大区间

。

定理 3
.

1 设 口 =c R 只 C 为开集
,

f 任 C (口
,

R
”

)
.

如果 x 是方程 ( 0
.

1) 在 〔。 一 r ,

b) 上的非延拓解
,

则对口 中任意紧集W
,

存在 标
,

使对一切 t 〔 〔标
,

b) 有 ( t
,
x ,

)诺不
.

证明
:

不妨设
r
> O

,

只考虑 b< 十 oo 的情况
。

用反证法
。

若当
r
> o 时定理的结论不成立

,

则存在实数列 九 , b一 (几, “ ) 以及 p 〔 C
,

使 当 左

` OQ 时 t 。 ) 6
, 工 t * ` 劝

,

且 ( t 左
, x r * ) 任研

,

( b
,

劝) 任研

于是
,

对任意
。
> O存在K > o

,

使当 k > 尤 时

5 it P
一 r ` O ` 一占

}`
, ; ( e ) 一 沪( 0 ) J<

“

这里 j 是充分小的正数
。

现 x ,

(的 = x ( t 十 0) ( 一 : ( O《 O
, r
> 0)

,

故有
:

( b 刁
一

0 ) 二 砂( 0 ) ( 一 r 《 0< o )

郎是说
,
工in l 二 ( l) 存在

。

补充定义
、 (的 = 砂( 0)

.

则
, (t ) 在 l。

一 r ,

b] 上速续
。

现令

必( 0 ) =
、 (口) 〔 C O〔 〔。 一 r 、

乙]



13 6国
’

防 科 技 大 学 学 报

则因 ( b
,

几 ) 〔 班
,

于是由定理 2
.

1 可知解至少在 〔b
,

b + a ;
] 上 存 在

。

其中 自 为某个确

定的正数
。

这与解的非延拓性矛盾
。

定理证完
。

定理 3
.

, 设口 =C R ` C 为开集
,

:f 口 ` nR 是全速续的
, x 是方程 (0

.

1 )在 LJ 一 犷 ,

b) 上的非延拓解
,

则对 R x C 上的任何有界闭集 U =c 口
,

存在 t
。 ,

使对一切 t 任民
,

b) 有

( *
, x ,

)必 U
.

这个定理的证明与前一个类似
,

有兴趣的读者可以自己完成
。

下面将讨论什么时候函数 x 能成为延迟型泛函微分方程的非延拓解
。

为此先不加证

明地引进 T i e t ez 延拓定理
。

引理 3
.

1 ( T i et ez 延拓定理 ) 设X 为度量空间
,
S =c X 是闭子集

,

而 :9 5 , R
”

是

速续的
,

则存在速续映射 G
:

X , R
” ,

使对一切 必任s, 有 G (妇 = 叭们
.

定理 3
.

3 设 。 一 r
<。 < b

,

合 x :

〔a 一 r ,

b) 、 R 是速续可微的
,

满足条件

万界
x
()t 不存在 .(3 1)

则 ( 1) 存在速续映射 G
,

C
r

* R
” ,

其 中口 = C ( 〔一 : ,

01
,

R
“

)
,

使得公是方程 双 t ) 二 ` (x
,

)

在【。
,

b) 上的非延拓解 ;

( 2 ) 如果对一切 t任 【。
,

b)
,

范( t ) 存 在
,

则存在 户 R x C
r

, R
n

对 t 和 x 是 局 部

L i p s e h i t z 的
,

使得 x 是方程 份( t ) = f ( t
, 二 ,

) 在 〔a
,

b )上的非延拓解
。

证明
:

10 令 x :

巨
一 : ,

b)
一

, 刀 是速续可微的并满足 (3
.

1 )
,

郎 城 t) 当 t
一

, b时或 者没有聚

点 ( {x( )t 1, OO )
,

或者有多于一个聚点
。

在上述情况下
,

应有下面的结果
:

( i) 二 ,

当 t、 b一 时在 C
r

上无极限点 ;

( 11) S == t
x ,

}a 《 t < b }是 C
r

的闭子集
。

事实上
,

若对任意序列 {t
。

}
,

t
,

` b ( n ` oo ) 和某 个 功任 rC 有
二 , ,

` 功〔 cr ( n ` OQ )
,

郎是说
,

对任意 0 〔 〔一 r ,

0) 都有 为
,

( 0) ` 功( 0)
.

但

x , ,

(夕)二 ` ( t
。
+ 夕) ` x ( b + 夕) t

,

` b
·

因此功( “ ) 一
x ( b + “ )

,

而当 “` o 一 时
,

又有 功(“ )
一
卜功( 0 )

)

从而竹梦 (` )一功( o )
,

这与条件 ( 3
.

1) 矛盾
,

于是 ( i) 成立
。

再证 ( “ )
。

假设对某序列 行
·

} C 〔J
,

b)
,

有儿梦 xt
。

一功任cr 而 功必S
·

考虑毛`赫的收

嫩点为
r ,

那么
`
必〔口

,

b)
·

事实上
,

如 若有 寿* ` 寿二必k( ` OO
, a 《 `

< b )则有功〔 S
,

与假设矛盾
。

从而只能有 t
,

, b一
,

但 ( i) 中已证此时 {二
,

}无极限点
,

于是 ( ii )得证
。

2。 下面证明命题 ( 1 )
.

对于 功任 s
,

导数小(0 )存在
,

利用娇在 。 处的左导数
,

定义

夕 (协) = 必( 0 ) 功任 S

由 g ( :
:

) = 公, ( o ) = 出( )t 可知 g 在 S 上速续
。

倘若不然
,

则存在 {功
,

} c s ( n = 1 , 2
,

… )
,

价任 S 以及
: 。
> o ,

么
一

, 功而

l夕 (功
,

) 一 夕(功) l >
“ 。

气

( n = 1 , 2 , … )

于是存在 {t 月C a[
,

b) 使得 么 = ` , 。
·

现设有
: 〔 巨

,

b)
,

tn ` : ,

由 10 中 i( )的结论可知
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r笋 b
.

于是由 必= 二二

以及 川 〔。 一 :,

b) , R 的速续可微性
,

郎有

口 ( x
, ,

) = 后( t
,

) ` 云( ` ) = 口 ( x
二

)

郎 g (必
。

)
一

* 抓功)
.

这与假设条件矛盾
,

于是 g 必定速续
。

由 1 。 中 ( 八 ) 的结论已证 S 〔 口 为闭子集
,

而 少 S , R
”

是速续的
,

于是由引理 3
.

1

( T ie tz e ) 可知存在速续映射 G
:

rC , 尸
,

是速续的
,

且对 t任【。
,

b) 有 示( t ) = ` ( x , )
,

从而

x 是 示= G (二
,

) 在 【a ,

b) 上的非延拓解
。

30 再证明命题 ( 2 )
.

对任意 t 〔 R 和 协任 C
r ,

定义函数

.

f
: 一!鱼二创

目

、
\ 0 一 才 /

F (二
,

功)

t> b

/
。 《 t < b

\ !】x , 一 功11《 b 一 t

/ 。 《 t < b

\ 1lx
, 一 引 }> b 一 t

t 《 任

、 .产

(t
。

劣

了̀.....,忆.̀....̀

一一
、、产矛

功
汀

.矛̀
了
才、

F

则 F ( t
, 二 ,

)二 示( )t
,

且 F ( t
,

们对任意 ( t
,

们 任 R 又 C
r

是速续的
。

事实上
,

令扮对
,

必
,

,

功( n , oo )
,

若 t 沪 b
,

则当
n
* co 时显然有 F (几

,

功
,

) , F ( t
,

功)
,

若 t = b 且 F (人
,

人 ) 护

]l
x , 。 一

功
·

I}< jb 一 t
·

卜
O ( n ` co )

于是 xt
, 一

` 功(n ` oo )
.

这又与 1` , 中 i( ) 的结论矛盾
。

于是对充分大的
刀 ,

应有 F (t
, ,

功
。

)

二 0
.

而尸对每个 功任 rC 在 ( b
,

功)的某邻域中为 。 ,

从而尸是速续的
。

现在设 劳存在
,

令 W二 L(T
,

b) x
rC

,

对 (t
,

幻 任附重新定义映射

F ( t
,

功) 二示( r ) ( {b
一 t !

一 】}x
, 一
功}})

·

」b 一 t }
一 i

我们将证明
,

F 在班上是局部 iL p s c
ih tz 的

,

即是说
,

对班的任意有界闭子集N
,

存在

常数 L > O
,

使对任意 。 , = ( r ,
,

必
, )

、
。 2 = ( t Z

,

功
2 ) 〔 N

,

有 }F ( 。 , ) 一 F ( 。 : ) } ( L】}。 ; -

。 2
}l

。

这里 日。
、 一 。 2

}{= {}动
: : 功

2
}卜 It

, 一 t Z }
。

事实上
,

若记 F l ( 。 ) = 汾 ( t )
,

F
Z ( 。 ) 二 {b

一 t J
,

F
。 ( 。 ) 二 一

11
2 , 一

功11
,

F ` ( 。 ) = }b

一 t {
一 , ,

贝」 }F
`
1 ( i二 l

,

2 , 3 , 4 )在 N 上有界
,

且对任意 。 : 、
。 2 〔 N

,

有

IF
, ( 。 , ) 一 F , (。 : ) 1

二二

! F
Z ( 0 : ) 一 F Z ( 。 2 ) ! ==

{F
3 (。 1 ) 一 F 3 (。 : ) !

= 二

{示( t
, ) 一 示( t Z ) {《 s u p 必( t ) } t

; 一 t : } ;
t e 刀

} }b
一 t , 1

一
lb
一 t Z { }( It

; 一 t: ! :

S U P
一 r ` 口 ` 0

《 s u P

一 r ` 口` 0

( ( s u P
一 r ` 口`

t . 刀

{ {
x ( t: + 口) 一 功

:
}
一
}x ( r

Z+ 0 ) 一 必
:
{ 1;

}于瞥护 ( t + 0 ) , lt 一 t Z j+ 1.功广 功
2
1日

。
}示 ( t + 0 ) 卜 1 ) ( 11功

` 一
功川+ 1“

一 t Z, ) ;

{F
` (。 , ) 一 F ` (。 2 ) }=

1 ]

{b 一 1t ! {b一 t Z }

1
_

1

!乓而而获不
~ ’

流 一 ` 2 }

于是 F
` ( ` = 1

,

2
,

3
,

4 )在 Vj 上分别有 L i p s C h i t z 常数 L l 二 s u p l示( t ) }
,

L Z二 1 ,

L 3二

议 t 十 0 )
` 一

卜 1
,

L 4“ 1八 11 f !b
一
引

:
.

注意到

s u P
~ r ` 沙 .绍

, e刀
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(i ) 若 F` (了二 z
,

2
,

… n ) 是在N 上具有常数 L ` 的 L i p s e h i t z 函 数
,

则艺 F `
在N

上仍是 L ”̀ S “ “ ` t z 的
】

且常数为泪
,

乌
·

( 11) 若 F
` (￡二 l

,

2 ) 是在 N 上具有常数 L 、 的 L i p s e h i t z 函数
,

且 }F
`
{镇 M

、 ( ` = 1
,

2)
,

则 F :
·

F
:
在 N

_

上仍是 L i p s
hc i tz 的

,

且常数为 L l对 1 + L Z材 2
.

于是 F 二 F l
·

( F Z十 F
3 )

·

F
4
在 N 上 是 iL p s

hc i tz 的
,

从 而 F 在 沙 上 是 局部

L ip s e h i t z 的
。

四
、

解的连续依赖性与可微性

定义 咬
.

1 设 口 〔 刀 汉 C 是 开 集
,

(尸
,

剥 ) 〔 月
,

尸任 C ( 身
,

尸
`

)
,

方 程 (0
.

1) 通过

a(
。 ,

功
。 ) 的解 尸 二 x0 o( 。 ,

必。 ,

f0 ) 在 巨
” 一 : ,

如 上存在
,

通过 (砂
,

尹 ) 的 解 扩一砂 ( 。 “ ,

功
“ ,

尹) 在 〔a “ 一 : ,

司
_

L也存在
,

称在 〔a 。 一 : ,

剑
_
_

扛一致地有 xz/ ` 尸
,

是指
:

对任意 “
> 0,

存在 K
: (。 )> o

,

使对一切 寿> K : ( 。 )
,

尹 (t ) 定义在汇二
。 一 : 十 。 ,

b] 上
,

且在〔a 。 一 : 十 : ,

b] 上一致地有
二“、 沪

.

定理 4
.

1 (速续依赖性定理 ) 没绍 〔 刀 ) < C 是开集
,

(砂
,

尹 ) 〔 .
,

f0 任 C ( 口
,

R
”

)
,

方 程 ( 0
.

1) 通过 (砂
,

护 ) 的解 x0 在 〔砂 一 : ,

b]
_

!二存在 且 唯一
,

令 沙
“ 〔 口 是由

附
“ 二 夏( t

, x
兮) 廿任 i ao

,

闰 } 所定义的紧集
,

个 U 。 是 研
。 的邻域且 f0 在 厂。 _

七有 界
,

如呆

( a 气功
“ ,

f
及) (几= 1

,

2 , … )满足条件
二 k , a 。 ; 必

左
一

、 功味 }1尹
一
0j 】】厂

。

, D (几) oo )

其中 }111 }犷
。
二 s u p

_

{f ( t
,

功) }
,

则存在兀
0
> O ,

使当 k> K 。时方程 ( 0
.

1) 通过 ( 。 “ ,

尹 ) 的
( 诊, 够) e 犷 u

每一个解 砂 = 尹 ( 。 “ ,

护
,

尹 )在 La “ 一 r ,

证明
:

功
壳) I k = 1 , 2

,

因研
。 是紧集

,

而当 寿

b ]
_

七存在
,

且在 汇a0 一 : ,

司 上一致地有砂` xo
.

、 co 时有 砂
一

, 砂
,

功
“
* 护

,

从而可 知 研
。 U乏( .al

,

…宝也 是 紧 集
。

现对 充分大的 K 。 取 研二研
o U麦(砂

,

护 ) {寿> K 。
}

,

取

a
、

刀足够小
,

使

厂 = 乏( 。
0+ t

,

功
o + 砂) }( o ” ,

功
o ) 任班

,

( t
,

叻) 任 I
。 X B ,

}〔 F o

由定理 “
.

1 ,

通过 (a 气护 ) 的称一个解 尹一 xlz (a 气才
,

产 ) 在 a[
几一 犷 , 口 ` 十 “ ( k) ] 上存在

,

这里 a (k )表示常数 a 依赖于 k
。

若个 x “ ( 。 “ 十 )t 二 必
天 (二 “ 十 t ) 十犷 (t ) 郎犷( )t 二扩 ( a “ 十 )t

一

下
“ ( 。 ` 十 , )

,
.

作算子 T 如同引理 :
.

3
,

则对一切 ,任 aI
(。 ,

有

: ( 。 气。: ,

f气。* ) (才) 一

{
`

f
。 (。 “ + : ,

万
。 * 、 :

+ 。全) 、
: 一 。“ ( , )

由引理 2
.

3可知
:

( i) T 是速续算子 ;

( 11) 存在 C ( [
一 r , a 任 ) )

,

R
, ,

) 上的紧集 K
,

使 犷 ( r ) “ T ( a “ ,

功
“ ,

f气刀
几) ( t ) 任K

。

于是对 夏犷} 的任何子序列
,

存在犷 石 K
,

使得在 卜
: ,

a( le) 〕上一致地有犷` 犷
.

又 由

T 的速续性
,

有
夕苦 “ 1i m 夕介二 l j l n 了

’

( a
“ ,

功
介 ,

f
人,

夕人 ) 二 r (二
,, ,

功
` , ,

f
` , , 夕`) ) 二 夕“

人弓 , 为 , .
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即 {少 }中任何序列都有收数对 护 的子列
,

解 尹 和 x0
,

因

二儿 ( 。
“ + t ) = 必

左

( 。
“ 一

卜r ) + 刀左 ( r )
,

从而性个序列收赦到 护
。

现转 而考虑方程的

; 义, ( 。
`l 一卜 t )二 功

。
(二

o + t ) + 夕。 ( r )

当 t 任卜
: , a ( k )〕时

, 。 , 舟+ t 任 L。
“ 一 : , 。 无 一

卜 a 任 ) 了
,

存 在 K l ( 。 ) > o
,

使 当 人 》 K 、 臼 ) 时 t二
“ 一 : , 。丁几 -

a 一 i fn a ( e)/ 一 :
.

义因为在 卜
,

, ,

城左

必
。

( 0) 一 必(二
一

{
一

O )

以及

) J
_

匕一 致地工

而司
一

` 仃 。 (几~ 阅 )
.

故对任意
。
> o

,

a 任 ) )〕 [。
`, 一 ,

·

+ 。 , 。 `〕 + a
]

,

其 中

少,人、 了/̀ ,
,

护主意到

一 功( 0)
一 ,

咬 O《 O

必 ( z+ 二 ) = 功( O) t垂
。 。)

故对一切
t 任 〔。 ” 一 :

一

卜。 ,
“ ]

,
一

{J’ 必“ (二
“ 一

卜 t ) 一 护 ( 。
0

一

t )
.

从而最后在区间 「a ” 一 : ,

a] 上一

致地有 砂 ) 砂
。

在长度为 “ 的区问 L逐次亚复以
_

日正明过程
,

定理郎证完
。

最后讨论解的可微分 性
。

现以 C
户

( 口
,

尸
,

) (l
,

乒的 表示口到 刀
”

的连续函数空间
,

且

对口
_

}二的 必为 p 阶有界述续可导
。

定义范数为

1}
`

为}}
, 二二 : u p { 1必

`” , ( t ) ] ; z = 1
,

2… 尸 }

定理 樱
.

2 如果 厂〔 C气月
,

尸
`

)
,

p 梦 1
,

则方程 ( 0
.

1) 通过 ( 。
,

们 的 解 x( 二
,

功
,

j)

( t) 是唯一的
,

且对 x( 二
,

必
,

f) 定义域 内的任意紧集
_

_

!二的 t 关于 (必
,

j) 速续可微
。

证明
:

1 0 山 f 任 C
”
(口

,

尸
”

) ( p 》 1 ) 可知 f 的导函 数在犯土
一

仃界
,

必满足 L 币 s hc it z
条件

。

由定理 2
.

1和定理 2
.

2 可知方程 ( 0
.

1) 通过 ( 。
,

功) ;为解 x 一 双 二
,

功
,

t) 在某一区间上存

在且唯一
。

不妨设使解存在 的最大区 间为 i二 一 r ,
(T 十 。 )

,

并固 定 b < 。
。

由条件 功〔 口

为开集
,

故存在 功的开邻域 U使 对 一 切 砂任 U
、

t任 〔二 一 : , 。 十 b]
,

x( 。 ,

势
,

f ) (t ) 有定

义
。

个 幻, = {
、

(t
,
二 ,

) ! t 任 l二
, 。 一

卜b了}
,

则什浅人然是紧父
。

取 f `J沙的邻域 U
、

厂 以及常数

对
、 a 、

刀如引理 2
.

2
, _

吐选择 a 使 叼 “ 簇尸
,

汀 “
< 1

,

这吧瓦是 f 在 g 上关于 功的
一

导数的
_

}二界
。

若定义算子 T 如同引理 2
.

3
,

则 有
:

( i ) 了
’ :

尸 ( a
,

刀) 、 尸 ( a
,

刀) ;

( 11) 对任意 功
: 、

功
2任刀 ( a

,

刀)
,

有

(̀ T 功
1 , (̀ , 一 (了

’

功2 , (̀ , ,戒

{
。

{ / (
“ , T ·

(
`于 ,

必
: ,

/ ) )
一 f (

“ , “ , ·

( “
,

功
: ,

f ) ) } d
s

、

!:
;j
。 卜`必1 ( ` , 一 必之` t , , J ·

( 尤 “
·

}动
,

( t ) 一 必
: ( t ) }

二二

只
·

{必
」 ( t ) 一 必

: ( t ) }

其 中 义二尤 a < l
。

从而 T 是压缩的
,

且压缩常数七 (
_

`丁 ,

功
,

f) 〔 厂 x
U 无关

。

也即是说
,

了是 尸 (
1

二 ,

刀) 上的一致压缩
。

若个

。: ( 〔T + t ) 二 功 ( 。
一

卜 t ) + 刀 ( t ) t 任 I
a

则 y 郎成为算子 T 的不动点
。

2 0 记
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T ( a
,

功
,

f ) ( t ) j ( s
, x 二

( a
,

必
,

f ) ) d
s t任 I

。

( 。 )

易知算子 T ( 。
,

功
,

f) 对 功
、

f 是速续可微的
。

于是由定理 1
.

2 可知 乡二 试。 ,

功
,

f) 在 口 上

对 功速续可微
,

从而当 t C 〔。
, 。 + 司 时 x 二 x( 。 ,

必
,

力 ( )t 在口上对 功也速续可微
。

同理

可知 x( 。 ,

功
,

f) ( )t 关于 f 是速续可微的
。

在长度为 a 的区间上逐次使用上述证明方法
,

我们就把结论延拓到整个区间 工a
一 r , 。 + b] 上

。

要强调指出的是
,

在定理 4
.

2 的假设条件下
,

x( 。 ,

必
,

)/ ( )t 关于 。 一般并不可微
。

J
.

K
.

H al e ( 1 9 7 3) 曹给出过一个反例
,

我们在此不再赘述 了
。

参 考 文 献

[ l ] H a l e J
.

K
.
,

T h e o r y o f F u n e t i o n a l D i f f e r e n t i a l E q u a t i o n s ,

S p r i n g e r -

V e r l a g
,

N e w Y o r k
,

日e i d e lb e r g B e r l i n
,

t 9 7 7
.

〔2 ] D r i v e r R
.

D
. ,

O r d i n a r y a n d D e l a y D i f f e r e n t i a l E q u a t i o o s ,

S p r i n g e r -

V e r l a g
,

N e w y o r k
,

H e i d e l b e r g B e r l三n
,

2 9 7 7
.

[ 3 ] N e l s o n l ) u n f o r d a n d J a e o b T
.

S e h w a r t z L 宜n e a r O p e r a t o r s P a r t 了
:

G e n e r a l 丁h e o r y ,

I n t e r s e i e n e e P u b l i s h e r s I N C
, ,

N e w Y o r k
, 1 9 5 5

.

[ 4 1 Y o r k e J
.

A
. ,

N o n e o n t i n u a b l e S o l u t i o n s o f D i f f e r e o t i a l D e l a y

E q u a t i o n s ,

P r o e
.

A m e r
.

M
a t h

.

S o e
.

2 2 ( 29 6 9 )
,

6 4 8一 6 5 2
.

〔5〕 R o s e a n
M

. ,

E q u a t i o n s D i f f e r e n t i e l l s (中译本
,

上海科技出版社
,

1 9 8 1 )
.

〔6 ] 夏道行等
,

实变函数与泛函分析 (下册 )
,

人民教育出版社
, 1 9 7 9

.

T h e G e n e r a l T h e o 叮 o f F u
cn t i o n a l

D i f f e r e n t ia l E q u a t io n s

W i th D e la y s
.

Q i u Z h a o 一 t a i

A b 吕t饥。 t

T h i s p a p e r , 一

w h i e h 15 b a s e d o n t h e S e h a u d e r f i x e d一 p o i n t t h e o r e m
,

d i s e u s s e s t h e g e n e r a l t h e o r y o f f u n e t i o n a l d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s w i t h d e l a y s ,

i t i n e l u d e s t h e e x i s t e n e e , u n iq u e n e s s , e o n t i n u o u s
’

d e P e 红d e n e e a n d e o n t i n u a t i o n

o f s o l u t i o n s , a t t h e s a m e t i m e i t s u p P l e m e n t s a n d g e n e r a l i z e s s o m e t h
e o r e m

求n t h e
1

P a P e r 〔l ]
.


