
以 e AT 为基础的数字仿真方法

黄 柯 棣

提 要 本文所叙述的以 洲
工 为荃砂 的数宇仿真方法

,

是将被仿真 系统中

的各个连续线性定常部分看作子 系统
,

利用计算机先求出每个子 系统的离散状

态方程
,

然后根据各子系统的相互联接
、

其间的非线性或变系数特性
,

再进行

数字仿真
。
这种仿真方法计算速度 快

、

精度 高
、

有较强 的适应性
。

文章中着重介绍了用解析法求解子系统离散状态方程的 系数阵
。

解析法的

优 点是
:

对线性定常系统而 言
,

仿真前的计算童及仿真精度与仿真步距 T 的选

取无关
,

其缺点是程序较繁
。

前 古仁J

速续系统的数字仿其可采用先将速续系统离散化的方法
,

常用方法之一是在组成自

动控制系统的每一个典型环节之间都加一个虚拟的采样器及保持器
,

并事先求出各个典

型环节的离散状态方程的系数阵中 ( T )
、

少戚 T )
,

然后将各 典型环节的类型
、

参数
、

初

始条件以及各环节间的速接表输入给计算机
,

计算机就可以求出在输入信号作用下各环

节输出变化的情况
。

这种作法的优点是
:

l) 程序简单 ; 2) 扩展到非线性系统的模拟方

便
。

主要缺点是
:
引入的虚拟采样保持器过多

。

而每引入一个采样保持器
,

相当在控制

迥路中引入一个附加的环节
,

因而造成计算结果的误差
,

弓{入的采样保持器越多
,

带来

的误差越严重
,

要减小此误差
,

必须缩小步距
,

从而使 占用的机时增加
。

本文所采用的数字仿其方法仍是
“

违续系统离散相似法
” ,

但尽量减少虚拟采样保

持器的引入
,

所以是以系统的某一线性定常部分作为一个基本单元
,

用程序求出这样单

元的离散状态方程的系数阵少 ( T )
、

少戚 T )
,

然后采用与前述类似的方法对系统进行仿

其
。

这个方法主要缺点是程序复杂
。

优点是
:

l) 对线性定常系统仿真
,

如 果 系统输入

是一个解析函数
,

则无原理误差
,

仅有舍入误差 ; 2) 可以快速地计算系统的动态响应 ;

3) 应用面广
,

可以用于对变参数
、

非线性系统及 多变量系统的仿其
。

本文重点叙述对于任意给定线性定常系统如何求出由 ( T )
、

少戚 T )
,

其他问题因有

关资料巳有详细论述
,

则从略
。

本文 1 0 8 昌年 6 月 8 日收到
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建立在状态转移基础上的数字仿真

在控制系统的数字仿其中
,

经常采用状态转移的方法
,

即
:

以状态方程

X 二通万 + 习“ X ( t 。 ) = X
o ( 1 )

所描述的速续系统离散化后所得的结果
,

实际上是以 K 步计算所得的结果X ( K T ) 为初

始状态
,

在给定的控制 “ (t ) 的作用下
,

在步长 T 内转移 到 X (( K 十 1) T ) 状 态
。

下面

进一步说明之
。

状态方程 ( l) 的解为

x ( , )一“ `一 `。 ,
x ( ,。 ) +

!:
。 · “ ,

一u)B `· , d ·

( 2 )

、 .产
、

,
尹

丹J左
`气了

、了.、

对于 K 及 (K + )] 两个依次相邻的采样时封
,

x (尤 T ) = e 刁( K ,
`

一 `
夕 x ( t 。 ) +

分别有

{
万 , 。 月 (` , 一

J 廿 0
毋“ ( )r d 二

x ( ( K + 1 ) T ) 一“ “ ` ” ’ 一“ X ( ,。 ) +

{
以 e淞 左乘 ( 3) 式

,

然后从 ( 4) 式减去此式
,

得

(K + 1冲

t 0

e 刁( ( K + l姆一
r
)B u ( r ) d :

二 ( ( 、 + l ) : )

一
`

x ( K T ) +

!
( g + 1) 1

`

e , ( (` + , ) ,一
`

)B “ ( : ) d `

凡 T
( 5 )

将 ( 5) 式右边积分进行变量代换
,

郎令
二 = K T 十 t ,

则得

俘
_

_

X ( ( K + 1 ) T ) = e 刀 ,

X ( K T ) + l
e 月` z

’

一 ’

毋 u ( K T + t ) d t

J 0

( 6 )

若试 )t 已知
,

(6 ) 式为 ( 1) 式所示系统离散化后由K 步向 ( K 十 1) 步转移的表达式
。

在

实际数仿真中
,

此局部系统的输入是彼局部系统的输出
,

则 u( )t 成为未知
,

此时可以近

似地认为相邻两采样时刻之间控制信号为常数
,

即令

“ ( K T 十 )t = “ ( K T ) K T ( t < ( K + 1) T

则 ( 6) 式变为

X “ K + ` , T ,

一
X ` K T , + 【(}:一

d ,

冲孙
(、 T )

( 7 )

巾 ( T )二 e 月 T

。 ,

( T ) 一

({;一
, d ,

)
B

则有

X ( ( K + 1 ) T ) = 中 ( T )X ( K T ) + 中 . ( T )“ ( K T ) ( 8 )

这就是相应速续系统 ( 1) 的离散状态方程
。

下面叙述 ( 1) 式所示系统的必 ( T )及必戚 T )

的求法
。
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_

以
。

右 为 蚕 础 的 数 字 仿 其 方 法
r

_
.

丝二

荟2 巾 (丁 )
、

少
二

(丁 ) 的 求 法

马卜卫 转移矩阵及其求法

1) 转移矩阵的定义

齐次状态方程式

d ,
, . 、

一二不尸人 气t )
a 【

= A ( * ) X ( t )

这里X 为
,
推矢量

,

A为
n x n

矩阵
,

分别以初始条件为

{
,

一}
0
`10

.--

0了.......口气

一一e一一X

`

lr
夕

` .一ùU
.....-

O
ù声...̀......哥.、

一一e一一X

求得的解矢量为

必 ; ( t
, t。 )

,

毋2 ( t
,
t 。 )

, … ,

必
。

( t
, t。 )

把这些解矢量排起来作一个
。 x n

矩阵

巾 ( r
,

t 。 ) = [叭 ( t
, t 。 )

,
必 2 ( t

,

t 。 )
, … ,

必
.

( t
, t 。 ) ] ( 9 )

称为转移矩阵
,

当 t 。二 0 时
,

转移矩阵可记作 巾 ( )t
,

同时
,

当 A ( )t = A (常数矩阵 )

时
,
巾 ( t ) = e “ ,

.

2) 转移矩阵的求法

线性时变系统转移矩阵的求得是困难的
,

但对于定常系统可以计算其转移矩阵
。

下

面简单介绍由 (t ) = e刀 的计算方法
。

产
`
的算法可分两类

:

一类是以

e 月 `二 I + A t + A
Zt Z

2!
+ … 十

通
`
tI’

K !
十 …

为基础的各种数值计算方法
。

另一类是解析的计算方法
,

其中有

(一 ) 拉氏变换法

小 ( t ) 二 e 刁 ` = L
一 , 〔( 5 1 一 A )一 1

]

其中 L
一且【

·

] 表示拉氏逆变换
。

(二 ) S y l v e s t e r
补插值多项式法

设矩阵A有不重的特征值 泥1 ,

泥: , … ,

心
,

f( A ) 为 ( 。 一 l) 次的矩阵多项式
,

能表示成下式

( 1 0 )

则 f( A )

f( A ) = 习
官=

, , , 、
( A 一 凡 I ) ( A 一

凡)I … … ( A 一 击
~ ;

I ) ( A 一 击
+ ,

I ) … … ( A 一 几J )
J 、 I ` 奋 , 一 一

~

一一万币厂一一 亏一亏万污一一一了不下一一一于
.

不一一
- j es一一下了了一一 万一

-

一 下于一
.

一一丁万一一一万
一
凡

—、八 ` 一 啊 少气几宜一 八 2少… ”
’

气几` 一 几`一 l 八几 ` 一 几 `+ 1 产
. ’

二
’ .

、 几 ` 一 几 . ,

( 1 1 )

这个式子哄做 S y lve
, t er 补择值多项式

,

利用它可以直接求出转移矩阵
。

为了计算程序有更广泛的应用范围
,

我们采用后面叙述的第三种方法
,

对此作重点
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止垫一
.

一一一一
~

一

通一竺 二j 生一兰一
-

主
一

~

竺一兰一兰一一

_ _
_ _

_

介绍
。

(三 ) 化矩阵为约旦 (或对角) 矩阵法

a) 化 A 为对角矩阵
设 A 为

。 x 。
实数矩阵

,

凡
,

之: ,

… ,

几
。

是其各不相同的特征值
,
汉为 A 的特征值构成

的
n x n

对角线矩阵
,

自口

凡1

{{{{…{
:…人

o札:…0
一

{ {
0
·.。,。.

八”

则矩阵A 和矩阵 刁相似
,

郎存在一个非奇异
n x n

矩阵 P
,

使得

汉二 P 一 ,
.

A P 或 A = 尸汉尸~ 1

b ) 化 A 阵为约旦标准型

设
。 x 。

椎实数矩阵 A 的特征值为 只
`
(l’ 二 1

, 2
,

… ,

)I
,

每个特征值重 数 为
“ ` ,

这里

全
。 `一 。 ,

则存在一个矩阵尸
,

将 A 变换为约旦型

J
i o

J
2

0

( 12 )J一一

、万̀1.....,/00
···

三禹

人U
... .。。

n
ù

产..̀.,.....诬、

一一PA一P

其对角块是
u ` X u `

阵
,

形式如下
:

0

( f = 1
,

2 , … ,

l ) ( 13 )...iA

0入…0灰。…o
ù了..r̀.....11.

`

,

l

…
11.怪..不、

一一J

翻` 一 打`

当 u ` = 1 ,

例如

J `
变为纯量 几` (也可以看作 1 X l 的矩阵)

。

如果一个 4 x 4 的矩阵有特征值 2 ,

2
,

2 和 3
,

它的约旦型将可能是

才 2 2 1 0 { O 2 0 0
「

0

0 2 0 0 0 2 0
1

0

l,1./0
ù二3勺自ù00 0 2 1 0

0 0 0 3



_ _
一 以 产

T为 墓 邓 的 数 字 仿 具 方 法 一
一旦皇一

当A 有重特征值时
,

此重特征值对应的约旦块到底为上例的何种形式呢 ? 我们按如下方

法利断
:

如 A 有特征值 义` 且 J = 尸卜 IA P
,

则

J 一
I 几

` = P 一 , ( A 一 I又` ) P

证 :

因为 J = 尸一 ,
A P

所以 J 一 瓜 I == P ~ I
A P 一 几` I

= P 一 I
A P 一 击P 一 I P

二尸 - l( A 一 浇` )I P

又因为相似矩阵的秩相等
,

如 穴`
为 A 的重特征值

,

相应的 ( J 一 爪)I 的秩依 J ` 的形式

而定
,

从上例可见这是显然的
。

设 n x n
实系数阵 A有特征值 几` ,

其重数为
u 、 , .

且求得 ar n k ( A 一 几`
I ) = n 一 a ` ,

从

( 1 3 ) 式可知

a ` 二 “ ` 一 n ` + 1

可见如果已求得A 的 l 个特征值
,

_

且对于重根 几` 而言求出 a ` ,

则 可 方便地作出对

应于 A 的约旦标准型
。

从上面的分析也可以知道
,

对角标准型只是约
一

旦标准型的一个特

例
。

c ) 已作出 J 阵
,

就可以求得 e,
`

的解析表达式
。

又因为当

J 二 P一 `
A P 或 A = 尸了 P一 `

时
,

则

乃
I `

产
1 =

eP
p 一 l
朋

*

犷
x

一 p L̀ 十
严

`
A tP `

爵
`p 一 `

A p ,’ 尸+ … … , p
一 `

一

--PP
! `

严
!
A

--PP
” 十

会(P严
’
A p ,

--zP
lt Z十 … …

二 I 十 A t+ 上 A丫十 … …

2 1

= e通 ,

这样就可以求得
e 价 的解析表达式

。

马卜 , 必 ( T )
、

必 , ( T ) 的计算方法

对于式 ( 1) 所给定的系统
,

令

X == 矛怡
,

则 X = P z

将 ( 1) 式变换为

云= J : +
介

,

加
, : ( t o ) = 户

一 I
X ( t o )

其中 J 二尸卜二A P

( 15 )式离散化以后的解为

( 1 4 )

( 1 5 )
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z ( (K + ; ) T )

一
’

z (K T ) +

【! :
。 ` (

一
,

严
!
B d `

〕
u `K T ,

一
; ( K T ) +

11:
一 `?

,

一d ,

〕产
1

“ ` K T ) ( 1 6 )

将 ( 16 )式变换为以 X 为状态变量的表达式

X ( ( K + ` ) T )一 eP
J · p 一 X ( K T ) +

{
p
l!:一

d `

}
p 一

}
B 。 ( K T , “ , ,

根据 ( 14) 式有

尸仑 J Z
’

P 一 ` 二 e群 二必 ( T )

同理有

,
l{:一

d ,

]
p 一 B 一

!!:
’

一
` ) d `

}
B 一 中

。 `丁 ,

所以求巾 ( T ) 及 巾
,

( T )的计算步骤是
:

11)

求 A 的特征值
,

而后作出相应于 A 的 J :

求 出 · ` ,

及
!;一

“ · 的解析表达式 ,

111) 合 t = T
,

下面分别叙之
。

求 出
· ` ·

及
{:

’

· ` (笠
’

一 )“ ,数。 矩阵
,

经勺似变换求得 , `丁 ,及 ,
。 `了 ,

·

l) 求 A的特征值

求 A的特征值方法很多
,

在这里我们是采用了双步 Q R 法
。

这 是 目前较有效的方

法
。

此法的基本理论及编程步骤见参考文献 11] 有关部分
。

2 ) 。 , ,
·

及 t
,

,

。 , 、 ,一 ` )、 ,的求法

J 0

n x n
实数矩阵 A 的特征值有四种可能的形式

:

i) 是单实根 ;

ii ) 是重实根 ;

11 1) 是单的共辆复根对 ;

扮 ) 是重的共扼复根对
。

求
· ` 1

’

及
{:

’

一
’

一 d ,要考虑至。根的不 !司形式
。

对应单、 根一
`

及
{;

’

一
) d ,阵的对应元

素的求得很简单
,

这里不介绍 ; 单共扼复根对的情况后面专门讲述 ; 本程序暂未考虑重

共辆复根对的情况
,

诸元素的求法
。

所以亦不介绍 ; 下面着重介绍重实根对应的一 及
{:
一 (

一
“ ,阵的

例如给定方程为
:

Y 二人 Y Y ( 0) = Y 。 ( 1 8 )

其中



以
。 滩T

为 羞 础 的 数 字 仿 其 方 法 6 1

、 . 1.

e s
..了00 1瓜0 1振ol叔00板000了̀......、

一一KJ

先求转移函数
。
气

` ,

解方程 ( 18 ) 得

丝
。几尤 t

Y

2 ! 刃

r e 又̀ t

e A天 f

0

帐帐00
ee

产000
.

几

e

产..f.

!lse
...、

一一

转移函数以 T K 表 示
,

则

厂T ll

T K

T l Z T 一 3

T
2 2

T
Z s

0 T
3 s

0 O

r e 人̀ 才

e 几托 t

丝
。 几犬 `

2!

t e 人二 t

e 人二 t

0

t 3
_

几衬 t

酥
公 一

丝
e 几二 `

2!

r e 又、 t

e 人x `

K
久e000叮声..............

== e J K t

从上式可以看出如下一般规律
:

i) 。

份阵为上三角的 低
、 。 尺

阵
,

其中
。 二
为 ,二 的重数或如式 (1 3) 所示

,

上例中

n 尤 = 4 0

11) T
K ( 1

,

j ) = T K ( 1 + l
,

j + I ) =
t ( i 一 i )

( j 一 1) 里

几 ,

君 几

其中 j = 1
, 2 , … ,

nK

l == 1 ,
2

, … ,

( n 式 一 j )

当取 t = T 时
,

则得少以 T ) = T以 T )
.

由于 了 K
阵每个元素的计算有上述规律

,

这为程

序编排提供了极大的方便
。

再求
!:e,’

r 一 ` ’ dt
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TO产.... rJ

由于 。 ` t
阵已求出

, _

人 (T
一 r )

_ , ` 、 。 、 、 茶 、 。 ,二二二。 。 二 、 、 。
` “ ` 】咨十 目 , 月 户

一

l
一

/ 肠六之 T IJ 夕刀 l
’

l曰 11护、夕 J
.

J共
,

决、 刁、 一
、
T

粤l
”
( : 一 , )

·。 ` K` T 一 ` ’ 、 ,一 工 !
” u · e ` K’ ` 、 7̀

刀 : J u 刀 ! J O

( 19 )

对 ( 19 ) 式逐步进行分部积分
,

以 口K
阵表示式

f
r J 。 ( T 一 t 》

_

_
.

}
。 e 一 `

’ 一 ’ `

dt 阵
,

则吼 阵各元素有如下规律
:

i) Q人 阵 亦为上三 角阵
,

并有

嗽 ( l
,

j ) = Q
K ( l + l

,

j + 巧

其中 j 二 1
,

2
,

…
, n K

l二 1
,

2
,

…
,

( n 尺 一 j )

ii ) 第一行元素的计算通式为

Q ( 1
,

j ) =
T

、

j一卜 。

( j 一 1 一 f ) !

·

表
+ `一 ` , ’

表一

刊习列
T一

K一K

`

一五
.

元
e一

这样 Q K
阵求得的程序也是简单的

。

若式 ( 13 ) 中
u ` 一 。 `今 。 ,

该式右端矩阵的左上角块所对应的转移函数与单实根的情

况求法相同
。

求出
一

实数矩阵` 各特征值所 对应的
e J K丁 及

!;
’

· ` · `丁 一 ` ’ “ t阵各元素
,

通过程

序组成此两阵是轻而易举的
,

下面举一个例子说明
。

例 卫
.

设 ( l) 式所描述的系统
,

其系数矩阵为

、 .

!1
.ó

se
..

es
.12ù

O八曰n“0
月.1八O0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

3 一 6 0

ù.八曰八曰八曰nOC000002

一

了...............

一一A

d e t (之I 一 A )二兄6 一 3凡5 + 6兄3 一 3注2 一 3元+ 2

= (几一 1 ) 3 (又一 2 ) (久+ 1) 2

因此 A 的特征值可列举如下

凡 = 1
,

重复次数为 3 ,

良口 , 1 二 3

兄2 = 2 ,

重复次数为 1
,

官日 n : = z

兄3 = 一 1
,

重复次数为 2 ,

郎
n 3 = 2

A 的 6 x 6 约旦标准型矩阵由下式给出



以 尹
`

为 基 础 的 数 字 仿 其 方 法
_ _ _

_
_

_

_ 6 3

J

0 0 }0

这个 6 x 6 的 J矩阵由 J
: 、

几
、

J3
三个约旦块沿对角线排列组成

。

其中
:

o 、 (
一 1 1 、

1 1
,

J Z = [幻
,

J
3 = l }

I
J 、 。 一 1 ,

1工八UùU
矛

!
...、

一一
口且J

可见
、J leeeeee刀/

eT e 义

e义
’

0

T 2

2!

T e T

e ,
’

梦00叮

…
e

e J
I
T =

e j z
T

e j a T
一

{
--e

T

气 0

T e 一 ,

e 一 ,〕
所以

T e T
0 } 0 0

e r

甲 2
_

}
J ~ ! :

可
匕

}
T e 全

!

{ o :

{月{于
_ _ _

` 0 0

e 一 T T e 一 T

尹ùo一。

。 。

{
。

O e 一 T

{:一
` 一 ` ’ d ` -

, ,

~
_ 、 ,

/ T Z , 二 、
e 二 一 l e `

Ll 一 1 ) 召`

I一言
州

一 1 + I J一 l

、 乙 l

0 e T 一 1

0 0

e T ( T 一 1 )

e ,
’

一 1

合
`· ”

’

一 ` ’

一 e 一 T 十 l 一 e

+ 1

一
z’( T + 1)

0 一 e 一 r + l
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: 取定。
,

… 与
{:一

“ ,为两个数值矩阵
,

它有1经过 、目似变换可得 e一
’

及
};

’

一
d t 两 阵

。

3 ) 求相似变换矩阵 P

确定 P 的方法不是唯一的
,

我们仅介绍两种方法
。

方法一是当系统的系数矩阵是可

控标准型时
,

可以找到 P 的显式方程
。

方法二是求 A所有特征值对应的特征向量 (或广

义特征向量 ) 来组成 P 阵
。

先介绍方法之一
,

下面叙述有关的结论
。

一
、

A 为 n x n 可控标准型矩阵
,

郎

一

…
_ 0 1

( 2 0 )
:…

0 0

Q O 一 Q l 一 Q Z 一 Q 月一 1

其中
a `

【f = o
, 1

,

2 , …
,

( n 一 1 )] 为 A 的特征多项式系数
。

A 的特征值 元1 ,

义: , …
,

几
,

互不相

同
,

欢为相应于 A的对角线矩阵
,

则实现相似变换的矩阵 P 就是所谓的范达蒙矩阵
,

如

下式所示

1凡鱿

…
口 . 心

之:
一 1

.

泥一

1凡从
:
··

:
心

.2

…
.、、

一一尸

二
、

设 A 为 ( 2 0) 式所示的可控标准型矩阵
,

并设 A 只具有重复次数为
n 的一个特

征值 只 ( 只须是实数 )
,

郎

d e t ( 5
1 一 A ) = ( s 一 兄)

”

则

久 1 0

…{{:{{
:…

了.̀............、

一一J

并且夹现相似变换的矩阵 P 如下式所示



具以 e川
’

为 墓 础 的 数 字 仿 』
方 法 6 5

P

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

1 0 0 0 0

3元 1 0 0 0

6几2 4久 1 0 0

1 0几3 10几2 5几 1 0

1 5之4 2 0几3 1 5久2 6兄 1

2 1之5 3 5护 3 5兄3 2 1兄2 7只

2c}脐必必护价
:

··

:·

护护护矛护刀:
··

:

产

细心观察上式可得下列结果
:

P 的第 i行是将下列二项式展开而构成的

(之+ 1 )`一 ,
[f = l , 2 , … ,

( 。 一 z )
, n

]

三
、

设 A 是一个
n X n

实数可按标准型矩阵
,

令其特征值为 板
,

k = 1
,

2
,

… …
,

l
,

它

们的重复次数 是
。 l , u Z ,

… …
, u , ,

用 J 表示相应于 A 的约旦的标准型矩阵
,

则实现相似

变换的
n x n

非奇异矩阵 P 给出如下

尸 = [P
; 三P : 三… … 三P

,〕

式 中每个子矩阵尸
犬 ,

k = 1
,

2 , … … ,

l
,

是一个
n x u K

矩阵
, u K是特征值 板 的重复次数

。

1 0 0 0 0

,. . 自

…00O0

K

1以
:…
。

1
从哄
:

…KZ丫3陌

j

滩
.

滩
.

凡0自八O搜
孟.。

…

…
八

几
. K一

冷

瓜磅够够
:…

:…

扮
`

例 幼 例 1 中实现相似变换

J = 尸~ I
A P 的 6 x 6 矩阵尸 是

( 2 1 )

124816001
孟OU6

2
O口创

.

,上

八”,上3245
11月11.上1上,工,l了̀..............

一一P

~ 可一
产

只
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由于可控标准型 A 与相应的约旦标准型 J 之间的相似变换关系有显式方程 ( 21 ),

所以如果 ( l) 式所示的系统的系数矩阵 A为可控标准型
,

则求尸的程序很简单 ; 而实际

系统中 A 往往不是可控标准型
,

但只要系统是可控的
,

经相似变换把系统的系数矩阵变

换为可控标准型 A
`

A l = V
一 ` A V ( 2 2 )

`

其中 V 为把 A 变换为可按标准型 A
, 的变换矩阵

。

这样
,

当我。:求得一 及
!:一

’

一 )“ ,阵后
,

如果 、 是可 、 标准型
,

贝”先`“用变换

式 `2 1 ) 求得 二 ’ 望
’

及
!;

’

· “ ( 1
’

一 d , 阵
,

再 以式 ( 2 1 ,
`

中 的 V 为相似变换 阵 将二
’ 1

’

及

{:
’

e· ’ ( 1
’

一 d , 阵变换为
e 通·
及
{:

e , `

一
d , 阵

。

方法二

依 据
n 阶 A阵全部特征值求出

n
个各相独立的特征向量 (或广义特征向量 ) 组成变

换阵 P
.

在程序编排中必须考虑到特征值的不同形式
,

对于共扼复根
,

后面专述
,

这里

不涉及
,

这里只对实根
,

特别是实重根进行讨论
。

一
、

设 元` 为 A 的单实特征值
,

以特征矩阵以
`
I 一 A )为系数矩阵作线性齐次方程组

以 ;
I 一 A ) P ` = 0 ,

仓日

P ( 1
, i )

( 2 3 )

、11百/ ;..esln八口:…n
ù

了..... ......̀...

一一

O自:
。

:尸、
、户

A一I

P (”
, f )

由于 d et (兄`
I 一 A ) , o ,

所以方程 ( 2 3) 有非零解
,

我们把方程组 ( 2 3) 的解所 构 成的解

向量
,

称为矩阵 A 的属于特征值 只` 的特征向量
。

解方程 ( 2 3) 就可以得到对应 只`的特征

向量 尸
` .

二
、

久`
为

n
推实矩阵A 的实特征值

,

其重数为
。 ` ,

久
`

所对应的约 旦 块 J
、

为何种形

式
,

依
r
an k (人I

一 A ) 而确定
。

下面讨论由广义特征向 量 构 成 的 尸犷
x ’ “ 阵 的求 法

。

由于

产U 二 A P

止:.’.x
( 2 4 )…

尹0
.

……
。.

J

....。.

0
ù

JO
···

……o/̀eeleeeeeel、
、

一一

则



- -

一
-

一
{{{{…{{{{

o人Jo产.

!
【P ;

} P :
...i }P ” A上P

l } P :
...E , P ,

]

、...........̀..,

、 、 、 、 、 、 、

,.,.

0 0
·

~
· ·

一 J
l

〔P IJ
, ` P Z J : :… : P 江

,」= 〔A P , ; A P :
...E : A P ,

]

( 2 5 )

( 2 6 )

所以有

尸尺 J 人 = A P 尺 ( k = 1
,

2 , …
,

l ) ( 2 6 )
`

山于 J
`为 只`重复次数为

“ ;
所对应的约旦块

,

与之对应的 P 犷
“ “ `

阵 如 何求得呢 ? 考虑

到 ( 2 6)
`

式
,

有

[P
` , ;

}P
` , : :… :

P ` , 二 ;

] J
` = A [P

` , , P
` , : 卜

·

; P ` , 二 `
] ( 2 8 )

注意 J
,

如 ( 1 3) 式所示
,

将 J `
代入 ( 2 8) 式并比较方程式两边

,

我们可以得到方程组

(又` I 一 A ) P ` , ; = o

(义` I 一 A )尸 ` , : = 0

(久。
I 一 A ) P ` , a ` --l = o

(之`I 一 A )
·

p ` , a ` = o

(几`
I 一 A ) p ` , 。 ` 十 , = 一 p ` , a `

(几。
I 一 A ) p ` , 。 ` = 一 p ` , 。 ` 一 l

( 2 9 )

上式中 a ` = n 一 r a n k以
`
I
一

A ) = u ` 一 n ` + 1
.

从齐次方程组解的理论可知
:

具有
n
个未知量的线性齐次方程组的系数矩阵 (之`

I
-

A ) 的秩为 R ( = r a o k (几`
I 一 A ) ;) 则此齐次线性方程组有基础解系存在

,

在基础解系中

所合的解向量共有 a ` ( = n 一 R ) 个
。

所以式 ( 2 9) 中
,

P ` ,

(j j = 1
, 2 , … , a ` )向量是 A阵属

于特征值 只` 的 特征向量系
,

把它选为方程

以 、
I 一 A )若

` = 0 ( 3 0 )

的基础解系
,

共有 价 个向量
。

其余的尸
` , 。 : + : ,

p ` , 。 ` + : , … ,

p ` , , ,
向量

,

由于 p ` , a `已

确定
,

可由式 ( 2 9) 后面的 ( “ `一 a ` ) 个线性非齐次方程组成的方程组来确定
。

因为 P 是

存在的
,

上述方程组一定有解
,

从而求得 A 阵的
“ `
次 重特征值 几`

所对应的
u `

个广义特

征向量
。

以上是求 只`
所对应的变换阵 P `

各列向量的一般方法
。

这 在理论上是完全正确的
,

但在实际计算上
,

计算量可能很大
。

这是因为当用方程式 ( 3 0) 求出其基础 解 系 P ` 1 ,

只
2 , … ,

只
。 `以后

,

必须用递推公式

(月 一 之` I ) P ` j = P ` j _ : ( 3 1 )

a ; 十 1 ( j ( u `

逐个地求出 凡
`

所对应的各高级根向量 P
` ,

.

因而必须步步考虑非齐次方程 ( 3 1) 有解的

充要条件
。

这就大大增加了计算量 (详见蒋尔雄等编
“
线性代数

” ,

P P
.

3 87 一 39 3)
。
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本文采用倒推的算法
,

使计算量减小很多
。

此算法是以下面的命题为依据的
。

命题 设 f 是 N 推线性空间V中的线性变换
,

其秩为
: (了) = r ,

零度为 n( f ) = N 一
二 n

.

对 V 杏任 V
,

如果有 几蕊 : + 1
,

使得 了
`一 ` (泞) 沪 。 ,

而 了
“ (若) = o

,

则向量 爹
,

了(若)
,

尹 (翻
,

…
,

了卜
, (豹 线性无关

。

并与核空间 N (了)中 的任何向量
,

v 粉〔 N ( f )
,

线性

无关
。

当 左一 : + 1 时
,

奎
,

f (睿)
,

了
2 (奎)

,

…
,

了
r 一 ,

(若)
,

构成 万 ( f )的一组基 ; 与 N (了)

的一组基 , l , , : , … , ,
, ,

一起构成 V 的 一 组丛
。

证 设有 c0 雪+ cl f (爹) + 处了
“ (若) + … 十 心 _ ,

了
k一 ’ (若)二 O

,

用 f
k一 ,
作用于等式两端

,

则有
e o
f
为一 , (若) = 0

因为 了
k一 l (若)子 。

所以 c0 = O

用 f
k一“
作用于等式两端

,

则有
c l
f

k一 , (若) = 0

故 c1 一 0

依此类推
,

有 之 = 0, ~
·

,

ck 一 : = 。

郎 c o “ c l = c Z =
·

一
c卜 1= o

说明 若
,

了(若)
,

f
“ (若)

,

…
,

了
为一 ` (若) 线性无关

。

又因

f
k (疗) = o

,

自口 f ( f
h一 , (好) ) = o

f
为一` (爹) 任 N ( f )

当 k 二 r + z 时
,

f
,

(若) 子 0
,

从而 f
, 一 i (套) 〔 R ( f )

,

所以
,

若
,

f (爹)
, … ,

f
,一 ` (安) 〔 R

(了)
,

正好是
r
个线性无关的向量

。

因为

d im R (了) = ; (了 ) = :

所 以 爹
,

了(爹)
,

f
Z (聋)

, …
,

f
r 一 ’ (萝) 构成 R (了) 的一组基

。

设 , 1 ,

刁: , …
,

,
。

〔 N ( f )是 f 的核空间的一 组 基
。

假 定 了
` (妇 O簇 l毛 k 一 2 ,

与

马 1簇 j ( n
线性相关

,

则必有

了
` (若) =

cj , 不全为零
。

用 了作用于等式两端
,

魁
c z z叮 , 0 《 l 《 k 一 2

.

f “ ’ (安) = 习
e , ,

f ( , , ) = 0 0毛 l撼 k 一 2

从而推得
:

f
k一 ` (若) = 0

与 了
k一 , (套)护 0 相矛盾

,

所以
,

从
, , : , … , ,

, ,

若
,

了(若)
,

f
Z (若)

, …
,

了
h一 2 (李) 线性无关

。

当 k = : + 1 时
,

上 述 N 个列向量正好构成 V 的一组基
。

证毕
。

根据上述命题
,

把矩阵 ( 及一 几、 I ) 看成线性变换了的矩阵表示
。

考 虑 ( 1 3 ) 式所示

之约旦块 J ` ,

显然有

r a n k ( A 一 元`
I ) = r



_

_
_ _

_ _
_ 以 洲孔为 甚 础 的 数 字 仿 其 方 法 二全

一一

其零度
。 “ A 一

击I ” 二 自

a 、 二 d i m (V ) 一 : = u ` 一 n ` + 1

由 ( 2 9 ) 式知
:

(通 一 , ` z )
”

; 尸
` u `一 。

因为

所以

我们任取方程

d e t ( ( A一 只` I )
’

P `“ `一定存在

) = 0

且 P ` u `尹 0

(通 一 又`了)
n `
若= o

的一个非零解
,

作为 尸
`“ ` ,

再利用递推公式 ( 3` ) 从 j 一 “ ` 开始一直倒推到 j 一 。 ` + `
,

逐次算出
:

p ` “ ` ,

p
` 。 ` 一 x ,

…
,

p `。 ` + 1 ,

p
` a `

由上述命题知
,

这
n `
个列向量是线性独立的

。

并且

p
` a ` 〔 N ( A 一 兄`

I )

p ` 。 ` ,

p
`。 ` 一 1 , … ,

p
` a ` 、 1 〔 R ( A 一 兄,

I )

再考虑齐次方程 ( 3 0)

( A 一 元`
I )荟= 0

因为
r a n

k( A
一 击 I )二 ; ,

所以必有
: 阶子式 !B

r

} 笋 。 ,

于是齐次方程 ( 3 0) 可写成

f
执

)
l 刀2 .

`B
『

`“ 卜
r

’

卜)
一 。

、 77
二 ,

f
刀,

\ f刀
r + ,

、
B

·

(瞥)
` “ 一

(冷
` 2

}
一 O

刀
r

刀
,

)一睽
::)

刀
,

仇叭
·

:叭

(
得解

刀1

叮2

叮
r

叮
, + 1

冲
r + 2

冲
。

一 B
r

C
, -

泞
, + 1

挤
+ 2

/夕.......l.llee..

一一

、、.............//了.....leeselwellse、

一一
、̀
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显然方程 (3) 0的齐次解含有
n一 := a` 个自由常数

。

令 若=只
。 ` (只

口 `已被递推出 )来确定 叭
*, ,

从
+ 2 , … ,

叭
,

进而求出 价 个线性无关

解
:

若
l ,

若
: , …

,

若
。 ` = p ` a `

.

从上述命题可知
,

若
, (1 ( l ( a `

) 与 P
` , ( “ ` 十 1《 j ( u ` ) 是线性无关的

。

命 若
, ~ P ` ,

( z《 z《 a ` )

则 p ` = ( p
` : ,

p `2 , … ,

p ` 。 ` )

郎为所求
。

它满足 A P ` == P ` J `

这里的 J `

即为 ( 13 ) 式所示之约旦块
。

4
.

进免复数运算

为 了推导过程方便
,

设
n
推方阵月 仅有一对共扼复根为

:
之,二 。 , + j 。 、 ,

几2二 二 1 一 j仙

其余为单实根 只` ( `二 3 , … ,

的
。

如 果 把约旦阵作成如下形式

( 3 5 )

由于 只, ,

兄: 是复数
,

实现相似变换 J = 尸一 ,刀尸的变换阵 P 对应 的列 为 复 数
,

e, r
及

}:
`

一
d ,阵的相应元素亦为复数

,

这就弓!入 了复杂的复数运算
·

为 了避免复数运算
,

我们把第 i 对共扼复根对应的约旦块改作为

J
` 一
!

口 ` 。 `

1
L 一 口 ` 仃 ` J

其中 a ;
为共扼复根的实部

,

。 `
为共辆复根的虚部

。

则 ( 3 5) 式可简写为

根据前述

J 一

〔
一

会
一

…
一

二
一

〕
J

! 一

{
一

二: 军{{ ( 36 )

下面叙述 尸
1
的求法

:

令

尸 1 = 〔X ! Y」

根据 ( 36 ) 式及 P I J , = A P ,
关系式得

X[ `

r][
一

戮二:〕
一` X[

`
Y] ( 3 7 )

从上式得
:



一一一一一一一些宜生立遭」口虹丝

~ ~
~

— 一一一生
( 。 11 一 A) X =。 I

I Y

(几 I
一 A) Y二 一 。 I IX

( 3 9)

( 4 0 )

从 ( 3 9) 式得

Y二二 k
~

口 l
L a:

I
一 AX ]( 4 1 )

将 ( 4 1 ) 代入 ( 4 0 ) 式整理得

f( 。
, I 一 A ) 2 + 。 爹I ]X = 0 ( 4 2 )

因 [ (二
, I 一 A ) 2 + 。 荃] = [( A 一 。 ,

I ) 一 j l 。 ,
] [ ( A

一 a ,
I ) + j l 。 ,

J

= ( A 一 I只
1 ) ( A 一

I几
2 )

又因 d e t 〔( A 一 I 几1 ) (A 一 I 几z ) ]二 0

故 d e t [ (二
11 一 刁 ) 2 + 。 圣I卜 0

所 以从 ( 4 2) 式中可以得到X 的非零解
,

利用 ( 4 1) 式可以求得 Y
,

则 P , 已求得
。

例 3

、 ......沪n甘,上,止1

O

~ 3

005

一

产......、

一一A

其特征值为

元, = 1+ j Z
,

几: = 1 一 ]’2 ,

儿 = 1

所以

`口` 一 ` ) 2

一{
-

{
-

( 4 3 )0一一

l
毛拼
沙, .1土,上曰.占1上,工

一一

,曰9é0自29曰2
ó匕ó勺一勺55
ta

解 ( 4 3 ) 式得

:}!
_

}}
一

醛孙
`上ù月尸O

一

lr卜

1311--1一尸

、 ......2
,上05

`1八jIla

1
...I.f、

产.....、112

一一一一XY

/
..且....之.......!
、

叭月
.

月习
1止ó勺内勺

可以验证此结果是正确的
。

仃 i 曰 云

下面简单介绍对应 J `二

一曰 i 口 `]
的 , “ r , 及 ,

用 “ 犷 ,的求法
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必 ` ( t)=e J“

一
_

乙一1

= 几一 ’
[ ( :I 一

J
` )一 ’ J

、护̀了,,
一lwe卫.̀̀.J

1

( : 一 二 `
) 2 + 。 子

S 一 a ` 臼 i

一 `口 1 5 一 仃亡

e 叮 ` t e o s 。 ) ` 1 e J ` t s 至n 。 ` t

一 e 口 ` t s i n 。 `
t e 口 ` t e o s田 ` t

少 ` (了
’

) = 中 ` ( t )

必
。 ` ( T ) =

( 2
,

Q ` ( 1
, 2 )

Q` ( 2
,

2 )

,

叮宜
一ù、 .产、 .尹t1.土, .ù

,l
J

了、 J

Qǎ

Q
`
( 1

,

1 ) 二
e 。 ` T

(
。 0 5。 `

: 、
竺

S ; n 。 ` :
丫

1
}

\ 口 ` / J

, .百.,基
,,

、飞刀Z/̀.、

十,上Q` ( 1
,

2 ) =

J `

。 子十 a 于

口 `

。子十 cr 子
鱼

s i n o i丁一 e o s。 ` T

Q , ( 2
,

2 ) = Q ` ( z
,

z )

Q ` ( 2
,

1 ) = 一 Q ` ( 1 , 2 )

县3 系 统 模 拟

9 3一 1 线性系统的模拟

一
、

在对系统进行模拟时
,

为了使数字模拟的结果与模拟机上进行模拟的结果有对

应关系
,

我们先作出系统的模拟结构图
。

此模拟结构图各运算器的传递系数按间比例尺

取 1 ,

所有变量的幅度比例尺取得相等进行标注
。

将此结构图输入给 计算 机 得出状态

方程
,

而后进行求解
。

例如给定系统为图 1 ( 。 )所示
,

作出按上述规定的模拟结构图
,

如图 1 ( b) 所示
,

积

分器实现典型环节令
的模拟

。

积分器及其他运算器的传递系数。 于典型环节间的接、 矩

阵中 (此时的接速矩阵就是状态方程的系数矩阵 )
。

图 1( b ) 中以积分器输出为状态变量
,

则可写出状态方程
。

令积分器输 出为
x ` ( i =

1
,

2
,

3 )
,

其输入为 F ` ( i = l
,

2
,

3 )
,

则

( 4 4 )

夕FF一一一一一一

·

X
·

X
·

Xr.,,呢.
. ..、

= 一 59X I 一 1
.

2 3 9X 。 + 5 9Y o

= 4 4
.

4 4 1X I 一 O
.

0 9 0 l X :

= 9 8
.

0 2X I + 1 4
.

5X 2 一 0
.

6 6 7X 。

《 45 )

1ō ,]八」厂犷厂了.夕、.气



— 一一一一鱼丝

一
工

一
一一一一一一卫匕

将 (4 5)代入 (4 4 )式并写成向量的形式为
:

戈二 AX +B Y(4 6 )

其中

叭月 IJ以
八 06 9曰6. 10. 0一一

_f尤
`

1「
一 “ 9

大 一

}尤 2

卜 A一

}
` 4

·

4 4 `

k尤 3 )` 8 9
.

2 0

系统输出方程为

一 0
.

0 90 1

l 健
.

5

其中 C = [0 0 1 ]

汽 十

TZ P十 1

一

!: )
(4 7 )

共寻子

K
r

T
: =0

.

0 1 7(秒 )
,

K
; 二 l (伏 /伏 )

,

K
: 二 10 ( 伏 /伏 )

, : 二 0
.

15 ( 秒 )

T Z = 1 1
.

1 ( 秒 )
,

K 丁 = o
.

o Z x ( 伏 /转 /分 )
,

K
3 二 5 0 (伏 /伏 )

,

K
, 二 2 1

.

8 (转 /分 /伏 )
,

T 。 二 1
.

5 ( 秒 )
,

Y 。 = 10 (伏 )

( a )

( b )

图 1

二
、

( 4 6) 式为系统状态方程
,

利用第二节中给出的算法可以求出该系统离散状态方

程的系数矩阵少 ( T )
,

少 , ( T ), 然后根据式 ( 8) 及输出方程 ( 4 7 )可以对系统进行动态模

拟
。

马 3一幼 非线性系统的模拟

设给定系统如图 2所示

IIIIIII IIIIIII ///// 互互互互互

///////////////////////// }}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}

图 2
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图中标有 I
、

I
、

l字样的为物理可实现的线性定常系统
,

其中 I 为系统待定参数

的校正部分
。

其余两个为非线性环节
。

对于一个给定的系统适当地进行分块
,

有利于该数字模拟方法精度与速度的一致
,

分块原则是
:

(一 ) 将待定参数的校正部分独立为一个子系统
,

因系统校正部分的参数往往要通

过模拟来选定
,

每选一组参数
,

要求计算一次该子系统离散化 状 态 方程 的 系 数矩阵

巾 ( T )
、

巾
二

( T )
,

这样作有利于诚小机器的工作量
。

(二 ) 将非线性环节
“

孤立
”

出来
。

对系统进行适当分块以后
,

在每个子系统前加一个虚拟的采样器及保持器
。

子系统

仍然按模拟结构图输入给计算机
,

计算机分别求出各子系统离散 状 态 方 程 的 系 数 阵

巾 ` ( T ) 及 中
, ` ( T )

.

子系统的输出方程也已知
,

如果各子系统问的速接关系知道
,

就能对系统进行模拟

计算
。

下面介绍子系统间的速接关系
。

图 2 中
,

I
、

I
、

I 这三个线性定常子系统
,

其输入用
“ `

表示
,

输出用 夕`
表示

。

其余两个非线性环节
,

输入用人
,

表示
,

输出用介
。

表 示
。

各 子系统之间的速接
,

由速

接矩阵给出
,

在写速接矩阵时不考虑非线性环节的存在
。

现写出图 2所示系统的速接矩

阵
:

u z = 召。 一 刀3

U z 二 从

份 3 = 夕2

将其写成矩阵形式为

U = W Y + 详
。Y 。

其中

一 `
) 「` 、

0

卜 w
o一

}
”

l
0 沪 气O J

nU
峨1ǐ0产......、

一一W

附为速接矩阵
,

表示各子系统之间的速接关系 ; 牙
。
表 示干扰与各子系统之间的速接关

系
。

当考虑到非线性环节时
,

上述速接矩阵不变
,

只是在算出
u : = , :

后
,

应将
u : 看作

是 lj
r ,

然后通过 F I
求出 lj

。 ,

再合
u Z = 人

。

郎可
。

同样 算 出功 后
,

将 夕3
看 作 八

r ,

然

后通过 F Z
求出九

。 ,

再令珑 二九
` ,

用此 珑去求
“ 1 (郎

“ : 二枷 一 ga )
。

求出了每个子系统的少
` ( T )

、

少
二 ` ( T )

,

给出子系统之间的速接关系和每个子系统

的输入或输出端存在非线性环节的特性曲线
,

根据 ( 8) 式和各个子系统的输出方程就可

求出系统在干扰作用下各变量变化的情况
,

实现非线性系统的数字模拟
。



_
竺

-

已 i
_为

_ _

墓
.

础 的 数 字 仿 具 方 法
~

2旦一

结 束 语

本文论述的数字仿具方法
,

在求离散状态方程的 少 ( T )
、

少
。
( 犷 ) 阵所采角的解析

法中
,

有两点要进一步讨论
:

1
.

用双步 Q R 法求任意实数矩阵 A 的特征值时
,

对于重特征值的求得
,

在程序中

待采取措施
。

2
.

在有重复特征值的情况下
,

在程序中为避免复数运算
,

算法 上 有 待进一步研

究
。
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