
以一刀法中数据粗量化输人时输出

误 差 上 限 的 分 析

郭 九 汉 孙 仲 康

提 要 本文从 a一
刀恒增益滤波器的 佑值递推方 程出发

,

拒导 了数据粗

量化输入时
,

该 系统因量化误差引起的特 出估值误 差的上很会式
,

并针对 a 一刀

滤波系统稳定域中三个不 同区域的粗量化误差土很进行 了数值计算
。

计算结果

表明
,

这三个区域 的误差止限数值范围略有不 同
,

但总的来说
,

该 系统在稳态

工作情况下输出粗量化误差的上限在 ( o
.

sq ~ o
.

75 q) 之间
。

显然由这种方法计

算出 的误差上限比实际输 出的粗量化误差要大
,

但对于输入量化误差不能被看

作均匀分布白噪声的粗量化输入的情况
,

这种分析方法可 供误差分析的参考
。

~

习
r

刚 古口

对雷达输出的 目标数据 (距离
、

角度等 ) 进行数字处理前
,

必须将数据 由速续的模

拟量经过采样保持
、

分层量化后转换为离散的二进制数码
。

在量化过程中
,

由于是将速

续模拟量用若干个离散的分层值来逼近
,

这就不可避免地将弓l入量化误差
,

或称之为量

化噪声
。

通常
,

当目标数据分层量化的间隔 (又称量化单位 ) q 很小
,

且采样周期很短时
,

可以把量化误差
。 。

看作为在 (
一

冬
,

冬、区间里均匀分布的白噪声
,

则量化噪声的方差
:

’
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从上可见
,

这相当于在数据的随机误差中附加 了一项随机的量化误差
。。

.

。 。
是方差

为 。若
,

均匀分布的白噪声
。

经过数据处理
,

方差得到进一步压缩
,

这时量 化噪 声对总

随机误差的影响较小
,

而且是可以估算出来的
。

在实际问题中
,

还会碰到另一种情况
:

量化单位 q 很大 (例如要 求 测距精度为 10

米
,

而 q = 40 米 )
,

而且目标运动状态变化很慢
,

采样周期很长 (例 如 从 几 秒到十几
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秒 )
。

在这种情况
一

F
,

不能把量化 i吴差再看作是
一

各点互不相关的自噪声了
。

一些滤波估

值方法的结果是在输人误差为自噪声的情况下导出的
,

对这种粗量化的误差不再适用
。

而由于 叼很大
,

由粗量化所 引起的对滤波系统的影响又不容 忍略
。

怎样分析和估量一个

滤波系统对这种粗量化误差的输出响应呢 ? 这是本文所耍探讨的问题
。

下面讨沦经过粗量化的目标数据加至
a 一
刀恒增益捻波器 输入 端时

,

会息i支器输出的

瞬时误差上限的估算问题
。

一
、

误差上限公式的推导

画出恒增益
a 一刀滤波系统流程图

。

X (
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X (
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图 l a 一

刀滤波系统流程图

尤
,

为雷达所提供的测量数据 (例如距离 )
。

图 1 ( 口 )为输入数据经过量化的滤波系统流程图
。

图中 Q ( X
,

) 为最化器
,

无
,

为已

量化的目标数据
。

A 和 B 为两矩阵
。
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经过量化滤波处理后的第
n
次迭代估值为

:
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由图 1 (a )可得
:

戈,

二 A X 卜: 十 B戈
。

图 1 ( b ) 为在 滤 波 系 统中不加量化器 (郎假设输入 数据 不 经 过量化 )

( 1 )

的情况
,

则有

戈,

二 A X 卜
1 + B X

,

( 2 )

有量化与无量化估值之间的差
,

郎为由数据量化所引起的系统输出的估值误差
,

我

们简称之为粗量化误差
。

粗量化误差
8 ,

可由 ( 1) 式减去 ( 2) 式得到
:

歹
二

一 X = A (X
, 一 z 一 X 卜

1 ) + B ( X
, 一 X

。
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8 ,
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。 q ,

= 叉
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X
,

￡方二 X 一 X

( n 采样时刻输出粗量化误差 )

( n
采样时刻输入量化误差 )

e ,

= A . ,

一 + B 君
。 。

== A君
。一 1 + U

,

( 3 )

r U
·

、 r “ “ 。 ·

、

盯
。

= 卜 卜 !旦
。

l
气U 分J

,
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` “ ”
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( 4 )

( 3) 式可视为由量化所引起的 (输出)

由量化所引起的扰动
。

下面分析估算稳态时的粗量化误差郎

粗量化误差 8
,

的递推传播方程
,

而其中 U
。

为

1im 。 ,

的值
。

先求解一阶差分方程 ( 3)
。

分别依次令
n = 1 , n 二 2 , … , ” = n

代入 (3 )式
,

郎可推

演得到 ( 3) 式的通解
:

吕 ,

二 A
O s o+

则稳态粗量化误差为
:

( 5 )PnU一

才
”

习间

2i m 。 。

= z im A
” a 。 + I im 习 A

” - 尸万
p

( 6 )
砷 . p 留 l

( 6 )式中第一项实际上为起始量化误差
B 。
对稳态粗量化误差的响应分量

。

由于我们

所考虑的 a 一刀滤波系统是一个 稳定 系统 (后面讨论 )
,

而且它对位置阶跃输入是无稳

态误差的
,

因此当
。
趋近于无穷大时

,

初始误差的影响应已消失
,

即
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1i m A
月已。 = 0

故有
:

1i ms ,

= 。 闪 = l i m 习 A
” 一户U

,

丙叶仍 ,. 峥囚 p 二 l

合 A
”
二 毋 ( n)

,

且令
n Z = n 一 P

,

则上式写成

。 ` = 1i m 习 巾 ( , , : ) U 卜
。

( 7 )

( 7 )式中

” 峥。 杭 = O

产
X

、 ( “ 、

U 卜
。 = l ! = !旦 1

: 、 , 。一 。

贬U 少少
。 一 ” ,
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以故其中 : 。
. , 一 。

为在 ( n 一 1n ) 采样时刻系统输入的量化误差
。

由量 化原 理知
,

在量化时
,

量化间隔 (等于量化单位 q ) 的中线为界
,

数据超过中线归上层
,

低于中线归下层
,

数据的量化误差。 (在任意、 样时刻 ) 都不会超出
(
一

号
,

韵
区间范围

,

则
:

普《
“

一
` 号

,

自口!
“

一
! 《 号

( 7) 式两边取绝对值
,

并代入 U 卜
二 ,

得
:

月一 1

s 囚
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( 8) 式即为估算粗量化误差上限的公式
。

( 8) 式中的巾 ( n) 可求解得出为 (见附录一 )

功
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功
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,
, , ( 。卜命声

r

功
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刀
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我们主要对位置数据的粗量化误差感兴趣 (速度数据粗量化误差也可作类似讨论 )

而位置数据的粗量化误差上限只与 功
1 1 (的和 功

1 2n ( )有关
。

由 ( 8)式得位置数据粗量化误

差上限公式
:

!
。
, ! ( 孕 色 }功

1 1 (。 )。 + 功
, 2 ( 。 )票}

乙 ” = 0 ! 1 1

( 1 1 )

我们将从 ( 1 1) 式出发来具体求粗量化误差上限
。

从上式可见 粗 量 化误差 上限的计

算
,

归结到对 功
1 , ( n) 和功

, 2 ( n) 的计算问题
。

( 9) 和 ( 10) 式分母特征方程是
:

可化为

扩 一 ( 2 一 a 一
刀)

z + ( 1 一 a ) =

( z 一 P : ) ( z 一 几 ) ~

卜
a = 1

欠阻尼振级

临界限尼趁

最佳选择状态纷

过阻尼区

图 “ a 一

刀滤波器三兔形捻定线
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其中 p , 、

几为特征方程的两个根
。

户 1、 2二 (2 卫二
_

色士材 ( a 十刀) “而刀 ( 1 2 )

夕;
和 p : 有三种不同情况

:

( l ) ( a + 刀)
2 一 4刀> 0

,

刀: 、
尹 :
为两不等实根

。

( 2 ) ( a + 刀)
2 一 4刀= 0 , 刀1 、

尹: 为两相等实根
。

( 3 ) ( a + 刀)
2 一 4刀< 0

, 尹 , 、
尹:
为一对共扼复根

。

这三种不同情况刚好对应着 a 一刀滤波系统三角形稳定域的三个 不同 的区域 (见图

2 )
。

第一种情况对应于过阻尼区
,

第二种情况对应于临界阻尼线
,

第三种情况则对应于

欠阻尼振荡区
。

对于实际的 a 一刀系统来讲
, a

、

刀的取值一般都满足下面关系
:

O< a < 1

0< 刀< 1

郎 a
、

刀都落在图 2 中的边长为 1 的正方形中
。

显然对应于这三个区域由 ( 9) 和 ( 10 )式计算出的 功
, 1 ( n) 与 功

, 2 ( n) 是不 同的
,

因而代

入到 ( 1 1 )式得到的粗量化误差上限计算公式也不同
。

下面我们按照欠阻尼振荡区
、

临界

阻尼线和过阻尼区这三种情况来计算粗量化误差上限
。

二
、

三种状态下的粗量化误差上限

(一 ) 过阻尼状态

此时由 ( 1 2) 式得
:

p ; 、 : = a 士 b 为两不等实根

式中

式
,

。 二 ;二旦二旦
2

6 = 丫 ( a + 刀)
2 一 4刀

将 夕 , 、
夕 :
代入 ( 9 )和 ( 1 0 )式求出 功

, , ( n )和 功
, 2 ( n )

,

再将 必
, 1 ( n )和 功

1 2 ( n )代入 ( 2 1)

经过化简
,

最后可得过阻尼状态下的粗量化误差上限的计算公式 (见附录二 )
:

}一 }、 矗{叼留
经 ( , 一 2 ,苍一 , 一

兴练严
口 (` 一 Z p下

` ”
}

(` 3 ,

上式中 K由下式确定
:

: _ _

( a 一 刀一 a 夕: )
s二

` g不不万丁面而
.

g丛
P 2

( 14 )

由上式求出 S
,

K 取小于 S 的最大正整数
。

现将过阻尼区中几个点的计算结果列表如下 ;
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表
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0
.
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0
.
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.
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0
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.

15 0
.
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.
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0
.
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0
.

3 2

0
.
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.
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0
.
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.
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0
.
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.
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7

0
.

8

0
.

8

0
.

8 5

0
.

9 0
.

1

0
.

9 0
.

2 0
.

3 2

0
.

9 0
.

3 0
.

2 45

2
.

4 8

2
。

2

0
.

9 0
.

4 0
.

15 0
.

2 2
.

2 0
.

5 3 q

(二 ) 临界阻尼状态

此时 lP
、

尸:
为相等重根

:

lP = 尸2 =
2 一 a 一

口_

2

代入 ( 9 )和 ( 10 )式求出

功
1 , (。 ) = ( n + 1 ) a

一
n ( 1一刀)

a一王

功
12 ( 。 ) = n ( 1一 a ) T a n一 `

将 功
1 1 ( n) 和功

, 2 ( n) 代入 ( 1 1) 式
,

经过化简后得到临界阻尼状态下的粗量化误差上限

的计算公式
:

!
“ X一

}《号
( a 一 刀一

a a )

刀
「: ( 、

+ 1 ) 。 ` 一 2二 a ` , ` 一 1

L

a ( 1一 Z a K 十` )

1一 Q
( 1 5 )

上式中的 K 由下式确定
:

S
a a

a 一 刀一 a a
( 16 )

由 ( 1 6 )式求出 S
,

兀取小于 S 的最大正整数
。

现将临界阻尼线上诸点粗量化误差上限计算结果列表如下
.



10 0国 防 科 技

表 二
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0
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0
.

6

0
.
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0
.
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0
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0
.
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0
.
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0
.
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0
.
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0
.
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0
.
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0
.

0 5 1

0
.
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0
.
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0
.
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0
.
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0
.
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0
.

6

0
.
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0
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0
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9

0
.
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0
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0
.
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0
.
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0
.

6 3 2

0
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0
.
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0
.
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0
.
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0
.
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0
.

10 6

0
.

0 52
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1

1

1
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1

0
.
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0
.
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0
.
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0
。

5 9 4 q

0
.
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0
.
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0
.

5 5 8 q

0
.

5 3 6 q

0
.

5 2 8 q

0
.

5 18 q

口
.

5 0 9 q

0
.
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(三 ) 欠阻尼振落状态

这时 lP 和 尸:
为一对共婉复根

:

尸! 、 2 =
( 2一 a 一 刀 )士 j侧 4刀一 ( a + 刀)”

2
= C士 j d

将 p ;
和 p

:

代入 ( 9 )
、

( 20 )式求出 功
1: ( n )和 功

1 2 (。 )
,

再将 功
1 1 ( n )和 功

1 2 ( n )代入 ( 1 1 )

式
,

经过变换化简后
,

得到欠阻尼振荡状态下粗量化误差上限计算公式
:

}
“ “ 一

}` 器 泪 R
几

!
s i n (。 叻+ 口) }

月 = O

! r q
、 ,

R K + 1

刁 ~ ` - - - 丁 户 ~ 吮尸~ ~ ~ 气月

2 d l 一 允
( 17 )

= F + G

式中

d = 侧 4
压而

十刀)恋 / 2

R = 侧不石飞< 1 )
,

.

_ ,

d
沪= 5 i n 一 ,

景
,

R
’

r = 刀R

口= 5 i --n
: 一
坚兰
r

式中K 为正整数
,

其取值可根据 ( 17 )式 中级数的收 救快 慢来定
。

当 R 大 时
,

收做慢
,

K 应取大些
,

否则反之
。

按照给定暂态平方差使速度估值方差压缩系数最小的 准则所 得到的
a 一
刀最佳选择

状态线就位于欠阻尼振蔼区
。

在此最佳状态线上
, a 与 刀满足下面关系式

:
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现将最佳选择状态线上各点的粗量化误差上限计算结果以表列出如下
:
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.

0 9 8 333 0
.

8 9 444一10 000 6
.

333 8 9
.

444 0
.

6 9 6 qqq 1
.

1 5 x l o一 s qqq 0
.

6 9 6 qqq

000
.

333 0
.

0 5 333 0
.

14 888 0
.

8 3 777 10 0 }}} 10
.

1 888 8 9
.

9 444 0
.

6 8 1qqq 1
.

4
x 1 0一 s qqq 0

.

6 8 1 qqq

000
.

444 0
.

111 0
.

19 444 0
.

7 7 555 5OOO 14
.

4 888 9 000 0
.

6 6 7 qqq 、 OOO 0
.

6 6 7 qqq

000
.

555 0
.

1 6 777 0
.

2 3 666 0
.

7 0 777 5OOO 19
.

5 111 8 9
.

8 888 0
.

6 5 4 qqq 铝 OOO 0
.

6 5 4 qqq

000
.

666 0
.

2 5 777 0
.

2 7 000 0
.

6 3 222 5 000 2 5
。

3 666 8 9
.

9 666 0
.

6 3 9 qqq 幻 OOO 0
.

6 3 9 qqq

000
。

777 0
.

3 7 777 0
.

2 9 555 0
.

5 4 888 5 000 32
.

5 888 9 000 0
.

6 1 6 qqq 幻 OOO 0
.

6 1 6 qqq

000
.

888! 0
·

5 333 0
.

2 9 666 0
.

4 4 777 5 000 4 1
.

555 8 9
。

5 111 0
.

5 9 qqq 、 000 0
.

5 9 qqq

000
.

999…o
·

7 3 666 0
.

2 666 0
.

3 1 666 5 000 5 4
.

8 666 8 9
。

9 555 0
.

5 6 l qqq 铝 OOO 0
.

5 6 l qqq

三
、

结 束 语

以上对三种状态的粗量化误差上限进行了分析和计算
。

计算结果已分别列入表中
。

粗量化误差上限的合义是
,

当对输入数据进行粗量化时
,

从 a 一刀滤波 系统 输出数

据的
、

因量化而产生的瞬时误差
,

不会大于此粗量化误差上限
。

此误差上限是要比实际

的粗量化误差要大
。

但通过分析和计算
,

使我们对粗量化误差的大 小 有 了数 量级的概

念
。

估算各种状态下粗量化误差上限的 目的有二
,

其一是对选择 a
、

刀值提供参考
,

再

一点是根据所要求的精度对选择量化单位 q 的大小提供参考
。

附录一 必 ( )n 的求解

已知

( 1一 a ) ( 1 一 a ) T

( 1 一 刀)

必
1 , ( n )

沪
2 1 ( n )

功
1 2 (。 )

功
2 : ( 。 )〕

r
.

..皿、

一一

湘、
.

!
..沪

夕一T
一

产....、

一一
犯

A一一
、少

n
了厄、

必

重写 ( 5) 式
: 。 ”

二 A 、 。+ 习 A
” 一 p

矶

令系统输入 X
, = 0( p 二 1、 动 ,

则矶= O
,

( 5) 式仍成立
,

于是有
:

。 ,

= A
.召 。

= 必 ( n ) 。
。

= A
e 卜 , (

.

)

上式两边求
z
变换
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二 [
s,

] = z 〔A 。卜 1
] = 左 z [

s , 一 1
]

变换定义得
:

z 〔s
, 一 1

] =
。 一 , + : 一 1宕 〔a

,

]

之:由则

z [
s ,

] = A {
e 一 , + 二一 , z [

e ,

] }

二 。 。 + A : 一 12 〔s
。

]

移项整理得
:

z 仁
。 。

1= [I
一 A z 一 ,〕一 ’ 。 。

对 上式求
z
反变换得

:

s 。
= z 一 `

{ [I
一
A

z 一 ,
]
一 ,
}
s 。

上式与 (
.

)式比软得
:

必 ( · , 一 A
”
一

!
功

、 ; ( ,: )

功
2 ; ( n )

功
; 2 (。 )

丸
2 ( n) ]

一 z 一 { 〔̀ 一
A

` 一 ’ 〕一 `

将 A 矩阵代入得方形矩阵
:

.工

一、

1
..尹〔̀ 一 ` 二一 `

,一 {
1一 ( 1一 a ) z一 ` 一 ( 1一 a ) T z一 l

了
1 1一 ( 1一 刀)

z一 `一刀T

{
1一 ( 1一 刀 ) z一 ,

旦
一 ,

一
少

g
-

( 1一 a ) T 二一 ’

1一 ( 1一 a ) z 一 ` 〕

!
之 2 一 ( 1一

d e t [I 一 A了
`
]

刀)
二 ( 1一 a ) T z

2 2 一 ( 1一 a ) 之〕之

刀一T
一

采用留数法对方阵 〔I -

必
I t ( n ) =

二 2 一 ( 2 一 a 一 刀)
二 + ( l 一 a )

A
z ” ]

一 , 的四个元求
z
反变换

,

郎得

z 一 ( 1一 刀)
r z Z 一 ( 2 一 a 一

刀)
z + ( 1 一 a )

( 1一 a ) T
r : 2 一 ( 2 一 a 一 刀)

z + ( 1一 a )

z ”

d z

功
1: ( n ) 二 之 ”

d z

功
2 1 ( n) 和 咖

2 (的也可类似得到
,

不写了
。

附录二 三种状态粗量化误差上限计算公式的推导

一
、

过阻尼状态
a 、

刀满足如下条件
:

此时特征方程的两个根 lP

( 1 ) 0 < a < l , 0 < 刀< 1

( 2 ) ( a + 刀)
“
> 4刀

尸: 为两不等实根
:
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。 l r, 。

厂` , “ = 万 L、 乙一 “ 一脚士侧
一

( a 千丙瓦 动 ] =
a 士 b

不难证明下面两点
:

( 1) a > 刀
, a

> b> o

( 2 ) 0 < P Z
< lP < l

由 ( 9 )式和 ( 10 )式得

二 , _ 、 _ 1 1
2 一 ( 1 一 刀)

W l l 、 , ` 声一二户一丫 甲 万一 - - - 不犷戈节厂一一一 , 二尸

乙汀 ] J r

气z 一 厂 1八 z 一 尸 2 )

z 行

d Z

Pù一之

. .. ...刀
.....

. ..

= ( z 一 尸 1 ) x
z 一 ( 1 一 刀)

(二 一 尸 , ) ( z 一 凡 )

+ ( z 一 尸 : )
x z 一 l( 一

脚
( z 一 P l ) ( z 一 P Z)

一

l
: = p Z

_ P , 一 ( 1 一 刀)
尸 l 一 尸 2

尸全+
P : 一 ( l 一刀)
尸 2 一 尸 1

尸芝

,
_ 、 _ ( 1 一 a ) T O

。 .

( 1 一 a ) T 。
甲 1 2妙 `少一一子犷-一万了一 2 1甲

~

而 ,
一

一币
响

一 J Z

厂 1 一 厂 2 厂 2 一 厂 l

将 功
1 1 ( n )和 功

, : ( n )式代入 ( 1 1 )式并化简得
:

勺
一
} ` 晶属 ( a 一

刀
一 a 尸: )尸劣一 ( a 一

刀
一 a 尸 t )尸全

= 三 夕
4 b

,

仁翁

由于和式各项带有绝对值符号
,

这使此无限项和式运算出现困难
。

必须设法将和式

内的绝对值符号去掉
。

为此需先分析函数 f( )n 随
n
变化的取值趋势

。

我们作函数

g ( n ) = 19
( a 一 刀

一 a 尸 2 )尸呈

( a 一 刀一 a 尸 1 )尸 r

显然 g (的与 f ( )n 有如下对应关系
:

当 夕 ( n ) > o时
,

j (
n ) > 0

.

当 夕 ( n ) 二 0时
,

f (
。 ) = 0

.

当 夕 ( n ) < 0时
,

f (
n ) < 0

.

这样
,

我们可以用对 g (的的分析来代替对 f ( n) 的分析
。

,
a 一 口一 a 尸

。 .

,
_

尸
2

g L” ) = ` g万不不石户;十
” ` g

万
显然第一项为大于

.

琴的常数
,

而第二项为斜率为负的直线
。

作出 g ( 。 ) 、 n
图形

。

从图可见 抓的为一条斜率为
d g ( n )

d n 一
19蒸的 l直线

,

它与
。
轴 相 交于 s 点

。

在
厂 2

.

图 3 的具体情况下 S = 4
.

9
.

令 g ( : ) = 0 ,

求得
:
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, a 一 刀一 a 尸 2

。 ` g石二刃二玉了不
O =

—
,

尸
:

1
9一石

一

里
J

Z

由于级数求和中的
。
为正整数

,

故取小于 S 的最大正整数为尤
.

显然 f (
。 )取值的正

负以 K 为界
,

当
n 《 K 时 f ( )n > O

,

当 n
> K 时 f (的 < 0

,

郎
:

当
n 《 K 时

,

If (
。 ) } = f (

。 )
.

当
n
> K 时

,

if (
。 ) } =

一
f (

n )
.

代入 (二 )式
,

有

I
` x 一 l ` 暴习 f (

n ) - 云 , (
。 ) i

_ q

4 b

(。 一
刀一尸 2 ,

!息
尸 : 一

。

:+i
1

川
一 (。 一

刀一 l)P

氢
p : 一

。

寡川 }

r.声、,.
、J̀.、,̀、

将乞 尸
”

=
1 一 尸尤

+ 1

1 一 尸
习 尸

”
=

月 =芹 + 1

尸尺 +1
, 。 /

. 、 , 、 , . 」、

一石一一-石、 厂气 1) 代人上燕1 一 了一

,

经化简
,

最后得过阻尼

状态下粗量化误差上限的计算公式
:

,一 ,`晶{性总缪
〔卜 2。 一 〕

一

竺书省皿
〔卜 2。 一 :

}
二

、

欠阻尼振荡状态
a

、

口满足如下条件
:

( l ) 0 <
a
< 1 ,

0 < 刀< 1

( 2 ) ( a + 刀) 2
< 4刀

此时特征方程有一对共扼复根
:

尸1 、 : 二 C士 j d
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c一

合
` 2

一
“ , d二 侧 4刀一 ( a + 刀 )“

这时 必
, 1 ( n)

、

功
, 2 ( n) 具有与过阻尼状态完全一样的形式

,

只是 lP 和 尸2
为一对共辘

复根
。

将 功
, 1 ( 。 )与 功

1 2 ( 。 )代入 ( 1 1 )式
,

得
:

l
o x 。 }蕊冬 云}

下二二 L( 。 八
一 。 十刀) 尸: 一 ( 。 尸

2 一 。 + 刀)尸 ;一}` 一 “ 一 ’
一 2 高 ! lP 一 尸 : “ “ 一 “ 一

`

尸 ’ ` ’ 、

一
` 一 ’

r’
’

“
J

}

进行化简
:

令 lP = C 十 j d 二尸e) 价 ,

尸2二 C 一 j d 二 R e 一加

n
二 / 。

。 . , , . /

一
, 二 .

_ ,

d
八 == y 七

“

十 a 一

二 犷 1 一 a < 、 1 ,

脚 = sl n `

节了t

a IP 一 a 十刀= a C 一 a + 刀+ j a d 二 r e 阳

a 尸: 一 a + 刀二 a C
一 a + 刀一 j a d = r e 一 了口

o = 5 1。 一:

丝

。 二侧丈压亡二砰脚叮 ( 若d l 刀尸

将以上各参数代入上面 }
。、 I式 中

,

经化简得
:

j。 * 。
! ( 旦

2

_ r q

2 d

刀
” = O

1

R e j 矽一 R e 一 j价 [
r R

” e j (
n萝+ ` , 一 r R

n e 一 j (
n p千口)

]

习 R
n

}
5 1。 ( n劝+ 6 ) {

上式很难化成集总的求和公式
。

只能取有限项逐项计算后再相加
。

至于取的项数多

少
,

由级数收救情况米定
,

当 R ( < 1) 大时
,

收做的慢
,

项数应取多些
,

R 小时
,

取的

项数可少
。

为了估算取有限项计算所造成的误差
,

可以令余项和式各项的 !s i n( n 劝十 e l)

为 1
,

于是可将略去余项和式所造成的误差估算出来
。

习 R
”

I
s i n ( n沪+ 0 ) { +

九 = 0

K

习 R
”

l
s i n ( n势+ 0 ) 1 +

器
,

豪
I R

“

器
/

兴
二 F + G

上式便为欠阻尼振蔼状态的粗量化误差上限计算公式
。

三
、

临界阻尼状态
a

、

刀满足下面条件
:

( 1) 0 < a < 1
,

O< 刀< 1

( 2 ) ( a + 口)
2 = 4刀

此时 尸1 = 尸 2二 。 = 粤( 2 一 。 一
刀)为相等实根

,

且 。 <
a
< 1

,

则可求出
:

一
’

-

- 一 ` 一 “
2

、 一
’ -

一
” ’ -

一
’ - -

-

一

`】1 ( · ,一

责萝
r

目

拦去冬七乒2兰 d·

“ ( n + 1 ) a
” 一 n ( 1一 刀)

a ’`一 `



诱
1 2 (。 )二 。 ( 1一 a ) T a卜 `

将 功
1: (。 )与 必

: 2 ( n )代入 ( 1 1 )式中
,

经化简得
:

I
` x
司 ` 号习 }a (

n + 1 ) a ,
一 ( a 一 刀)

n a ” 一`

_ q

2
习 】才 (

” = 0

n ) } (… )

设法去掉和式内绝对值符号
,

先分析函数班 ( )n 随
。
变化的取值趋势

。

为此作函数
:

V `· ,一 ` g了号瑞黔
一 ` g

宁
+ ` g

尚
+ ` g·

显然当 犷 (动 > 0
, 犷 ( n) = O

,

犷 (动 < 0 时研 (的也有对应关系
,

故可以用对 犷 ( n) 的

分析来代替对万 ( n) 分析
。

上面 犷 ( n) 式的第一
、

二项大于零
,

第三项小于零
。

厂 ( n) 、 n
曲线如图 4 所示

。

从图可见 犷 (的为单调下降的曲线
,

其斜率
d 犷 ( n ) _

d n

1
n ( n + l )

它与
n 轴只有一

个交点 5
.

由 V ( s ) = 0
,

得
:

S =
a a

a 一
刀
一 a a

图 `
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取 K 为小于 S 的最大正整数
,

则显然当
n ( K 时

,

砰 ( )n > ;0 n
> K 时

,

附 ( n) > O
,

郎
n 《 K 时

,

,牙 ( n ) j == 牙 (。 )
n
> K时

,

!才 ( , ) l 二 一牙 (。 )

代入 .(

二
式中

,

则
:

。 x _
,《 冬 自附 ( , ) 一冬 云 研 (n )

` ” = 0 ` n 二 K + l

旦
2 属

.

〔“ ( n + ` )“
” 一 (“ 一 刀)

” a ” 一 ,
]

旦

2
习 工a ( n + 1) a

”
一 ( a 一 刀)

n a “ 一 `
]

不难证明下列各级数求和公式
:

( a
< l)

二
.

1 六
刀 叮

’

= 不-一吮 ,

山 a
一

=
” = 0 l ee a n = 0

1一 a K + i

l 一 a

答
。 _

沪+l
”

享
; a = 不石

习
n a “ 一` =

. = 0

K

习
n a “ 一 , =

n 留 0

1

( 1一 a ) 2

1一 沪 K a K

( 1一 a ) 2 1 一 a

、 ,
.、少、夕曰.二Q自口曰

J

了、了.、了.、

( ` )
。

篡
; n a “ 一` -

(K + 1 ) a K 一 K沪
+ ,

( 1一 a ) “

( 5 ) 刀== ( 1一 。 ) 2

将以上各公式代入 !勺司式中
,

经化简
,

最后可 得临 界阻尼状态粗量化误差上限计

算公式
:

刀一声l
“
加 l ` 号

( a 一 些立
.

〔2 (尤 + 1 ) 。 K 一 2尤 。 K + , 一 1 2

a ( 1一 Z a 尤 + i )
十

—
1一 Q
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