
解 结 构 特 征 值 的 子结
·

构

子 空 间 综 合 迭 代 法

张 仁 述

提 要 本文论证 了由结构 系统的各予 结构在于空问的迭代绿合
,

从而 导

出系统 的子 空间特征方程的迭代方
一

法
。

由此方法我们便可 求出大型结构的若千

低阶模态
。

这方法只 雷在计葬机里贮存结构的各予结构的质 贵 矩 阵 和刚度矩

阵
,

便可按预定精度
,

简便有效地求解大型结构的特征值问题
。

古口

目前
,

在解大型结构的特征值时
,

国内 外 许 多研究者常采用子结构模态综合法 〔 1]

〔 2 〕 〔们
.

在这类方法中
,

首先要计算子结构的模态 (按各 种边界条件 )
。

然后利用各子结

构的若干低阶模态
,

用按各种方式定义的模态变换来近似表示结构的模态
,

并考虑到子

结构间的相容性和平衡条件
,

导出简化的结构特征方程
,

从而求得结构的若干低阶模态

的近似解
。

这是一般所谓子结构模态代换的方法
。

本文不采用子结构模态代换的概念
,

而直接由结构的各子结构方程 进 行 子 空间迭

代
。

并由各子结构的质量
、

刚度矩阵的子空间投影矩阵分别综合
,

而得结构的子空间特

征方程
,

进行迭代计算的方法
。

这方法
,

只需要在计算机中赊存各子结构的质量
、

刚度

矩阵
。

它不仅 占用计算机的内存少
,

其程序也很简单 ; 而且可按预定精度有效地计算结

构自由振动的若干低阶频率和振型
。

文献 f 4) 于 1 9 80 年替介绍过在子空间迭代法中部分地利用子结构的数值方法
,

但其

未能完全利用子结构于整个迭代过程
。

就一定意义而言
,

本文的方法可谓文献 f 41 方法

的进一步发展
。

二
、

子空间迭代法的简要回顾

结构的自由振动特征方程为

[ K ]〔X J二 〔M ]汇X」汇才 ]
.

( 1 )

式中 〔K ]
、

fM ] 分别为
。
自由度离散化结构的

n
阶刚度

、

质量矩阵
,

汇滩 ] 为以特征值
。 梦i( = 1 , 2 , … )n 为对角线元素的

。 阶对角矩阵
。

当
。
不很大付

,

解方程 ( l) 的 广义特征

本文 1 9 02年1 2月玉7日收到
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_
值问题

,

可用子空间迭代法有效地求其若干低阶特征值的近似值
。

子空间迭代法的实质是同时对一组初始试探向量
,

反复地使用李芝法和逆迭代之过

程 〔 ” , ,

这是一般所知的
。

若由计算机按一定规则自动形成 p 个
。
推线性无关的初向量

fX
。 ] (为保证精度

,

若需求前 q 阶模态
,

一般取 p ` Z q 或 q 十 a万
.

便可按以下公式循环

迭代
:

[犷
。

] = 〔M ]〔X 。
]

一

( 2 )

[ K ] [了
,
] = 〔Y。

] ( 3 )

[ r
、
] = f M」〔了 :

] ( 4 )

f K r ] = 汇了
,
]

T
汇Y

。
] ( 5 )

〔M r ] = f了
,
]
丁 〔犷 ,

] ( 6 )

[ K贯」〔Q ;
] , f M r ]〔 Q :

] f才
,
J ( 7 )

解方程 ( 7 )得 。 凳
` ( f = l ,

2
, … p ) 和 [ Q :

]。
p ` , ) .

然后校核前 g 个。 荃
` ( i二 l , 2 , … q ) 是否收

救
。

若否
,

则修正向量为

[Y 、」二 〔r ;
]〔Q ,

] ( 8 )

以 〔Y l
]代替 ( 3) 式中之〔y 。

]作进一步迭代计算
,

如此循环直到 k 次迭代
,

所求诸特征值

收救为止
。

于是得特征值
: 。 于、 。 盖

` (`二 1 , 2 , …妙

〔X 、
] = 汇了

、
]「Q *

J ( 9 )

特征向量
:

f X 〕、 汇X 、
1 (取前 q 列

。
推向量 )

。

三
、

子结构子空间综合迭代法

当自由度
n
过大时

,

应用子空间迭代法
,

则是不适宜的
。

·

然而采用子结构子空间迭

代过程
,

可以达到解大型结构特征值的目的
。

首先
,

将方程 ( l) 所描述的结构分割成 L 个子结构
,

其中第
:
个子结构的方程为

〔k
r

] [X
r

j 二 〔。
r

}〔X
·

) [才
r

J + [ f
『

J ( 10 )

( r = 1
,
2

,

… L )

式中 汇穿〕
、

〔。
·

] 分别为第
犷
个子结构的

n ,

阶刚度
、

质量矩阵 (式中诸量均以结构坐标

系而言 )
。

现给出一组 p 个
n ,

推初向量〔X 刹就方程 ( 10 )进行一次逆迭代
。

且每个子结构的初

向量均取为 p 个
。

合

〔Y 6 ]二 〔m
『

」〔X 石] ( 1 1 )

则 〔k
『

] 〔了下] = [Y 石] + 〔f 石〕 ( 12 a )

将方程 ( 12 a) 按子结构的界面自由度 ( )’) 与非界面自由度 l(’ ) 分割
,

并注意到 f几〕仅界面

力
。

于是有

{
〔了至` ]、 f 〔Y 石` J ) f [ o J 、
’

一 ”
`

一
”

甘= l
一

’

“ ” “ 一 l十 l
一 ` 一 ` ’ 一

“
` 一

l
〔叉气了 ] J 、 f y 石z ] J 气〔f石z ] J

( 1 2 b )

产....、、....户

由方程 ( 12 b) 的第一式得
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[ k下` Jf了丁
`

] = [Y 6`
J

一
[ k下才 J [了 I, ] ( 1 3 )

将式 ( 1 3) 代入方程 ( 1 2 b) 的第二式消去 [了至
`
]后得

[ k丁]〔了 : z ] = [R吞r J ( 1 4 )

式中

[ k下]二 [k下
j
] + 〔k畜` ] [G

r

J ( 1 5 )

〔G
r

J二
一

[庵畜
`
]
一 i

[ k畜I ] ( 1 6 )

[ R 6 ,. J== [ y 6 , J+ [f石, ] + [G
r

]
T
[ Y石

`
J ( 2 7 )

(以上
r
均为

r 二 1
, 2 , … L

.

)

现以 [X , J表示结构在各子结构界面处对应的坐标
,

而汇X 月表示第
:

个子结构的界面

坐标
,

这二者之间的关系可写成矩阵形式 〔X 们二 〔a
,

J〔X IJ
,

这里〔a
,

J是一长方形矩阵
,

常称 Boo l ea 。
变换矩阵

。

显然
,

〔a
,

J 与 f X 月之行数相等
,

而其列数与 f尤 , J之行数一

致
。

〔a
r

J的每行只有一元素为 1之外而其余均为零
,

而为 l 之元素的位置可由具体结构

以满足上述变换关系式而定
。

于是将各子结构的界面坐标的伪静力方程 ( 1 4) 综合
,

得结

构的界面坐标的伪静力方程

[尤 , J [了
: ,

] = [场 ,. ] ( 1 8 )

式中 ￡尤 ,

J二恩〔a ·

J
r 〔左 , J [ a ·

( 1 9 )

[五
。 , ]产恿 [ a ·

〕丁 [y “
,
J +

rIP f a
·

]
r 〔G

·

]
r

[Y “
`
] ( 2 0 )

注意

么
〔a

r

“·汇“ 了 ,· “
,

〔K , ,为结构界面坐标对应 的刚度矩阵
。

解方程 ` , 8) 得 !…, 1

小

从而可得 f了补 ]
.

再 由方程 ( 1 3 )求得〔了气` ]
.

于是得出〔了们
.

( , 二 1 ,
.2 二 ,

L )

下面可由各子结构的刚度
、

质量的子空间投影矩阵
,

分别综合而得结构的刚度
、

质

量在同一子空间的投影矩阵〔K 贯J
、

I材贯]
.

由〔X
,

J = 〔刀
r

〕〔X J
,

这里 [X
护

J为第
,
个子结构坐标的 p 个

n ,

推向量
,

【X J为结构

坐标的 p 个
。
推向量

,

〔刀
,

J郎波尔变换矩阵
。

第
,
个子结构的刚度的子空间投影矩阵为

〔k了] == 〔了笠]
下

[丫石〕 ( r ` i ,
2

, … ,

L )

而由 ( 1 2 a )式 f y 石] == 〔k
『

]〔了下J 一 [ f石]二 「k
r

]〔刀
r

] [了
,
]
一 〔f石]于是将各子结构的子空间

投影矩阵综合便有

么
〔。:卜冬

〔, , ,
” 〔Y““

二 〔了 l」r

月
: 〔刀

·

J
r

[左
『

」〔刀
·

J〔了 `
]
一

[了
`

]
r

月
;
[口

·

}
r 〔f 6 ]

二 f了
,
]

r 〔K J〔了 :
] “ 石尤 r J

这里恩 .P[ J
犷

f6[ ] “ ” ,

[心伪结构刚度的子空间投影矩阵
。

于是得

[K 贯] 一魁〔“ : ] 一总 〔戈至j
丁 〔y 石] ( 2 1 )
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而以 [M r J 表示结构质量钓子空间投影矩阵
,

第
r
个 子 结 构 质 量 的 投 影矩阵

[二了] = [了 I J
T
[ r l〕

,

其中

[犷贫] = 〔m
r

] [了至J ( 2 2 )

同样可得

〔、 : z ==
乞〔m : z == 乞[了 : z

: 〔r 、 J ( 2 3 )

由此可知结构的质量
、

刚度的子空间投影矩阵分别等于各子结构的质量
、

刚度在同一子

空间的投影矩阵之和
。

从而由方程 ( 7) 解出〔O ; 〕
,

则以 f夕目 = 〔夕 I〕「O :
]代替〔Y刹进一步迭代综合

,

值到

k 次迭代结束为止
。

`

最后
,

结构振动中
,

对应各子结构的振型为

〔X
r

] 、 [X 公l = 〔了瓦] [ Q 。
] (

r == i , 2 , … ,

L )
,

(仅取前 g 列 )
。

〔X J可由各个「X
r

〕重排而得
。

而结构的固有频率。 `、 。 * ` ( `= 1 ,
2

, … ,

妇
.

四
、

计 算 步 骤

以上所述子结构子空间综合迭代计算的步骤可归纳如下
:

1
.

计算结构的各子结构的质量
、

刚度矩阵
:

fm
『

]
、

f kr ]
.

r 「犷石
`

了、
2

.

给出各子结构的初向量组〔X 刹或〔Y石J
,

并分割 〔Y刹 = l
· · ·

… … !
.

它们可由计
气〔Y 石z J )

算机按一定规则自动形成
.

[` 〕

3
.

由式 ( 16 )计算〔G
,

」(可用解方程组方式 )
。

然后由式 ( 1 5) 和式 ( 1 9) 计算与结构界

面坐标对应的刚度矩阵〔K jJ
.

4
.

解方程组 ( 2 8 )得 [了
: , J(其中 [0R , ]由式 ( 2 0 )计算之 )

,

并得 f了至, ] = [ a
r

j f了
, , ]

.

5
.

解方程组 ( 13 )得 〔了 至` J
,

从而得 [了艾J
.

6
.

由公式 (2 1 )
、

( 2 2)
、

( 2 3) 分别计算结构的质量
、

刚度的子空间投影矩阵 〔M 贯]
、

〔K r ]
.

(以上
r = 1

, 2 , … ,

L )

7
.

解结构的子空间特征方程 (7 )
.

8
.

校核特征值的收傲性
。

若 }。 荃
` 一 。 若

.

} / { 。 釜
`
{在允许范围内

,

则停止迭代计算
,

否则
,

以 f y 们二 f F 下J〔O ; ]代替 f y 刹 转入第 4 步循环迭代计算之
。

若于 k 次迭代后收

放 了
,

则结果
:

[X 钊 = [了公」〔Q *
J(

: = 1 , 2 , … ,

L )
,

取其前 g 列郎所求各子结构振型向

量组的近似值
。

结构相应的频率郎 。 ` = 。 。 ; ( i = l , 2 , … ,

妇
.

以上计算
,

主要是在子结构 中进行低阶矩阵的代数运算和解较低元的线性代数方程

组
。

其计算量较小
,

程序也很简单
。

故子结构子空间综合迭代法
,

是解大型结构特征值

问题的一个十分简便的数值解法
。

其迭代收教之快慢与各子结构初向量的选取有关
,

这

里可采用文献〔5〕中现有的程序
。
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五
、

数 值 计 算 例 题

为考察这种方法的有效性
,

以匀质悬臂梁为例
,

编程序进行数值计算
。

其中子空间

特征值采用两次雅 可 比 法 解
。

原始数据
:

梁长 L = 4 5 c0 m
,

道径 D 二 1c0 m ; 弹性模量

E = 7 x 10
8 9 /

c m ” ,

单位体积的重量 护= 2
.

8 9 /
c m “ .

全梁分成九个等长度单元
,

单元长

I = 50
C in

.

将梁分为两个子结构
,

第一子结构四个单元 (自由
一

自由 )
,

第二子结构五

个单元 `自由— 固定 )
。

仅考虑梁的平面弯曲振动
,

其中取 p = 5
, q 二 3

,

收激精度为

10 一 “ .

其频率的计算结果如下表
:

阶 数

精 确 解 3
.

4 1 9 3 H z 2 1
.

4 2 9 7 H z 6 0
.

0 10 H z

本 文 3
.

4 7 0 l H z 2 1
.

7 5 7 2 H
z 6 0

.

9 6 5 3 H z

振型的计算结果和计算程序见文献〔6 ]
.

计算结果表明本文的方法是有效的
。

这 方 法并

未引入假定条件
,

其结果一般应与道接的子空间迭代法的精度基本上相同
。

但本例计算

中
,

解线性方程组时采用了列主元高斯消去法程序
,

该程序精度较低
,

则其计算结果的

前三阶频率与精确解比较
,

相对误差达百分之一点五
。

本法在迭代运算中
,

其线性方程

组的系数变化大
,

若精度要求高时
,

以采用全主元高斯消去法程序为宜
。
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