
用 沃 尔 什 变换 解 差 分 方 程

汤 国 熙

提 要 本文证明 了关于二进时移函数和非 二进时移函数的 w l ah s变换 的

儿个定理
。

同时论证 了这两 种变换之 间的关系
。

用 w al h s变换方法
,

讨论 了线 性
、

常 系数差分方程在列率 ( S eq ue cn y )域上

的解法
,

文章给 出解的一般表达式
。

在控制
、

信号处理等工程技术中
,

我们经常采用 Z变换方法解差分方程
。

下面介绍

另一种新的方法郎用 w al hs 变换法解差分方程
。

一
、

时移函数的 w al hs 变换

(一 ) 离散 w al s h 变换

这里仅考虑离散 (或取样 ) 时间函数和离散 w al s h 谱的情况
,

取样时间函数用列矢

X ( 0 )

X ( 1 )
( l )

X ( N 一 1 ){
夕夕.........砚..

1

一一X

表示
,

其中 N = 2
” , n 为非负整数

。

在列率域上
,

离散 w al
s h 谱用列矢量

F ( 0 )

尸 ( 1 )

! ( 2 )

F ( N 一 1 )

了.....f.l.
、

一一F

表示
,

其中 N 二 2
” , n 为非负整数

。

( 2 )式是由 ( 1 )式左乘一个固有顺序的方 w a l s h 矩阵
,

然后
,

再乘因子寡而得到的
,

婆 V

郎定义矩阵形式的 w al
s h变换为
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( 3 )

其中平表示 N x N w a lsh 矩阵
,

F 的元素为

F ( ,卜贵氢
研

· ` (`
,

` ) X (“ ,
( 4 )

其中 l = 0
,

1
,

2
,

…
,

N 一 1
.

( 4 )式称为离散 w a l s h 变换或离散 w a l s h 谱
。

W的行 (或列 ) 所构成的矢量为列率域上的 w al s h 矢量
,

其指标的顺序是按照列率

增加的次序
。

相应于 ( 3) 式的逆变换为
X = N W

一 I F = W F ( 5)

其中 矿
一 ’
表示矩阵砰的逆矩阵

,

X 的元素为

N 一 1

万 ( k ) = 名不
a l ( l

,

k ) F ( l ) ( k = 0
,

1
,

2
,

…
,

N 一 1 )
l = 0

( 6 )

( 6) 式是相应于 ( 4) 式的逆变换形式
。

( 二 ) 二进群离散时移函数的 w al s h 变换

设非负整数 k
, ” , ,

l 可表示成如下形式的二进制表达式

k = 习 k ` 2 `

玄 = 0

” 一 l

m = 习
, , , ` 2 `

泣公 0

” 一 1

l = 习 z
、 2`

f 二 0

( 7 )

其中 k ` 〔 {o
,

l }
,

。 `任 {o
,

z }
,

l
、
任 {o

,

z } ( i = o
,

1
,

2
,

…
, 。 一 1 )

,

这里 to
,

z }表示由两个元

素所组成的集合
。

定义 ! 设 k
,

。 由 ( 7) 式所表示
,

定义

左① ’ 7 ,二

其中
“

①
”

表示模 2 加或逻辑加
。

习 ( k
`

① m ` ) 2
`

( 8 )

设二进 时 移 m 个 单位 的 离 散 时间 函 数用 X k( 0 。 ) 表 示
,

记 为 X 截
,

( k) =

X ( k于。 ) (二> 1 )
.

在矩阵的表示 中
,

当 。 二 1 时
,

表示矩阵刃中的元素
,

从上到下
,

按顺 序
,

将相邻

元素两两交换一次顺序
,

得到X 由 ; ,

例如

X O ; ( 0 )

X e , ( l )

X 田
l 二

X ( 7 )

X ( 6 )

万 ( 1 )

X ( O)

X ( 3 )

X ( 2 )

卜川J |尸
八月117XXX了

l
、

一一X

X e , ( 7 )

..........2!
l

一一

几...............
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当 。 = 2 时
,

表示在矩阵 X 中
,

从上到下
,

按顺序
,

以每 2 2
个元素为一组 (郎把 X

分成上半矩阵和下半矩阵 )
,

将其中上两相邻元素 与下两相邻 元素按 顺序交换一次位

置
,

得到X o Z ,

例如

X ( 0 )

X ( l )

X 田 2 ( 0 )

X 田 : ( 1 )

了了..............

一一

、 ...
..

l
lesee
.

.....夕

X 由 2 =

X ( 7 )

X ( 2 )

X ( 3 )

X ( 0 )

X ( 1 )

X ( 6 )

X ( 7 )

X ( 4 )

X ( 5 )

当 m = 3 时
,

表示在 m = 2 的矩阵 X 申
:
中

,

按顺序
,

两交换一次顺序
,

郎得

`

X 田 : ( 7)
J

从上到下
,

将其相邻 元素
,

两

X ( 3 )

X ( 2 )

X ( 1 )

X ( 0 )

X 由 3 ( 0 )

X 田 3 ( 1 )

X 由
3 ==

X ( 7 )

X ( 6 )

X ( 5 )

X ( 4 ) X 田 3 ( 7 )

定义 您 设 k
, m 由 ( 7) 式所表 示

,

二 进时 移 , 个单位的 时间 函 数 X 由
。
( k) 的

w al
s h变换定义为

二 ( ,
,

。 m ) 一票乞
`
平

a , ( ,
,

。 ) x (、 。 。 )

了V k = 0

这里 l = 0
,

1
,

2
,

…
,

N 一 l
,

N = 2
” ,

记

F ( l
,

0 。 ) = F 。
,。

( l )

X ( k o m ) == X 由二 ( k )

( 9) 式所对应的矩阵形式为

( 9 )

( 1 0 )

F 。 。 一

舟评X 。 二

这里W是 N 义 N 阶 w al hs 矩阵
。

定理 1 假设尸 ( )I 是由 ( 4) 式所表示
,

且 k
,

m
,

l 用 ( 7) 式表示
,

则

F 由
。 = 牙

a l ( l
, m ) F ( l )

( 1 1 )

( 12 )

证 由(9 )式可知
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F e ,
=

刀一 1

习 附
a l ( l

,

k ) X ( ko m )
k = 0

解
一

1

习 研
a l ( l

,

左) X ( ko m ) (W
a l ( l

,

。 ) ) 之

1一Nl一N

一

舟砰
“ “ `

,

m ’
习 附

a l ( l
,

k①。 ) X ( k①m )

= 班
a l ( l

,

。 ) F ( l )

证毕
。

定理 2 设 F 是取样时间函数矩阵 X 的离散

样时间函数 X 田二 ( k) 的离散 w al
s h 变换为

F 田
,。
= C

o

F

其 中F 由 ( 2) 式表示
,

而

w al s h 变换
,

则二进时移 。 个单位的取

( 1 3 )

研
a l ( m

,

O) 心
研

a l ( m
,

1 )
O

O 研
a l ( 。

,

N 一 1 ) } ( 1 4 )

护̀

!
.......、

一一功
C

证 由定理 1 知

F 田
。 .

= 研
a l ( l

,

m ) F ( l )

( 1 5) 式所对应的矩阵形式

( 1 5 )

F 。
扮

一舟
“ ,

` X 一 c
。
F

其中 C
二 是用 ( 1 4) 式所表示的形式

。

证毕
。

推论 如果 C
。
是由 ( 14 )式表示

,

则

C
。
C

。 二 C
。 `

。 、

证 由 ( 14 )式有

C
o

C * = d i a g [研
a l ( 。

,

0 )
,

邵
a l ( , , 7 ,

1 )
,

…
,

附
a l ( 1n

,

N 一 z ) ]
·

d i a g [研
a l ( k

, 0 )
,

W
a l ( k

,

1 )
,

…
,

研
a l ( k

,

N 一 z )」

= d i a g [研
a l ( m

,

0 )研
a l ( k

,

0 )
,

研
a l ( m

, l )万
a l ( k

,

1 )
,

…
,

附
a l ( m

,

N 一 l )才
a l ( k

,

N 一 i )了

= d f a g [不
a l ( 。 。 k

,

o )
,

附
a l ( n ,

O k
,

1 )
,

…
,

研
a l ( 。 o k

,

N 一 1 )了

夭 C
, 田*

( 1 6 )

证毕
。

例 i 设取样时间函数 X ( k) 是
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、口............1., .一llQ自11nOI工9曰, .ǔleewe.eeeslesesesesesesesr/

X ( 17 )

求二进时移函数 X (k 0 1) 的 w al
s h 变换 F 田

; .

解 法一
,

由 ( 1 7 )式可知
,

X ( k ) ( k = o ,

z
, …

,

7 )分别表示为 1
,

l
,

2
,

l
, 3 , l

,

2 ,

l
,

从

而 X ( k O I ) 分别为 1
,

l
,

l
,

2
,

l
,
3

,
1

,

及 记为

X 由
, =

X ( 00 1 )

X ( 1 0 1 )

X ( 2① 1 )

X ( 7 0 1 )

、 ............,..1占,土1上Q自,上八01
.

91自Z̀.............

由 ( 1 1 )式得

12----220022--41 1

F 由 1 =

1 1 一 l

了.............r.

z一8

法二
,

利用 ( 1 3) 式求 F 田 ;
.

一 1 1 一 l

由 ( 3 )式知

、 ...............
20自)2
、 ,,白勺2象

. .占̀一11一一̀了奋

l
.

esl
..̀、1 1

1 1

1 1 1 1

一一i才性-

一

/̀.......eses...les

1一s
一一F
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根据 (13) 式得

F o l 二 C r
F =(8 1)

2 1--2--2 0022--4
/叮............扭.

z一8
一一

这两种方法的结果相一致
。

(三 ) 非二进群的离散时移函数的 w al sh 变换

设离散时间函数为 k) X ( (k 二 0
,

1
,

2 , … ,

N 一 1 ; N = 2
”

)
,

时移 p 个单位的 时间函数

为X k( + p ) ( p > 1 )
,

记为 X ()P (k ) = X (k + 川
,

此时移有时称为向上移位或向前移位
。

将离散时间函数X k( )向上移位 p 个单位
,

在矩阵中
,

表示元素 X k( )用元素X 伪+ 川

代替
,

这里 k
, p 二 0 , 1

,

2 , …
,

N 一 1
,

N 二 2
” .

换句话说
,

在X 中上面的 p 个元 素按 顺序

每个元素向下移动N 一 p 个位置
。

也就是说
,

将最上面 p 个元素按顺序向下移动到最下

面的 p 个元素的位置上
,

而原先矩阵 中
,

下面的 N 一 p 个元素
,

按顺序每个元素向上移

动 p 个位置
,

其新的矩阵记为

X ( O十 P )

X ( 1 + p )

X ( , ) ( 0 )

X ( ,一( 1 )

X ( , ) X ( N 一 1 )

X ( 0 )

X ( P 一 1) X ( ; ) ( N

_ 1 )

!
( 1 9 )

将 X k( )时移 p 个单位
,

由 ( 6) 式有关系式

刀 1

X <p 、 (寿) = X ( k + p ) = 习 附
a l ( l

,

k + p ) F ( l ) ( 20 )

(2 0) 式所对应的取样时移函数的矩阵形式为
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X
( , ) = W

( , ) F

9 9

( 2 1 )

从而

二一

斋`
(· , X `· ,

这里矶
)P 表示时移 p 个单位的 w al

s h 矩阵
。

郎将 w al s h 矩阵W中 最上面 的 尹行
,

按顺

序向下移动到最下面的新的 p 行
,

而原先矩阵中N 一 p 行
,

按顺序向上移动尹行
,

经过

时移 p 个单位之后
,

所构成的矩阵W(
)P

,

可重新表示成由 。到 N 一 1顺序所表示的一个

方矩阵

W
( , ) = 〔矶

, ) ( o ) W
( , ) ( l ) …砰

( p ) ( N 一 1 ) ] ( 2 2 )

其中矶
。 (l’ ) (l’ = o

,

1
,

…
,

N 一 1) 表示时移 p 个单位之后的列矢量
,

其元素为

不
,

厂(
, ) ( ` ) = 班

a l ( l
, ` + 户 ) ( 2 3 )

这里 犷 ,

l = O , 1
,

2
,

…
,

N 一 1
.

定义 3 设 X
( , ) 是 X 时移 p 个单位的矩阵

,

W是 N x N w al
s h 矩阵

,

则称

F (· ) 一

斋` X
(· )

( 2 4 )

为X ;。 的 w a l s h 变换或称为X
( , ) 的 w a l s h 谱

。

例 2 设一取样时间函数是

( 2 5 )

试确定时移函数 X (1) 的 w al s h 变换
。

解 由 ( 2 4) 式可知

F ( 1 )一

钾
X

( 1 )

1 一 1 一

1 一 1 1

1 1 一 l

1J..111J.11
吸
1111J.1

产

l
.es
l

l
ee

;
. .、

z一。
一一
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定理 3 设F 是由 (3 )式所表示的取样函数X 的离散

的取样函数X , 的离散 w al hs 变换为

F ( , ) = B ( p ) F

其中

w al hs 变换
,

则 时移 p 个单位

( 2 6 )

B ( , )一 W一W
(。 一

斋WW
(。

( 2 7 )

证 由 ( 2 1 )和 ( 2 4 )式得
:

F (· )一

舟W X
(· )一

贵W牙
(· )

F 一 W
一 ’

`
(· ) F 一 B (。 F

其中B ( , ) 由 ( 2 7 )式所表示
。

证毕
。

称方阵 B (P )为时移 p 个单位的谱转移矩阵
。

定理 4 时移 p 个单位的谱转移矩阵 B ()P 是等于时移一个单位的谱转移矩阵 A ( 1 )的

p 次幕

B ( , ) = A君, ) ( 2 8 )

证 由于矩阵 A 是表示时移一个单位的谱转移矩阵
,

所以

A
( 1 ) = B ( 1 ) = W

一 ,

W ( 1 ) ( 2 9 )

从而

A ( 1 ) = 砰
一 `
平 ( 1 ) I = (平

一`

磷
, ) ) ( W

一 ,

W ) = W
一 , (砰

( l )

W
一 ’ )W = W

一 ’
I

( , )W ( 3 0 )

其中 I 是 N x N 么阵
,

(I
: )
表示么阵 I 时移一个单位的矩阵

。

郎

矩阵入
, ) 是矩阵 I 的第一行向下移动到最后一行

,

其它的行
,

按顺序向上移动一行

所组成的矩阵
。

由矩阵代数的知识可知
,

(I
; ) 的 p 次幕表示为 I 的时 移 p 个单位 入

p )
.

郎
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( I ( 1) )
p
= I (约

另一方面
,

几约W =

从而

( (I
, ) )

尸
= I (。 = 平

(

评 ()P

)P平
一少 ( 3 1 )

由 ( 2 7 )和 ( 3 1 )式得

B ( , )二砰
一 l

平
( ; )

= 平
一 I

W
(

J
= 平

一 ` (砰。 )

W
一 , )W

= W
一 1 ( I ( 1 ) )

刀

砰
(W

一 ’
I

( 1

W) ) (W
一 ,

I
(1

尸卜
·

(W
一
l(I

:

尸 )

= A之1 )

证毕
。

由定理 4 的证明可知有关系
:

B ( , ) = A扩1 ) = W
一 ,

I八W)
.

定理 5 设离散时间函数为X
,

则时移 p 个单位的 w al 止 变换为

F ( , )一

斋平
I (。 X 一

舟W
( I ( 1 ) ,吸 ( 3 2 )

证 由矩阵代数知识可知

X
( ; ) = I ( , )

X

由 ( 2 4)式和上等式得

F (。 一

韧
X (· )一

斋W
l

(。 ` 一

斋W
( 1 ( 1 ) ,

·

X

证毕
。

下面用例子说明
,

利用谱转移矩阵找时移取样时间函数的 w al s h 变换
。

例 3 设取样时间函数由 ( 17 )式所给的表达式
,

求时移函数 X
( 1 ) 的 w al hs 变换

。

解 由 ( 2 6) 式得

F ( 1 )二 A (一)
F

其中 A (1 )
由 (3 0) 式表示

,

且由 (3 )式知

F = I W X
8

由 ( 3 0 )式和 w a l s h 函数的性质

A ( , ) = W
一 ’

I
( l

严
二生W l

` : 、

w
8
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ō

、..............
122--2002--2-- 4

了̀..............

二 (1 )一 , (, )二一

恭

0 0 0 0

0 0 一 4 一 4

0 0 一 4 4

0 一 8 0 0

8 0 0 0

0 0 一 4 一 4

0 0 4 一 4

0 0 0 0

1

8

此结果与例 2 的结果相同
。

例 魂
一

没一取样时间函数为

、、..............,上,土,曰ō .一八J刁
.1勺自1上/叮.............

X

试确定时移函数 X
( 1 ) 的 w al s h 变换

。

解 易知

W l ( l ) =

0 1 0 0 0 0 0 1

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0 0 0

, .上1二111上,工1上,上,上

一一一一

.............../
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由 ( 32 )式得

、.1.............122--2200--2越
2...............

F (, )一

钾
I ( 1 ) ` -

1 1 一 1 一 1 一 1 一 1

1 1 一 l 一 1 1 1

l 一 l 一 1 1 1 一 1

1 一 l 一 1 1 一 1 1

l 一 1 1 一 l 一 1 1
几

甲两

1 一 1 1 一 1 1 一 1

弓.一J.占

一

1.,1

一

1上,1,生11J.二门.二,上, .二

此结果与上面例子的结果相同
。

前面介绍的是离散时间函数X ( k) 向上 (前 ) 移动 p 个单位 的情况
,

我 们可以用同

样方法建立向下 (后 ) 时移的概念
。

设 离 散 时间 函数 X (劫 向 下 (后 ) 移 动 p 个 单位
,

用 X ( k 一 川 表 示
。

记为

X (_ , ) ( k ) = X ( k 一 夕 )
.

那么
,

X
(。 = I

( Zo r
(一。 或 X (一 , ) “ I几乍

)了 (。 = I (一 2 , ) X (。 ( 3 3 )

其中 I 表示 N 义 N 么阵
,

(I
” )
表示 I 矩阵中

,

上面 Z p 行
,

按顺序向下移动到最下面 Z p

行的位置上
,

也就是说
,

原矩阵 I 中
,

下面的 N 一 Z p 行
,

按顺序向上移动 Z p 行
。

根据 ( 3 3 )式和 ( 3) 式的定义有

F (· 。一

斋W X
(· ) 一

斋W l ( 2· ) X (一 )

F (一 ) 一

斋` X (一 ) 一

斋W
l 。、 )

X ( , )

定理 6 设 F仍 与 F (一 p )
满足公式 (3 )

,

则向前时移 p 个单位 与向后 时移 p 个单位

的 w al 认 变换之间有关系

F
( , ) = B (。 B待

) F (一乃 = ( A乙碑蔺岁
1 ) ) F (一。

或

F (一 , ) “ B (一。 B乏侨(F
, ) = ( A仁 1 ) A淤 ) F ( , ) ( 3 4 )

其中 A
l( ) ,

A (一 , )分别表示向前和向后时 移一个单位的 谱转移 矩阵
,

B (P ) 与 召 ( _ 。 满足

( 2 7 )式
。

证 由 ( 2 4 )和 ( 2 7 )式有

F (一 ) 一

斋W
X (一 ) 一

贵` W (一 )
F 一 B (一 )

F

尸 ( , )

鲤
B (。 F

从而 F 二 B瑞
) F (一 , ) ,

代入上等式
,

且利用 ( 2 8) 式
,

F
(乃 = B

(。 F 二 B ( 。 B粼
, ) F (一劝 二 ( A扩, ) A苏夕1 )、 F (一。

由上等式成立
,

推得
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F(
一。 = B 一̀P) B 漪夕的 = A乙

: ) A拱F ,

证毕
。

(四 ) 二进时移与非二进时移的 w al s h 变换之间的关系

定理 7 设 F由 ( 3) 式表示
,

则二进时移 w al hs 变 换 F 田 二
与非 二进 时移 w 心hs 变

换 F (动 之间有关系式
:

F o m = D ,
F

(。 )

其中

D 二 = C
,通召飞 (怎5)

证 由 ( 2 6) 式有

F 二 B益 F ( , , : ) 〔3 6 )

另一方面
,

由 ( 13 )式有

F 二 C孟
I F e 二 〔3 7 )

比较 ( 3 6 )和 ( 3 7 )式得

B 赫(F
, )二 C奋` F 田 m

上等式两边同乘 C
,
得

F 。 , = C ,
B益F ( ,n)

由 ( 2 8 )式
,

上式改写成

F 田
, ,:

= C
” :

A鹉F ( m )会 D , F ( m )

其中 D , 由 ( 35 )式表示
。

证毕
。

推论 设 F 是由 ( 3) 式表示
,

则

F ( , , : ) = D 石I C
, n

F

由 ( 1 3 )式和定理 7 的结论
,

直接可得上述结论
。

定理 8 设 F 是由 ( 3) 式表示
,

则二进时移时间函数矩 阵 万田
。 与非二 进时 移取样

函数矩阵 X (,ll) 之间有关系式

X 。 , = W
一 ID ,)J

WX ()n) ( 3 8)

其中 D ,
由 ( 3 5 )式表示

。

证 由 ( 11 )式得

X 田二 = N W
一 I F e

,。

根据 ( 1 3 )式

巍
二一 N 砰一 c

。
F 些里述研

一 c
二

w翩
(、

( 3 9 )

由 ( 2 7 )式

W
(司 = W B ( ; , : )

利用线性代数的知识

W益一 B益W一壳
B益` ( 40 )

又由( 2 8 )式
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W 、
一舟

` A( 1) ,一“

W ( 4 1 )

将 ( 4 1 )式代入 ( 3 9 )式得

X 。 二
=评

一 `
C

。 `

通招评瓜
。 ) = 平

~

lD
,

平X 、

其中 D 二
由 ( 3 5) 式表示

。

证毕
。

( 3 8) 式可改写成

X(
,)l) 二 W

一 ID护W万 。
,。

( 4 2 )

二
、

解 差 分 方 程

在系统分析中
,

对于一个离散系统的变化状态
,

可以用差分方程来描述它
,

在分析

此系统的变化状态时
,

需要解此差分方程
。

当然
,

用 Z 变换方法 或其它 方 法解 差分方

程
,

也可以达到 目的
。

此处是用 w al
s h 变换方法解差分方程

。

设有 k 阶线性的差分方程

a *夕( n + k ) + a *一 ,夕( ” + k 一 1 ) + … + a 。夕( ” ) = x ( n ) ( 4 3 )

其中
a ` ( i “ 0 , 1

,

2 , … ,

k) 是任意常数
,

x( n) 表示系统的输入信号
,

抓 n) 表示系统的输出

信号
。

现用 w a l s h 变换方法解 ( 4 3 )式
。

把 ( 4 3) 式写成矩阵的形式

a *即(* ) + a k一 !公 (*一 1 ) + … + a l犷( 一) + a o沙二劣 ( 4 4 )

其中 狱
, ￡ 表示取样函数的列矢量

,

叭
。 ) (。 二 1

,

2 , … ,

k) 表示时移 m 个单位的矩阵
。

法一
,

如果用 Y
,

X 分别表示 犷
, 劣 的离散 w al hs 变换

,

那么
,

由定理 3和 定理 4 知

(Y
。 `
) == A a )Y ( 。 = 1 , 2 , …

,

k ) ( 4 5 )

其中 A ( ; ) 由 ( 3 0 )式表示
。

将 ( 44 )式两边进行 w al s h 变换
,

并利用 ( 45) 式得

〔a o
A产

, ) + a卜 , A产石
, + … + a

碑 ]Y = X ( 4 6 )

其中 I 表示 N x N 么阵
。

由 ( 4 6 )式得

Y = [
a o

A&(1
) + a 。一 I A广6

’ + … + a 1
A

(: ) + a o
I J

一 ,X

= H X ( 4 7 )

其中

H 二 [
a *

A广
, ) + a 。一 I A矛6

, + … + a 1 A ( 1 ) + a o
l ]一 ’

k

= [习
a `

A }
l )
]
一 `

扩, 0

( 4 8 )

其中 A尸
1 )二 1

.

H是系统的传递函数矩阵
,

求 ( 4 7) 式两边的逆变换得所给差分方程的解

。 N 平
一 , Y = N平

一

IH x 二 N平
一 ,

礁平二 = w
一 i

H w 二

Z V

( 49 )

法二
,

将 ( 4 4 )式两边进行 w al s h 变换得
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a *

Y (
* )+ a 卜 1

凡
一; )+ … + a ;

Y (
, ) + a

y0 == X ( 5 0 )

其中 Y
,

X 分别表示 g
, 劣的 w a l

、
h 变换

,

(Y
, )
表示时移 l ( l = l

,

2
,

…
,

k ) 个 单位 的 矩阵

犷( , )的 w a l s h 变换
。

利用 ( 3 2 )式
,

由 ( 5 0 )式得

斋!息
一W l `1 )

〕
, 一

斋W x

二 (息
一 1 0

1 )

)
, 一 W x

上等式两边同乘
(昏

`

几--) “ 一
得所给方程的解

:

犷 = G劣 ( 5 1 )

其中
! )

)
-了̀吸、

一一`

( 4 9) 与 ( 5 1) 式是相一致的
,

因为
血

W
一

三H
一 1

砰 = 习
a `

W
一 ’

次
, )牙

万留 O

由 ( 2 8 )

由 ( 2 7 )

盖

习
a `

W
一 , B ( `月

厂

f = 0

k

习
a `

平
一 i

平
一 ’
W

(` 》
V

` = 0

花

刁
a `

(砰
一 , ) 21 (` )

砰
2

官二 0

掩

= 习
a ` ( I ( l ) )

`

公二 0

对上等式两边求逆矩阵得

(W
一 ,

H
一 i

平 )一 ` = W
一 ’

H砰二 `

法三
,

设方程 ( 4 3) 的解是如下的递推公式

乡( 。 ) = 习 b l x ( n 一 l )
I = 0

( 5 2 )

其中 b , ( l == 0
,

1
,

2 , … ,

N 一 1 ) 是待定系数
,

N = 2 ,
.

设 Y
,

X 分别表示 犷
, 出 的 w al hs 变换

,

而 g
,

劣 分别表示由序列 班的
,

x( 川 所组成

的列矢量
。

现将 ( 52) 式两边同时进行 w al , h 变换
。

利用 (2 4) 和 (2 6) 式
,

有

N一 1

Y 二 习 阮X
l = O

(一 , )二 习 b ,

(B
一 , ) X = 习 b ,

A+(l
】 ) X = 万X ( 5 3 )

其中
刀六 l

万 = 习
, = 0

在 ( 54 )式两边左乘W
,

右乘W
一 , ,

b , A吞
1 )

根据 ( 2 8 )
,

( 2 7 )和 ( 2 9 )式
,

有下结果

( 5 4 )
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N 一 1

平万『
一 ’ 竺 习 b,

评 A乙
一

,

尸
一 ,

I = 0

N ~ l

二 习 b ,

W
( _ ,

尸
一 ,

l = O

N一 l

二 习 b ,
入

一 ,

尸详
一 ,

l = Q

刃一 l

二 习 b , I东
1 )

I = 0

对于任何一个矩阵对
,

容易由 ( 54 )式确定系数 b , ( l = o , 1
,

2 , …
,

N 一 1 )
,

从 而 得到

方程 ( 4 3 )的解 ( 5 2 )
。

在线性系统分析中
,

经常可以见到如下的差分方程

几J占 I K 一 1

万
。 a `“ ( ” 一 ` ) 一属“ , x (” 一 j ) ( 5 5 )

其中 序列 {x(
。 一 j ) }

,

!抓
n 一 ` )} 分 别表 示 系 统 的输 入和 输 出的 离 散 时 间 序列

。

a `
(犷= o

,

1
,

… ,

M
一 1 )

,

b j ( j = 0
,

1
,

2
,

… ,

K
一 1 ) 为常数

,

材
,

尤为 自然数
。

用列矩阵形式去表示取样函数
,

那么
,

( 5 5) 式可改写成

对一 I K一 l

习
a 、

g 、 一 ` ) = 习 b ,老 (一 , )

i , o j = 0

( 5 6 )

如果用 y 和了分别表示 犷和 必 的离散 w al hs 变换
,

由定理 3 和定理 4 知

(Y
_ `

=) A扣
)
Y X (_ j) 二 A吞 1 ) X

将 ( 5 6 )式两边同时进行 w al
s h 变换

,

再根据 ( 57) 式有

( 5 7 )

(氢
一 A 、 1 )

)
Y 一

(瓜“ , A乙
: )

)
X

( 5 8 )

由 ( 5 8 )式得
:

Y 一

(习 a 、 4之
一 : )

f 二 0 )
一`

(置
“ , A乙

1 )

)
X 一 N X ` 5 9 ,

尹;中

N 一

(置
。 :

座。
一

1 )

)
一`

(习 bj A之
j = 0

1。

)
一 H万 ( 6 0 )

( 6 0 )式为系统的传递函数矩阵
。

求 ( 5 9) 式两边的逆变换为所求差分方程 ( 5 5) 的解
。

由 ( 4 8 )
,

( 5 1 )和 (6 0) 式可知
,

用上述方法解差分方程的过程中
,

都牵涉到求一个矩

阵的逆矩阵问题
,

为此
,

简单介绍一下求一矩阵的逆矩阵的方法
:

利用对矩阵施行初等行变换求其逆矩阵
。

设 E 是 N x N 方阵
,

I 是 N 又 N 么阵
,

通过对长方矩阵

厂E I J

施行初等行变换
,

使之

f E I 了二 f l P J

则 P = E 一 , .
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在 ( 43 )式中
,

如果
n = a2 ( a 是非负整数 )

{0
,

1}
,

那么
,

沉一 l

且 二 = 习 价 2
`

( m 为 自然 数 )
= 0

, + z 二 n
o

z , : = 0
,

l
,

2 , …
,

Z
a 一 l

从而 ( 4 3) 式改写成

习 az 夕 ( n
o

z ) = x ( n )
z 二 0

其中 k < aZ
.

设 g ( n )
, x ( n )的 w a l s h变换分别为 Y ( l )

,

X ( l )
,

而y ( 。 O
: ) 的 w a l、 h 变换为Y由

,

( l )
,

由 ( 1 2 )式得

Y e
二

( l ) = 甲
a l ( l

, z ) Y ( l )

因而 ( 6 1) 式经过 w al s h 变换之后为

习
a z

平
a l ( l

, z ) Y ( l )二 X ( l )
之 = 0

自p

Y ( l )

求其逆变换为所求方程 ( 4 3 )的解
。

一 、 ( , ) `

分
。 ;

附
a , ( ,

, 二 )

Z 之 = O
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