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形状
。

然

奔 冬丈首先研究 了当某种图 形在给定 网格上平移时
,

可能 出现的 j乞

杯殆扭
,

利用此结果
,

可以用机器人的触觉系统区分 已知物体底面 的

后
,

我们得到 一种用触觉 系统 判别未知周 形的方法
。

并讨论 了利用多

次接触物体
,

使机器人
“

学会
”

识别未知物体精确形状的理论
。

近年来
,

人们除了研究机器人的视觉系统
、

听觉系统
、

嗅觉系统以外
,

对机器人的

触觉系统也 开始了研究
。

在高温
、

高压
、

污染性强
、

能见度差的恶劣条件下
,

利用触觉系

统识别物体或把物体分类
,

比用其它方法有 更多的优 越性
。

而且触 觉系统结构比较简

单
,

造价比较低廉
,

便于在工业 自动化或科研上广泛应用
。

最简单的触觉装置是在一个工作台上安装 。 x m 个触点为方形的按钮
,

把整个工作

台看成是一个 。 x 二 个格点构成的网格
,

或看成是一个 。 x 。 矩阵
。

一个物体放在工作

台上
,

则被物体压住的按钮构成了一个值方图
。

(设物体底面的图形为` ,

则网格牛与
` 有重合点的格点所组成的图形畔作图形 G 在给定网格上的道方图

。

道方图的边界是由

直线段构成的
。

) 相应于这个道方 图
,

按钮开关向机器人电脑输入一个信号矩阵
。

如果

开关接通的地方作为 1
,

不接通的地方作为 。
,

则矩阵中的所有数字 1就表示了物体底

部形状的值方图
。

机器人电脑通过处理这些信号矩阵
1

可以达到分辨不同图形的目的
。

当同一物体摆在接触装置上的不同位置郎同一图形位子方形网格的不同位置时
,

它

的直方图可能是不同的
,

从而信号矩阵也不同
,

这就给电脑处理这些信号带来了困难
。

本文定理 1讨论了某一类图形在网格上平移时
,

究竞可能产生多少种不同的直方图
,

这

些直方图各是什么形状
。

这样
,

电脑可以事先存赊待处理物体的所有可能出观的道方图

形状的信息
。

当工作台接触某一物体肘
,

如果此物体在按钮网格上产生的道方图与电脑

存赊的某道方图的形状相同
,

则可以判别这是待处理物体
,

否则不是
。

这就达到了对物

体选择
、

分类的目的
。

但这仅仅是知道了物体的形状
,

然后用触觉系统分类的情形
。

如果事先不知道物体

的形状
,

如何用机器人的触觉系统进行识别呢?

我们知道
,

用电脑处理图象时
,

往往用方形的格点 (象素 ) 所组成的真方图来代替

图象的形状
。

象素越小
,

由象素组成的直方图越接近原来图象的形状
。

而接触系统的象

素是由接触开关做成的
,

每个接触开关触点的面祝不可能做得像电视屏幕上的象素那样
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小
,

接触开关的排列也不可能像电视屏幕上的象素排列的那样密 ; 但接触开关太大
,

喊

方图就不可能精确反映出原图形的形状
。

我们能否在接触开关触点面积比较大
,

排列比

较疏的情形下
,

采取增加接触装置与未知物体接触次数的方法
,

从而使机器人
“

学会
”

识

别未知图形的较精确的形状呢 :

处理方法
。

定义 1 图形 G

本文定理 2 讨论了这个问题
,

并给出了一种简单易行的

见图 1
.

设在网格上画有一个闭曲线围成的图形
。

我们用两条水平线和两条垂道线分别从上下和左右向此

图形平移
,

直到各道线与图形有交点 A
、

B
、

C
、

D 为

止
,

其中月
、

B
、

C
、

D 畔作临界点
。

以平行 网格 线的方

向建立坐标轴
,

如果曲线 A B
、
B C

、

C D
、

D A 分别都是单

调曲线
,

则此图形畔 做由单 调曲线 围成的 图形
,

记为

G
.

如圆
、

椭圆
、

凸多边形等
。
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设平面 N 上画有 m 行 m 列间距为
a 的网格

,

每一个边长为
a 的方格称为格点

,

本文

用大写字母少表示格点
。

设另一平面 N
’
上也有间距为

a 的网格
,

并画有图形 G
.

把 N
`

与

N 重合
,

并使它们的网格线互相重合
。

这时平面 N 上与 ` 重合的图形
,

称为 G 在N 上的

初始位置
。

现在考虑 ` 在网格上平移时
,

在平面N 上可能产生哪些形状各异的道方图
。

L月

引理 1

在平面 N 的网格上沿网格线建立坐标系
二

沟
如图 2所示

。

记此 坐标 系 第一 象限 中 的 格点

姓 B C D 为少
.

显然牙内所有点的横坐标 与纵坐

标都不小于 0
.

设格点少 中有一递减曲线 E F
,

此曲线与格点边界所围 成的图形 A B E F 如图 2

所示
,

记 为黝
.

在 与牙关 于 A 点对 称 的 格 点

M N 刀L 中
,

作一个与刃关 于 A 点对称 的 图 形

H G A L
,

记为护
,

格点 M N A L 中不属于笋的图

形记为芳
“ .

令功在平面N 上平移
,

取刃上的 A 为

参考点
,

我们有下面的结论成立
:

, , `

lllll E 少少少少

{{{旦
_

““ 刀 刃

褂褂iii刃
尸

、 、、、、

释释释
、 bbb
_____

竺止 _
...

BBBBB
’’

···

`̀

N

图 2

当刃平移到使 A 位于夕内的任一点时
,

勿在此位置上的图形记为勿
’ ,

则勿
`

总与格

点夕有重合点
,

记为
.

刃
`
n 少笋也 当刃平移到使 A 位于子

刃

内的任一点时
,

汤
`

总与格点

买没有重合点
,

记为 刃泊 户 = 功
.

证明

见图 2
.

设 E F 的曲线方程为 夕= l( x)
,

( O ( x 《 a)
.

丫 曲 线 H G 与曲线 E F 关 于 A 点对 称
, … H G 的曲线方程 为 , = 一

j(
一 x)

,

( 一 a ( 一 公 ( 0)
.

对 v 口〔 尹
,

设它的坐标为 x = 一 b
, 夕= 一 d ( 一 。 《 一 b《 o 且

一
f(

一 b) 《 一 d ( o )
,

那么与 Q关于 A 点对称的点 r 〔 如
,

且尸的坐标为 x = b
, y = d ( o ( b ( a

且 。《 d 《 f (b ) )
.

当劣平移到使 A 与 Q重合时
,

相当于把旧坐标系 x 刀y 向左平移 b
,

向下平移 d
.

刃在此
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位置上的图形为 为
` ,

如图 2 虚线 月
,
B

’
F

`
E

`

所示
,

习上的点尸平移到 匀
’

上的点 尸
, 。

设新坐标系为 犷月
,

犷
,

新旧坐标系的坐标有 如下关系
: x 二 二 , 一 b

,

夕 = 犷
一 d

. ’

: l)I 在新

坐标系下的坐标为二
`
= b

,

犷二 d
,

… 尸`

相对于旧坐标系的坐标为
x 二 b一 b = O

,

刀= -d
·

d = 0
.

郎 I
’ = A

,

又全
`

曰易
r ,

刀任 尹 …豹
`

n 夕 踌功
.

对 V O 〔尹
, ,

设它的坐标 为
x = 一 b

,

, = 一 d

( 一 a ( 一 b《 。 且
一 a
镇

一
d <

一
f(

一
b) )

,

那么与

O 关 于 A 点对称的 点尸 的坐标为
x = b

,

夕= d

( o ( b 《 a
且 f ( b ) < d ( a ) 官口f ( b )

一 d < o ( 1 )见

图 3
.

当刃平移到使刃与 Q重合时
,

刃在此位置

上的图形为 功
’ .

刃上的递减曲线 E F 平移到刃
`

上的 E
’

F
` ,

它在新坐标系下 的方程为犷二 f( x ,

)
,

并且仍是递减的
。

新坐标系犷才犷与 旧坐 标 系
x A y 有如下关系

: x = x ` 一 b
, 夕= y’ 一 d

.

在新 坐

标系中
,

我们把 禽
`

中的所 有点 按横坐 标 小于

b
、

等于 b 和大于 b 分成三部分
:

刃卜 { ( x
, ,

夕`

) ! o ( x `

< b ; o ( g , 《 f (
x `

) }

为二= {(
二 ’ ,

夕
,

) }
x ,
二 b ; O簇刀

,

( f ( b )〕

刃二= t (二
` , g `

) ! b < x ` ( a ; 0 ( , `
( f (

x ’
) }

lllll 刃刃
lllll

飞人人lllll AAA

lll互
,,,

擎擎擎
一

尸
`̀

、、、 一F
`̀

习习习 _ _
...

’’’

G
`̀

图 3

而 勿
’
二

`

匀 { U刃二U勿二
.

如果我们把 功
`

中的点用旧坐标系的坐标表示
,

则有

刃
`
= { (x

,

功 卜 b ( 二
< ;0

一 d ( , 簇 f ( x)
一
司 U {(二

,

功 }二 = 叱 一 d ( , 《 f ( b )
一
司 U { x(

,

妇 10 < 二簇 。 一价 一 d 《 y 蕊 f( x ) 一 司
.

注意到夕 = 毛x(
,

功 10 ( 二 ( ;a 0 ( y ( 好
.

丫黔 {中

所有点在!日坐标系中的横坐标都小于 。
,

…刃 {门夕 = 功
.

由 ( 1) 式
,

刀二中所有点 的纵

坐标 f ( b)
一 d < o … 刃二n 买 = 功

.

又 E
`
F

`

的方程犷= f (犷 )为递减的
, . ’ .

当b < x’ 时
,

f (
二 ` ) < f ( b )

, . ’ .

勿石二 { (
x ` , 夕`

) }b < x
’

簇 a ; o ( 夕
`《 f ( x

护

) < f ( b ) } = 夏( x
, g ) }o ( 二 `轰a 一 b ;

一 d 《 y < f( x) 一 d < f (b ) 一 d < 0}
, …刃二中所有点的纵坐标也 都小于 。

二
,.刃 4 n 少 = 功

LG

对图

:
.

刃
`

n 夕 二 (刃 { U刃二U刃石) n 乒 二 (刃 {门夕 ) U

(匀三门多 ) U (匀二n少 ) = 必

注 在以 通 B 为 二轴
,

月D 为 夕轴 的 坐 标系

中
,

如果 E F 是递增曲线
,

我们可以以 B 为原点
,

以 B A 为 x 轴
,

B C 为 y 轴建立坐标系
,

这时 E F

就是单调递减曲线了
。

见图 4 ,

与引理 1 的讨论相

同
,

在与格点少关于 B 点对称的格点 N M L B 中作一

个与刃关于 B 点对称的区域尹
,

类似地定义下
“ .

取

刃上的 B 点为参考点
,

令刃在平面 N上平移
,

平移

后 的 图形 记 为 少
` .

则 B 〔 尹 时
,

少
`
门少护由

B 〔少
,

时少
`
n 少 = 必

.

弓!理 2

找找厂厂
·

夕夕

BBBBB

臀臀月月月月
召A

当引理 1 中的M N A L 速同它上面的夕
、

夕
’

平移到平面 N 上的任一位置M
`N

`

兀
’

刀



学 学 报大
ù

技科一防
.

国1 14

时
,

少或少所 在的 平面 N
`

上必存在 一个 参 考 点

侧 门 , 沪由
。 任沂

亡

时
,

少
`
n 牙 二 功

.

e ,

使 得 当少 平 移 到
e 〔梦 时

,

证明

见图 5
.

设 。 是 N
`

上任一给定点
,

夕未

平移时
, e 与平面 N 相重合的点记为 K

’ .

当少

在平面 N 上平移
,

使夕上的 A 点取遍 N 上的区

域 H G A L 中的每一点时
,

则 , 所在的平面 N
’

上的 e
点也取遍 N上某区域 H

`
G

’

K
,
L

`

中的每

一点
。 ’

: 平移过程中
,

夕上的点 A 与点
e 的相

互位 置 不 变
,

… H
`

夕 K
,

刀 中 的 每 一 点与

H ` A L 中的每一点一一对应
,

郎 H
’

G
`

K
`
L

`

的

乙乙
怀又又

添添HHH
,

民么么么
!!! KKK

.

坏
,,

眨眨眨
N

lll

,,,

`̀

LH

N图

形状与 H ` A L 形状完全相同
。 ’

: A 任H ` A L 时
,

少
`
n 尹子功

,

… 。 〔 H
`

GI K
`
L

`

时
,

夕
,

门户沪 必
.

同理可以讨论
。 任M

`
N

`
G

,

H
`
时

,

夕
`
n 户 = 必

.

因此 把 M N 刀 L 平 移 到

使且与 K
’
重合便得到 M

’
N

`
K

`
L

r
.

由 e
的任意性

,

K
’

可以是 N 上的任 意一点
,

因此

当M N A L 平移到使 A 与 N 上任意一点 K
’
重合时

,

都可以在少或少所在的平 面上找到

与 K
,

相重合的点
e
作为参考点

,

使之满足 此引

理要求
。

弓l理 3

夕的形状与少的形状相同
,

但方位相差 180
0 .

若引理 1 中格点夕中的曲线 E T F 不是单调

的
,

设 E T 单调递增
,

T F 单调递减
。

曲线 E T F

与格点边界所围成的图形 月B F T E 如图 6 所示
,

记为少
,

则我们有下面的引理
:

引理 弓

在与少关于 A点对称的格点 M N 月 L 中
,

作

一 曲线 H S 与买 中递减曲线 T F 关于 A 点 对称
。

!!!!!

尹兴兴兴兴兴兴兴!!!!!
’

砚一 }C
,,,

。。 。

卜卜
’

砚一 }}}}}

撇撇撇
A
刹刹

`̀

一一一
.

1
...

lll

刀刀刀
,

!!!lll

lllllll}}}
’’’’’’’’

犷 B ,,声声 c

飞产甲甲甲

图 6

过 S 作 S F 与 月 L 平行
,

把图形 H S厂月 L 记为尹
,

把格点 M N A L 中不属 于沂的 图形

记为 不气 取少上的 A 为参考点
,

令夕在平面 N 上平移
,

平移后的图形记为少
` .

则我们

有下面结论成立
:

A 任尹 时
,

少
`
n 少 笋衍 刁任于

。

时
,

夕
`
门牙 二 功

.

证明

坐标系 x 刀万如图 6 所示
。

设曲线 E T 的方程为 y 二 切 ( x)
,

它是递增的
。

设曲线 T F

的方程为 , 二 f( x)
,

它是递减的
。

其中 T 是曲线 E T F 的最高点
,

设它的坐标为
x = c ,

夕二 h
.

则与 T 关于A 点对称的点 S 的坐标为 x = 一 c ,

夕“ 一 h
.

1
.

当Q 〔 夕时
,

设 Q的坐标为 x = 一 b
,

夕 = 一 d
.

先讨论 Q的横坐标大于或等于
一 c 的

情况
:

当
一 c 《 一 b ( 0 时

, ’

: Q 〔 尹
,

… O 的纵坐标
一 d 必须满足

一 a簇 一 h簇 一 d ( 0
.

郎

c 一 b> O ,

h 一 d > 0 ( 2) 当夕平移到使 A 与 Q重合时
,

相当于把旧坐标系 x A夕向左平移 b
,

向下平移 d
,

夕在此位置上的图形为夕
,

.

设新坐标系为 xl A
,

犷
,

新旧坐标系 的坐标有

如下关系
; x “ x’ 一 b

,

y = 犷
一 d

.

我们把 ,
`

分成了三个部分
;
夕

,

二夕 { U , 二U , 基
,

其
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一
-

一
丝里旦

一

中

, l= { (
x ’ ,夕 ,

) 10 ( x `

<
e ; o ( 夕

’

《 切 ( x
,

) }

, 二= {(
x ` , 夕,

) !
x ,

二 c ; o 《 夕
`

( h }

少续二 {( x’
,

犷) }
c
< 了 《 ` 0 ( 犷簇 f (犷 ) }

如果把少麦用旧坐标系的坐标表示
,

则有

, 左二 {x(
,

功 !二 = 。 一 阮 一 d ( y ( h 一 心

郎 夕二中至少有一 点 尸 (c
一 b

,

h 一
d)

,

由 (2 ) 式可知
,

它的横 坐标 x = ` 一 b> 0 ,

纵坐标

, = h 一 d > o ,

因此 尸〔 牙二 {(x
,

功】x > o , y > 0} …少主n 买 沪功 :
.

少
r n 乒特必

.

当 O的横

坐标小于
一 c 时

,

其讨论与 引理 l 相同
。

D C

2
.

当 Q任尹
,

时
,

过 T 作 T附平行 A B
,

如图

6
,

则曲线附 T F 是单调递减的
,

且图形 A B F T不

与芳关于 A 点对称
。

由引理 1
,

当 A B F T才 在 平

面 N 上平移
,

且参考点 A 任沂
“

时
,

有 刁B F T附门
,

= 功
.

现 在夕 是 A B F T砰 内 的 一 部 分 图 形
,

:
.

月任沂
“

时
,

夕
`
n 少 二 功. 注

:

如 果在 与牙 关于

B 点对称的格点中
,

仿此引理作出尹和护
“ ,

则我们

可以得到类似的结论
。

见图 7
.

弓!理 5

TTTTT FFF

尸尸卜\\\\\
’’

BBB

墓瑟瑟犷犷犷
~

夕
c sss

N

图 7

当引理 4 中的 M N A L 速同它上面的沂
、

尹
“

平移到平面 N 上任一位置时
,

少或少所

在 平面 N
’

上必存在一个参考点
e ,

使得
e 〔 尹 时

,

少
,

n 尹铸也
e 〔 尹

“

时
,

少
`
n 夕二或

根据单调曲线围成的图形 G 的定义
,

我们可以 把少看 成是口的 某个 部分
,

也就是

说
,

初始位置时 G在 N 上某格点笋内的图形就是少
.

其中引理 4 中的少是吞的临界点附

近的部分图形 ; 引理 1 中的夕是以 G 的单调曲线为边界的部分图形
。

这样
,

引理 1至引

理 5 中的少可以用 ` 来代替
,

结论中的 乡
`
可以用平移后的 ` 来代替

,

代替后的相应引

理这里就不详述了
。 -

定义 2 变换 吵

设平面 N
’

上的两条 水平 线和两 条垂道线 已把图 形 G 的边界 曲线分
_

成单 调曲线

月B
、

B C
、

C D
、

D 月
,

其 中 A
,

B
,

C
,

D 是临界点
。

变换 沪是指把临界点
“

拉成
”

长

度为
a
的临界线段的变换

。

郎把曲线 月 B 向右平移距离勺 把曲线 D C 向下平移 距离 。 ;

把曲线 B C 向下平移距离
a
同时向右平移距离

a
.

这样所得图形 A A
,
B

’
B
朋

C
”

C’ D
’

D 记为 G
份 ,

见图 8
.

有时某条单调曲线 可能缩成

一点
,

这时仍能进行变换 功
,
见图 9

.

G
.

在每个格点 尸: ,内的图形记为夕为
,

本文中
,

经过变换 沪的图形用大写字母加
*
号来表示

。

变换 砂
:

N
,

, N
`

G ! , 叭口 )会` “

经过变换 叻之后
,

G
劳

在每个格点内的图形少犷
, 的边界曲线都是单调的了

。

同时
,

我们也定义 叻的逆变换 劝
一 , ,

它是把长度为
。 的临界线段

“
压成

”

临界点的

变换
,

郎把曲线A’ B
’ 、

B
“
C

“ ,

CI D
`

按叻所定义的反方向平移距离
a .
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`
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口口口日日曰曰口口尸尸口口日日口口

口口口园园
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`
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口口口图图沙认认口口222 口口口口
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口口只怜怜冈冈冈冈图图

莎莎莎莎阮
,,
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厂厂厂口口
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一一一一一一一C

`
一 C 一一一一一一一一一

压压压「一一
: l ,,

口口
{{{ {{{

}}}万万口口口口口口口口口口门门口口匕匕卫为为为为为为为为为

四四四团团国国日日口口口口门门口口
止止止目目匕
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口口口圈圈口口国国团团口口门门口口
口口口旧旧圈圈口口口口口口 ]]] ]]]
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口口口日日口口口口 ]]] ]]] 口口口口

一卫~

招匕
-

口口口口口口口口口
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少少少刁夕夕日日国国图图国国
盼盼盼匕

G
,,

口口圈圈圈圈写写
招招招卜/ 州州曰曰曰曰团团团
}}}训训卜多川川国国团团口口口口
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lll
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亡亡
`
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图 9

变换 功一主 N
’

) N
’

` 奋 I , 沪一 , ( G
铃

)

定义 3 旋转变换 0

变换 。 是在平面 N
`
内把格点 尸 :

,速同里面的区域 , 了,旋转 18 0
“

的变换
。

变换 8
:

N
,

, N
`

少梦1 1, 0 (少了z )

定义 4 映射甲

映射 甲是指把 N
’

上的所有 0( 少升 ) (l’ ,

j = 1
, 2 , …

,

。 ) 保持图形不变
,

平移到平面 N

上某一个边长为
a 的正方形区域 尸。内的映射

。

这时 0( 少犷)j 的边界曲线把 I 。 分成若干

区域口
, ,

口 : , … ,

口 l, 其中 l 是有限数
,

它与网格间距的大小和图形 G的形状有关
。

映射 甲 : N
,

, N

0 (少犷j ) I
·

, 甲
。

0 (少了z )

定理 1

设 S 是 0P 内任意一点
,

当 N
’

上的给定参考点
e
与 S 重合时

,

N
`

上的图形 G在 N

中网格上的直方图记为 H ( S )
。

我们有下面的结论
:

若 S 〔 口
, ,

S , 〔 口
v

( , = z
, 2 , … ,

l ) 则 H ( S ) 与 H ( S , ) 的 形 状相同 ; 若 S 〔 口
v ,

S
,

C 。 , ( v 笋 “ )
,

则H ( s ) 与H ( S
`
)的形状不相同

。

证明

由映射护的定义可知
,

少育
, 的边界曲线都是单调曲线

,

由引理 1至引理 5 可知
,

每

个区域 甲
。

以少了)j 就是各 引理 中的 夕 `了,

也 就 是 说
,

当参 考点
e 位 于 S 任尹 ` j 时

,
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` n尸` j笋功 ;当
e位于 S〔 夕行时

,

G n l ` j ` 必
.

考虑 尸。
中某个区域口

, ,

如果

S 〔 门 甲
。

6 (少贯I ) 二 n 尹 ` j

( ` ,

j ) e
M

,

C M ( i
,

j )
`
M

`
C M

其中M = {l(’
,

j ) }i = 1
,

2 , … , m ; j = 1
,
2

,
一

, 。 }
,

M
r

是M的某个子集
,

它由使 S 〔 甲
。

以 , 贯, )

的一切 (l’
,

,’) 所组成
,

则这时 G 与所有的 I `
j( ( `

,

j) 〔 M
`
) 有重合点

,

郎H ( S ) 是由所有

的格点 尸` j ( l(’
,

,’) 任 M
`
)所组成

,

这就告诉 了我们 H ( S ) 的形状
。

如果某个点 S
`

也位于

口
,

内
,

因为

夕 〔 n 尹 ` j (这里M
,

和上述子集M
`

相同 )
( i

,

j ) e

M
,
C M

所以H ( S ) 与H ( s’ )的形状相同
。

若 口
,

和 口
,

是 尸。
内两个不同的区域

,

则 口
,

与 口
,

之间至少有一条 尹 `oj
。

的边

界曲线把 口
,

和 口
,

分割开
。

当 S 〔 口
,

而 夕 〔 口式
v 子川 时

,

S 与 夕 两点 中必然有一

点在 尹 i0j
。

内
,

另一点在 夕 f0j
。

外
。

S 〔 护 10 5
。

绮G 门P 、。 s。 子必井万 ( S ) 含有 F s o j
。 ; 一

S
,

偌尹 `。 j
。

冲 s , 任尹几j
。

片 G n 尸`。 j
。
= 功井H ( S

,

) 不 合 有 厂`。 s
。

仓p在 月 ( S ) 与

H ( lS )这两个道方图中
,

有一个直方图合有格点 I `oj
。 ,

而 另一 个直 方图不合 有格点

尸` i0
。 ,

这说明 H ( S )与 H ( S ` )的形状不相同
。

例

设平面 N 上画有间距为
a 的 3 x 3 网格

,

平面 N
`

上画有间距为
a
的 3 x 3 网格和图

G
,

这个 G 是半径为 R =
粤

。 的圆形区域 (取圆形是为了作图方便
,

实际上取任何形状
’

一
’ `

一
’

一
一

4
’

- - 一
-

-

一
一

~
、 ’

一 一
’

一 一
”

’
-

-

- - - - -

一
’

一

的由单调曲线围成的图形都行 )
。

G 的初始位置如图 10 所示
。

取 ` 的圆心为参考点
。 ,

取格点 尸2 :
为 尸。

.

变换 甲 :

N
尸

, N

“
l, 甲 (̀ )会 G

,

见图 11

变换 0
:

N
’

, N
`

, r s ! , 口( , 了s ) 见图 12 、

映射 沪
:

N
`

) N 的 0P 0 ( , 育j ) l, 切
。 0 ( , 犷j ) 见图 23

岁岁岁岁岁岁岁岁岁岁岁岁岁岁岁岁岁岁岁岁岁 )
,, :

览览览览览览丫丫丫煞
’’ 一

lP
,,,

橇橇窿窿叠叠叠叠叠叠叠叠叠叠叠叠
lllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllll

侧侧侧侧侧侧侧侧侧侧侧侧侧侧侧侧侧侧侧侧侧侧侧侧;;;;;簇簇簇簇簇簇簇簇簇簇簇簇簇簇簇簇簇簇簇簇簇 葬葬葬葬葬葬葬泉泉泉纵纵 几几几几几几几几几几几几几几几几几几几
................................. , .....

么么么么么么么么么么么么么么么么么么么么么藤藤
’

瞬瞬瞬瞬瞬瞬
PPP : ---

几几 几几几 饱饱通通萝萝萝萝萝萝萝萝萝萝萝萝萝萝萝

每个 中
。

0( , 了,.) 记为护
` , , 夕 、 , 的边界曲线把 尸。

分成若干区域幻
,

图 1 4 (图中用 1 , 2 , … 代替口
; ,

口 : , … )
。

,

口 : , 、 · ` : ,

口 2 , ,

见

如同在地图上标写等高线一样
,

我们把每条曲线都掺上它是哪个尹
` , 的边界曲线

。

对某个口
,

只要看它是由哪些尹
` , 相交所成的

,

郎可求出当参考点
e 位于 这个

一

区域内任
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一点时 G所对应的值方图
。

例如
,

若 S 〔 口 : ,

郎

lllll

、
3

{{{
lll 宁亏亏

腻腻
lllllll

!!!!!!!

!!!!!!!

lllllll

lll 止与与与
lllll

产
。 : , ’

气气
}}}

: 。。。

lll_ _ _ _____

图 1 4

S 〔 尹 1 1门尹 , : 门尹 : , 门尹 2 2

厅 ( s) 是由格点 尸, , ,

尸1 2 ,

尸2 , ,

尸2: 组成的
,

写成矩阵形式

f
l ` 。、

11
“ `S , 一

}“
0

}
\ 0 0 0 1

( S 〔 口 , )

同理
,

我们可以写出 尸。
中所有区域 口

,

(拜 = 1
,

2
, …

,

29 ) 中的点 所对应 的 G 的直方

图矩阵
:

`、,.....了
矛、

!
产,土J.1汽U

J.上,土八U,土弓土n八曰11八Uz̀.....、
、

口

1土, .一n了万.....、、

口

、、....声了、、....,产、、....,夕
,111八口门
ù,土门
ù
nén
ǎ
O

口 “

111占nUZ

!
、、

,1, .八U
J

了̀...、、

口

、、..,,/、、1...声、

!
尸

、 ....,尹、、...,产000110120101111
J̀人,.ùné1上,工八U万了...,、

马

11,上n
ù1.一, .占11tl, .1工1上,上1二ó门ùOn

ù)Iù,上n甘1上,l,1ēU
` .上,孟了口....、

ó

5口

、....,声八U,1八口
. .111J.土ō .11孟,1

、龟...刀尹、、....声、、J....声nU刁.11上八U000
, .一1工

,1了11
.
1,上ù .占J.上

...JZ几飞Z百.tL吸、

口 ! 2 :

、、、..̀口,/、 .̀...̀产1汪一
,

ǐ

了山ǎ .ǔ

111王
,4
于

, .去,土1上t上,.一
门

t乙/万....、
.

了.1浅

:
,

孔̀n巧
ō口口

、、.界.护产、、...,产门土,土八U峨1,ltl
`

了...、、
才
价f̀.f几、

口 ! :0

口 1 4’l

0 1

0 1

0 l

1
一

1

1 1

0 1

口 1 6 :

,土1占J.上八“ō.人ō .上百了...吸、

口

11ō.占1上1工

、

éó
O八曰

0 1 1

了̀...t、

口O口

了.......、、叮了....、了.....f、

么几外

土百月.上1
.

on
à
0

了夕.......、 、

口 2 :4

,

、1...万产0
,1J
..一.土1工, .占八曰,In了

..tf..、、

,曰内̀口

、

!
户

nU,
.

1ǎ日ln
ù,上1上了了.卜.龟、

口
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一

(
{ )

式 1 1李

))
。28 :

(: :
一

))
U n 111上

J

了... 龟、

ó̀q `口

、飞..... 夕产 n甘, .一00110,ln
ù曰.占1工了̀....、

口

nà1二1上000万矛..性.、

口

我们注意到
,

口 1 、

口 5 、

。 2。 、

口 : 。
所对应的直方图矩阵虽 然不相 同

,

但它们所对

应的直方图是相同的
,

如图 15 所示
。

同理
,

。 。
与 。 2 7 ,

。 , , 与 。 1。
所对 应的直方图也

各自柑同
。

如果不考虑 ` 的直方图与网格边界的相互位置
,

而仅仅考虑` 的直方图与每个

格点的相互位置时
,

我们可以把 尸。 的上下和左右边界看成是
“

粘
”

在一起的
。

这时 尸。

的边界不起分隔区域的作用
,

郎图 14 中的口 、 1 与 口 1。 ,

。 3
与口

2 : 以及口 、 ,

。 ; ; ,

口 2 5 ,

。 2。
都分别表示同一个区域

,

对应同一种形状的直方图
。

这样
,

图 15 表示 G 有 24 个不

田 曰 目
翻翻翻翻

图 15 图 2 6 图 1 7 图 28

同的道方图
。

若 尸。
不是取在 尸 2 2 位置上

,

而是平移到 N 上任一位置
,

例如向右平移距离号
·

如图

1 8所示
。

重复上述步骤
,

尸。
被曲线分割成 31 个区域

,

如图 19 所示
。

尽管图 1 9 与图 14

,,

又又
李李尸洲口 ~ 、 炙炙

111 666

、、 、、

兔兔。 、 0 月
___

嗦嗦之~ 一 J 斗斗

不相同
,

但只要设想 尸。
的边界不起分隔区域的 作用

,

郎图 19 中的 口 。
与 口 : : , 、

口 。与
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口 1 1、

口 1:与 口 2。 、

口 ; 2与 口 26 以及口 , 、

口 5 、

口 2了 、

口 3 , 都分别表 示同一 个 区域
,

对

应同一种形状的道方 图
。

这样
,

图 19 也表示 ` 有 24 个不同 的道方 图
。

在上 述 的合意

下
,

无论 ` 平移到 N 上什么位置
,

它所可能出现的不同形状的直方图只有 24 个
。

我们可以用积分计算出 尸。
中各区域 口

,

的面积
,

从而得到 G 的 某种形 状道方图可

能出现的概率
。

在本例中
,

出现图 15 所示的遭方图的概率为 0
.

25
,

出现图 16 和图 17 所

示的道方图的概率分别为 0
.

2 3 6份 等
。

定理 2

设平面 N 上已画有间距为
a 的网格

,

每个格点记

为 尸 ;
式i

,

j 二 1
,

2
,

…
,

m )
。

在 N 上任取一个每边平行于

网格线的正方形区域 尸。 ,

其边长为
a

.

把 尸。 的每边平

均分成
” 等份

,

在 尸。 内作出
” 2
个边长为号的子格点

,

PPP 一一 P , zzzzz P . 。。

凡凡
...

几几几 户: ...

_____

。

赫
,,,

一一一一一 oP

娜丁丁丁丁丁丁
凡凡

,, y l 。。 尸. 二二

每个子格点的中心分别记为 5 。 * ( k
,

h = 1
,

2
,

…
, 。 )

,

如

图 2 0
.

设平面 N
`
上有图形 G

,

任取 N
’

上的一点作为参考点
e

.

图 2 0

相应于平面 N 上的每一个给定的格点 尸` , ,

我们定义一个
n x n

矩阵
,

记为

r ` ,

( S
。 ,

) … r ` ,

( S
, 2 ) : ` z ( 5

0 1 )

r ` z ( S : ,

) … r ` j ( S

r ` z ( S ; ,

) … r ` i ( S

2 2 ) r ` i

1 2 ) r 、 z 1 1 )

( 5 2

( 5
1 !

/奋.咬..t、

一一对

注意 夕下标的排列次序
,

其中

叭 j(S
朴 ,一

{ ; 蓦
e 位于 S k。 ,

G n 尸` j 笋必
e 位于 凡

。 ,

G n I’ ` j二 功

( k
,

h = 1 , 2
,

…
, n )

如果把所有的 对草
,

l(’
,

j = 1
,

2
,

… , 。 ) 按 f
,

j 的次 序排 列 成一个 。 欠 n
行

, 。 x 。 列的

矩阵
,

记为

对亨, 盯了2

M盆1 阿主2

… 材亨
。 `

… M 盆
二

M二; 材燕: … M燕
。 {

了声.......权、

一一
若

阿

并且把盯
`

中凡是数字 ` 的地方用边长为号的子格点代 替
,

就 得 到一个 道 方 图
,

记为

H (`
共

)
。

对 H ( G
关

)作变换 劝一 , ,

则 砂
一 , 〔H ( G

”

) J就是` 的精 确道方 图
,

它 是由边长为

竺的子格点组成的
。

为求图 16 所示直方图出现的概率
,

只要计算图 11 中口
3 和 口 : :

的面积在整个正方形面积中所占的 比例
。

设

正方形边长为 1 ,

则所求概率为

= 生
一 4

(
兰二

指三
+

晶一
·̀

音)
一 “

·

2 3 6
Xd

、

、.产,一
X一

、 1,产3一4
矛
了.t、
尸
订r

一

3一4
l

丫八
月任

一

l一4
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证明

设 0 P的四个角的顶点分别是a ,

刀
, y ,

占
.

当 N `
上的参考点位于 尸。

的左 上角顶

点 a 时
,

设 G 中含有边界曲线 A B 且与某格点 尸 ` , 有重

合点的区域是 ,
` j

.

见图 21
.

当少
` j不在临界点附近时

,

由引理 1
,

引理 2
,

引

理 3 可知
,

在尸
。
内存在一个区域少

` , ,

它的形状与少
` j 相

同
,

方位相差 I Bo ,
,

并且当
e 〔 少

` , 时
,

仓p夕
` 5 n P ` ,笋功;

当
。 〔笋补 时

,

少
` j n 尸` , = 价

.

因 为 ,
`了是 G的 一 部

分
,

由G 的边界的单调性
,

上面可以写成
:
当

e 〔少
` j时

,

G n 户
`

沪六
.

当
e 〔 犷行时

, ` n 尸` j 二必
.

在 P 。
中

,

我们定义一个 。 x n
矩阵

:

/////

嘟嘟谬谬谬
了了了

GGG

{{{{{
《《碗字丈丈多人念念念念

释释释释释释释释释释释释释释日日日日日日日巨巨巨巨巨 l
___

图 2 1

r ` i ( S :

r ` z ( 5 2

l ) r 。 j ( S : 2 )

1 ) r ` i ( 5 2 2 )

… r ` i ( S ;

… r ` i ( 5 2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

… …
r ` i ( 5

0 1 ) r ` i ( 5
0 2 ) … r ` , ( S

” 。

))一一少M

其中 S 。、 是 尸。
中 矿 个子格点的中心

,

: ` , ( s *。 )一

! ;
当 S * 、 〔 少

` s

当 S
* 、 〔少下

,

( k
,
h == 1

, 2 , … , n )

把M( “
, ,中凡是数字 , 的地方用边长为号的子格点代

替
,

就得到图形买
` j 的精确直方图

,

如图 22 所示
。

由引理 1可知

若
e
位于 S

。、
且 G n P ` z价诱

,

则 S
*。 〔萝

` j

若
e
位于 又

。
且 ` n iP j = 价

,

则 又
、 〔少补

所以
: ` j ( S ` ) 的定义可以改写成

r “ ( S
。` ) ==

1 当
e
位于 又

。 ,

且 ` n 尸` j笋功

o 当
e
位于 S 。。 ,

且 G n P ` i = 必

由于少
` ,的形状与 ,

` i的形状相同
,

但方位相差 18 。
。 ,

因此我们定义一个
n x n

矩阵
:

了了弃弃弃

门门门 11 .
’

二二 l 妞 . ( . }}}

}}}}}少
` ,

---

君排排
门门门门 ,, r

.

门门 1 . 的 1 111
门门门门州州 r竺 III匕卜 . 目 ( III
门门门 rl勺勺口拍拍门 二 峨 lll
阴阴阴尸尸 {{{曰门门l 门 . 日日!!!
门门门门州州r TIII 甘侧 I匕 lll
门门门门 ,, l , 气气(

. 甲 . ) lll

r ` s ( S
。 。

) … r ` z ( 5
. 2 ) r ` z ( S

, 1 )

r ` i ( 5 2 ,

) … r ` z ( 5 2 2) r ` s ( 5 2 : )

: ` s ( S
: 。

) … r ` s ( S : 2 ) r ` s ( S : 1 ))
其中

当
e
位于 S

。、 ,

当
e
位于 S

*。 ,

且 ` n 尸` ,笋必
,

且 G n 户` j二功

( k
,
h “ 1

,
2

, … , n )
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把 M ` , 中凡是数字 ` 的地方用边长为号的子格点代替
,

就
翻

少
` , 的精确直方图

。

因为

、 一 、

G 经过变换 劝变成 G
备

后
,

, ` , 的形状与 G
答

上相应 部分的图形 , 丁, 形状同相牛 我们把

叭
了记成 M梦,

,

表示 G
.

上图形 , 犷, 所对应 的矩 阵
。

这 样
,

就得到 G
,

的 一 部 分图形

夕丁
,
的精确道方图 H (夕丁

, )
,

当G 上的少
i了位于临界点 A 附近 时

,

由引理 4 可

知
,

在 I 。
内有个区域 少

` , ,

它的形状鼻然与 夕
` , 不相

同
,

但当` 作了变换 p 以后
,

犷
` ,
就与 G `

中某部分图

形 少丁
, 的形状相同了

,

如图 23
.

与前 面的 讨论类似
,

我们定义矩阵 M (少
` , )和材丁

,
.

如果把材了, 中凡是数字

` 的地方用边长为号白”子格点代替
,

贝”得到 G
`

中 以某

段临界线段为边界的一部分图形的精确道方图
。

同理可

一一一一一一呵呵 、、

烈烈烈
一

.
~

, 、、、

少少少`
···

BBBBB 、

只只
卜

…

/////
...

州州为为
尸 lll二夕形形形

、、、、 娜法 J 产产产
、、、、、、
\\\

`̀̀̀̀

图 2 3

以讨论 ,
` , 位于临界点 B附近的情形

。

这样
,

我们就可以得到 G
’

中以 曲线 刀B 以及某

临界线段 月Q
、

B R 为边界的一部分图形 , 了, 的精确道方图 H ( , 李, )
.

当 N
`

上的参考点
。 分别位于 刀

、
,

、

d时
,

用同样的讨论
,

可以得到 “ 中 以曲

线 月
,
B

` 、

B
“
C

“ 、

口 D
,

以及某些临界线 段为边 界的一部 分 图形 , 贾, 的精 确 直方图

H (少亨i )
.

把所有的 夕几 (l’
,

j 一 1
,

2
,

…
,

。 ) 摆在一起就得到 G气 把所 有的 H (少九)摆在一

起就得到 G
份

的精确道方图 H ( G
份

)
,

它所对应的矩阵是一个 。 x n
行

,

。 火 n
列的矩阵

:

M 亨I M 亨2

M 芸1 材芝2 M 芝二

M霖I M盖: 一 M赢 {
/犷.....吸、

一一
关

肠

由 G
怪

的定义
,

只要对 H (G
.

)作沪的逆变换 矽一 , ,

则犷
, 〔H ( G

资

) ] 就是 ` 的精确道

方图
。

.
一

识别面积在 aZ
x
aZ 内的未知物体的触觉装置 (工作台 )

,

最少可以 只用 9 个 面积

为 。 x 。 的方形触点的按钮开关
。

如果工作台的面积不变 而增加按 钮开关的个数
,

则可

以在减少接触次数的情况下达到同一个预定的识别精度
。

实际使用触觉装置时
,

并不需

要考虑参考点
。 的位置和方形区域 尸。

的位置
。

只要在与未知物体的接触过程中
,

把工

作台从某一起始点按号的步距水平平移
·

卒移
”
次后

,

回到起始点之下号距离的位置

从第二行开始继续按号的步距水平平移
,

如此动作
,

道到移动
n “
次为止

。

根 据 每次 ,

移时工作台上的按钮与未知物体接触的情况
,

每个按钮开关都可以输出
。 x 。

个信号
,

若

按钮接通时记为 1
,

不接通时记为 。
,

则可以把这
。 火 n

个数字从右到左
,

从下到上排成一

个 : 汉 。
矩阵

。

然后把相应于每个按钮开关的
n x 。

矩阵按照按钮的位置排列在一起
,

构
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成一个3 nx 3 n
矩阵

。

把这个矩阵中凡是数字 ` 的地方用号
x

令的子格点代 替
,

便 得到

一个道方图
。

最后把这个直方图按变换 劝所定义的反方向平移距离
a ,

就得到未知物体

图形的精确道方图了
。

本文定理 1 仅讨论了物体平移时究竞可能产生多少道方图的问题
,

对于物体不仅平

移而且旋转时的情况
,

将在其它文章予级讨论
。

定理 2 提供了利用多次接触物体
,

使机

器人
“

学会
”

识别未知物体精确形状的方法
,

从理论上说
,

只要接触次数充分多
,

就可

以得到未知物体充分精确的形状
。

这个问题不涉及物体的旋转
,

可以在实际问题中予以

应用
。

本文定理 1 中的问题是美国 D uk
e
大学王保硕教授提出的

。

本文在写作 过程中得到

王教授的关心和鼓励
,

谨在此表示衷心的感谢
。
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