
人 工 粘 性 法 数 值 解

一 维 BU RG E RS方 程

宁 杰

提 要 本文通过对 Bra i lo v
sk ay a格式的截断误差分析

,

对该格式作 了人

工拈性项修正
。

进行 了数值实验
,

与文献 〔2J 中所研究 的 几 种格式作 了比较
。

说 明在计算精度和收敛速度等方面都较原格式为好
。

本文通过数值实验
,

进 一步研究 了隐式分裂格式
,

找 到 了较佳计算参量
。

引 古口

对许多实际问题所提出的非线性偏微分方程
,

由于 目前无法求出解析解
,

需要人们

进行数值解
。

差分方法是其中较普遍的一种方法
。

而通过对具有准确的解析解的一些典

型偏微分方程
,

如一推无粘 B ur g e r ,
方程

,

进行数值实验来验证差分格式的计算精度与

收赦速度
。

近年来 S in
.

l
.

C h e
gn 1[]

、

忻孝康等闭及其他 人在这方面做了一些工作
。

Br ia l o vs k a y a
格式

,

是一个守恒型的二步显格式
,

它在气动问题的数值计算中
,

有

较广泛的应用
。

这个格式的优点在于收做速度较快
,

数值振摄衰减较快
,

而且程序较简

易
。

但是
,

在处理激波问题时
,

激波附近的数值振煲较大
。

本文通过加人工粘性项的方法

对此作了改进
,

并将数值实验的结果与文献【2〕中所提出的几种格式的结果进行了比较
。

一般显示格式
,

由于稳定性的限制
,

时间步长刁 t 不能取得较大
。

因此
,

在实用上
,

受限制较宽的隐式格式要经济些
,

本文在文献〔Z J的基础上
,

进一步研究了在较大 刀 t下

用隐式分裂格式求解一推 B u r g e r s
方程的特性

。

二
、

基 本 模型 方 程

一推 B ur g er s
方程 (无量纲形式 ) 为

a u
.

Ou 1 OZu

~ ; 气 卞 U代二es

= 一 ; ; - 下尸下
d t 口X 允 e d X

`
( 2

.

1 )

其 中 _ 刀研
;

}
_

式 e = 一二二一一` } 拼
艺 /

本文 1 9 82年 4 月 7 日收到
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这里刀研为问断面处速度跃变值 ;

对于定常问题
,

方程为

科 技 大 学

L 为流域区间长度 ;

学 报

召为运动粘性系数
。

d u 1 d Z u

u

丽
二
丽 丽

( 一 1蕊刃簇 1) ( 2
.

2 )

边界条件为

u ( 1 ) = 一 1 , u ( 一 1 ) = 1 ( 2
.

3 )

方程 ( 2
.

2) 的定常拟激波流动的一个解析解为

二 ( · )一
: 儿

(鲁){
刀 (一簇

·提 1 ,

( 2
.

4 )

其中 。 。
,

R e

尸 = l 刀下犷万

乙P
( 2

.

幼

现用
“

时间相关法
”

对方程 (2
.

2) 进行数值求解
。

三
、

基 本 格 式

1
.

隐式分裂格式 ( 1 )

1一2
十

、、 .J.了工211

2

, 十弄
u s ` 一 u

生 刁 t

一红 !
9 刀 ? 1

生 (
2

、

” +

u i +

” 十

一 “ j -

(。 ;
* 1 一 。 :一 1 )

!

1

2

“ 梦
十 1

月 +

一 封 j 「l

生 J t

1 { l
, 。 、 ,

一于于一一下丁 , 厂 l 沈万 又林 了+ i

式 e 刁 X一 ! 艺

2。 丁
+ ` + , ;梦土{ )

( 3
.

1 )

,

1
1)

、 .少

1片口1
十一曰

.

J

U+

1于自+

扣对
一

川
`

产̀..............、

1
.......... ......

其 中
二: 一音

(“ ,一 + · ’一 ’

这个格式是恒稳的
,

相容于非定常的 B ur g e sr 方程
,

精度为0( 刀 t
,

万尹 )
。

2
.

B R A I L O V S K A Y A格式 ( I )

r r l

一 — l 气 U

4 一
梦

* , ) “ 一 ( u 梦一 、 )“ J+ S 〔。 梦
* 、 一 Z u 梦+ u 罗一 ,

( 3
.

2 )

母[ “̀ ,拿} , 2 一 (“ ,土}” ]+ “ 〔云 ,` } 一 2元丁
十 ` + 云牲 l

U刀矛二u
1一一+ 1月矛+一倪衅

尹... .少、 .刀.、

其中
刁 t 。

r - —
,

O
: 二二

J

夕 X

这个格式相容于非定常的 B ur g e sr 方程
,

定的充分条件是

R e 刁 工

其精度为0( 刁 t ,

刀扩 )
,

文献 f 3] 给出的稳

· ( m `·

{粤
兰

, 1

} ( 3
.

3 )
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在这里取 }叽 ! = 1
.

3
.

B RA I LO VS KA Y A 格式的修正 ( l)

考虑一般的线性偏微分方程

瓮
+ L

·

`· ’ 一 “
(3

.

4)

其差分格式为

Bu l” + l= Bo u”

(3
.

5 )

其 中 B。 ,

B l
为差分算子

。

对于 ( 3
.

5) 式进行台劳展开
,

可得

a u
. ; , 、

召
,

a
” u

而 十气又“ j 一 詹
, “ 孟

丽
( 3

.

6 )

其中
u
二= u

盖(刁 x ,

刁 t ) ( n = 0 , 1
,

2 , … )
。

( 3
.

6 )式可改写成为

尹一无
二

二
九 2月 + 1二

U “ , ` , U “
, .

长-
.

= Z 」 U , . 未 1 一丈, - 万 ;石下 ~

丫J J 二 . 口~ 七 一 ~ “
`

曰 ~ ` ~ 门r l

jL ` 月 = U jL孟
习

u Z。

月 = O:

( 3
.

7 )

u ,

“ u 。

( 刁 x
,

J t )

设 u ( x
,

t ) = e a ` e ` “ x ,

其中 k 为实数
,

( n = 0
,

1 , 2 , …

a = A 十 :B’
.

代入 ( 3
.

7) 式
,

郎可求得

恩
u Z·

k`
”

( 一 l )
·

习 ( 一 1 )
” u Z。 + I k 2 ” + `

( 3
.

8 )

一一一一AB.rz
t

从上可以看出
,

奇次导数项起到色散的作用
,

而偶次导数项起到耗散的作用
。

对于非线性偏微分方程
,

用局部线性化和量级分析的方法
,

进行类似的分析
,

对格

式作出修正
。

以格式 ( I )为例
。

对格式 ( I )应用台劳展开
,

可得

争
“

鬓
一

俞豁一价 ,
+

豁* ) 2

)令 0(罕
,

次 )
`3

·

” ,

d Zu

对右边共4
O X

-

的系数做如下局部线性化处理
:

取 。 一 }
“ 。

} 擎一 {
丛匕其也

。 x ! 刁 x

其中
, “ 。

为格式 ( I )在邻近
“

激波
”

处的当地线化 速度
,

lu
nZ ; 。

可由格式 ( I )的数值实验确定
。

在我们的问题中
,

}lu
ln ; 。

为 最小速度值
, “ `

和

l
u e

}二 l
,

l
u
!

m , 。

= 0
.

所 以
,

, _ _ 、

~ 一
、

二 ~ ~ 一 ,
、 。 1

, , , . , 、

护“ 山二 * 居
。 。 从 m 二、

.
,
、

, 鹅褚七
气石

。
甘 ) )二、 妇 〕以未一 J贝 月 与 夕斗 一 下丁气刁

` 丫 召 x ,
口

三二乏
。

田 J 〕态 声夕47它 纵 p , ,

曰 川J吐夙 ,J
、 J 男几 1妊万石

` IL沂

散
,

引起振幅增大
。

为了抵消这一影响
,

我们在原微分方程右端加上一项人工粘性项
;

h典 ( 、 二十 、 , )
,

其 中 h 由数值实验定出
:

” o x z 、

一 一
’

一
`

”
、 ’ 一 ~ ~

’

~ ` 、 ’一
`

一一
-
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+ 。
_

。1天。 、 x

、兰犷
/刀 t

( Re 刁 x (5 )

( Re 刁刃
>5 )

(3
.

1 0) t一 X刁一乙月 .上 n
甘

n
ù矛了 .吸、 j

l
夕吸、

l
、 l

一一
,九

加入人工粘性项后
,

使得振幅衰减
,

这样在一定的波数后的波
,

可认为对解的贡献

极小
。

而数值振摄的原因之
-

一

— 色散
,

是通过影响波数而起作用的
。

所 以
,

人工粘性

项的作用
,

限制 了数值色散
,

从而也减小 了数值振煲
。

四
、

数 值 实 验

定常边值
: u ( 一 z ) = 1 , u ( l ) = 一 1

初始速度线性分布
,

自口u ( x ,

0) = 一 x ( 一 1 ( x
( 1)

趋于定常的判据为

君 = In a X

1崔 i ` N

“ 梦数值解 一 u 梦一 `数值解 } / J t 簇 0
.

0 0 1 ( 4
.

1 )

最大误差定义为

E 二 m a x
!

u ,解析解 一 u i数值解 } ( 4
.

2 )
1 ` i ` N

这里
,

N = l/ 刀 x + 1为总节点数
。

在数值实验中
,

我们取关于坐标原点对称的 41 个节点进行 计 算
,

其 它 节点取边界

值
,

这并不影响结论的正确性和一般性
。

除了安排和文献厂2 ]一样的数值实验外
,

还对稳定边 值和大的 J x 、

J t 的情况进行

了数值实验
。

以 J t 二 。
.

01
,

J x 二 0
.

02 5为主
,

整理 了附录中的图线
。

五
、

数值实验结果分析

1
.

对于格式 I
,

在较小的时间步长时
,

其结果和文献 汇2J 的结论一致
,

但是
,

在

较大的网格比
犷 下

,

计算结果比按文献 汇2] 中给出的参数进行计算的结果要好
。

数值实

验表明
,

S 对计算的结果影响较大 (参见图 1 )
.

在 R e J x ( 15 时
,

取 S = 0
.

3左右
,

这时

计算效果较好
。

当S 二 0
.

3时
,

计算精度较好
,

而且收放速度较快
,

一般都 是 25 步左右

收教
。

而以 R e j x = 10 时为最好
,

这时 E 二 0
.

0 0 25
.

在R e j x
> 15 时

,

以 S = 0
.

5左右为

好 (参见图 2 )
。

计算结果表明
,

S 太小或略接近 1 ,

计算都发散
,

其理由可参阅文献〔4 J
。

2
.

对于格式 I
,

在 R e 刁x = 4 时
,

计算精度和收赦速度都较好
,

最大误差一般都在

0
.

03 5左右
。

与拟正激波解比较
,

误差为 1 0一`量级
。

当R e 刁 x
> 5时

,

如 R e j x 二 10
,

数值

振煲较大
,

振幅达 22 %左右
,

随 R e J x 增大而增大
,

但振撮衰减速度 也较快
,

一般只在

几点内发生数值振撮 (参见图 3 和 4 )
。

3
.

对于格式 l
,

不仅在计算速度
,

而且在计算精度上都远较格式 I 为好
。

我们以

J t 一 0
.

0 1 ,

J
x = 0

.

02 5为例
,

列于表 1 ( K 为迭代次数 )
。
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表 1

R e刀劣

格式 l
·

一
?

一
。

一
。

一
扔

格 {
~

一
-

丁一
;b

E { K

0
.

12 48 5 5

0
.

18 6 8 3 1

0
。

2 2 8 3 9 1

0
.

2 8 6 9 9 1

0
.

2 3 9 12

阵主…二三二
-

一

{二上
!一上

一

…
一

吧塑旦一…一些
,一二一…

-望些 i翌土 …
一里 l

-

…
.

一

理 卜三Z兰i上19 {…一里互一

…一竺一…些竺翌塑一…
一
里1

~

… 2 0 … 0
·

0 5 8 8 1 8 6 } 9 2

格式 l 的数值振摄区域较格式 I 为小 (参见图 3 )
。

在图 5
、

6
、

7
、

4中
,

分别

画出在不 同的网格比
r
下

,

两种格式的计算精度和速度随 R e J x 变化的情况
。

表 2 中采

用同样参数比较了格式 l 和文献 f Z J中所载的几种格式的计算结果
。

六
、

结 束 语

通过数值实验
,

我们有以下结论
:

1
.

格式 I 不仅精度高
,

收教速度快
,

而且数值振摄区域较小
。

说明采用人工粘性

的方法
,

可以收到事半功倍的效果
。

2
.

在应用隐式分裂格式时
,

J t 不宜取得太小
,

在 R e j x ( 15 时
,

应使 S 二 0
.

3 左

右为好
,

在 R e j x > 15 时
,

取 S = 0
.

5左右为好
。

如将本文的结果推广到一般非线性方程组的数值求解中
,

由于边界条件较复杂
,

以

及方程之间存在藕合影响
,

尚须进一步深入研究
。

本文承王承尧
、

陈铸曾两位老师热忱指导和帮助
,

在此深表谢意
。

表 2
’ `

漏端赢
’

标
’ 一

) aM
·

co mr ac k半隐格式
’

}
’

hc en g格式
一 ` : ’

又灭 〕j
一

下
一

丁
一瓜蕊丁万厂厂一

一

若一丁蕊蕊丁万下
-

丁
一

名
o

{
9 6

一

{
O

·

3 ` 3 6 2 2

」 2。
:

}
` 0 3

1
“

·

3 “ 3 5 ` {
:

2“ l
:

7 `
l
“

·

2` 0 2 7 7

二二一
~

一

刀 1舀五二c E石石云落式 -
-

一
” .

}一~
一’

一
~ 引

“
一

’
“ .L .

一裕箫f 一
-

·

一
·

- 一
· , ·

一K一91一95一92R e 刀x

5

1O

2 0

…一匹一一 }
{一 卫二 }
…一鱼卫一一 }
} 2 0 6 }

E

0
.

0 8 3 0 90 2

0
.

2 2 8 3 7 9

0
。

3 6 4 0 5

55555

111 000

E

0
.

0 8 3 0 4 5 6

1
.

7 3 1 : K 1 0一 3

0
.

0 5 8 8 1 8 6

注
:
前四种格式的结果取自于陈宏

、

张育林的计算结果
。
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E

0
.

4尸e 才 二二 1 0

0
。

3

Re 刁公 =5

...

21 .0. 0

茹厂亩厂万了
~

6
.

4 0
.

5 0
.

6 0
·

7 0
·

85

图

E

0
。

4

0
。

3

S = 0
.

5

21占

0.0.

左诊刁二

图 2
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图 3 “
激波图

”

汽

O 2

图 4 (格式 11 )

0
.

1

! 0I肠 2 0
肠 几 J;

图 匕 (格式111 )

, 二 ,
.

,

2
, . .0 .

乡夕
` 一氏 ,

, . .0 吕
, . .0 B

Q 冬0 t 肠 2中 料 和衬碗
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r 二 O吕

。
·

。 : o一 2 0 5
一

R. ?
:

图 6( 格式 1 1)

, . . . . . “ 卜 . . 曰

一
, . 0

0

2

r . 0
。

4

护 . 0
.

日

5 1 0 1 5 2 0 一 2 5 元
.

万玉

图 7 ( 格式 111 )
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