
矩形薄板弹性弯曲问题的一般解析解法

黄 炎

提 要 本文对求解拒形薄板弹性弯曲 问题米用 先 建立微 分 方程 的一般

解
,

然后根据问题的边界条件确定积分常数
,

这样求解比米用迭加法求解要简

单容 易
。

一
、

基 本 方 程 的 解

如图 1所示矩形簿板弹性弯曲的基本方程为川
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等式 ( 1) 也可取单三角级数解以及一些代数多项式的解
,

或其他形式的解
,

对于各

.

|一

种不同边界条件的问题一般采用结构力学的迭

加法来求解 3[ 〕 ,

即将板看成是在实际荷载作用

下的四边简支板 ; 板边在力矩作用下的简支矩

形板 ; 三边简支另一边具有挠度 (郎自由边在

剪力作用下 ) 时的矩形板以及角点在具有挠度

(反力作用下 ) 时的矩形板
,

这样迭加而成
,

求解过程十分复杂
。

本文建议先建立基本微分方程 ( 1) 的一般

解
,

然后根据边界条件道接进行求解
,

这样避

免了繁琐的迭加问题
,

方程 ( l) 的一般解可写

成不同的形式
,

本文取
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则避免了求解时的困难
。
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+ (。 , 。 + 。 】; + 2 a 2。 + 2 a 2 , + 。 ; 2 + 3、 。 + 3 a 3 : + 。 : 3 )粤
U

( 3 1 )

a甲

而
(。

. 。 )一

部犷

a夕 a(
, o )

忍朋
·

+ · 。 :

去 ( 3 2 )

如
一SF

.f /、
,

一
习 刀
翻 二目 h刀

a

一 G一 H
·

“一 , “ ,
·

)
+ `一 + 一 + 一 + 。 3!

,
去 ( 3 3 )

O甲

勿 (。
, 。 )

O甲
a夕 (。 . 。)

恩” E
·。 0 5 。二 + (一 + 2一: + 3 。 。3 ,

含 ( 3 4 )

一
习 刀
n吕吕 (

二
。

命
一 G一 H

·

“二 ` h” ·

)一
, , _ : _ , 。 _ . 。 _ , _ , 。 _

二
。 _ 、

1
下 、 U O ` , “ , , 甲 ` “ 0 2 甲 ` u , “ 宁 u Z` 甲 o “ 0 3一 a 3̀ ,-t 。 a `” ,下 ( 3 5 )

“̀
·

,

一
”

(
a2 。

多
+ 一多) ( 3 6 )
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(M
二

) e
。 , 0 ) = 一 D !

`处。 + 3 、 。
,多

+ (、 2 + 一 )
冬)

…
`一 + 一 ,

争
+ `一 + 3 a0 3 ,

餐」

( 3 7 )

( M
二

) (。 , `) = 一 D ( 3 8 )

( M
·

) (

一
D

卜一
+ 一 + 3。 3。

_

+ 3 a 3 ; )粤
+ ( a o : + 。 : 2 + 3 a 。。 + 3 a : 3 )粤

“ O 一 {
( 39 )

`M
· , (。 , 。 )

一 D

(
a0 2

争
+ 一。

鲁) ( 4 0 )

,.̀

l
二.番」

( 、 , ) (口 , 。 )

一 D

「
(一 + 一 )

多
+ `一 + 3一 ,

争 ( 4 1 )

(、 ,

) (。 , 。 )

一 。

{
(一 + 3一 )

景
+ (

一
,
令)

(、 , ) (
。 , 。 )

一 。
}

(· 。 : + · : 2 + 3一 + 3· 1 3)
子

+ (一

( 4 2 )

+ a : : + s a 3。 + 3 a 。 :
,争i
始“45

_ _ 。 , ` 、

「一
,

/
J

.

, , .

n
.

, ,

C
_ D _ 、

垃
。 , 。 , = 一 “ LI `土 一 , ,

l离
“

`

气刁
m c ` “ “ ” + 刀二 c` ” “ ” 一丢石言

一
丢石三才)

十 习 刀
月 . 1 (

二
。
。 t h刀二二一 h ,一命

一

命 )

一 习 习 A, a刀
爪 . 1 {

。
。 , 。 )

一
Z D ( 1 一 v )

{ (
“ 。· , h a “ + B二 , il a “ -

C
。

s h a b

一

只: 、一
“

S月口口 I

+ 习 刀
2 一 G

o
e th刀

a 一 H
。

(
e t h刀

a + 刀a )
门目 1

「 E
` .

F
。

l ~二 -分一 十一 r 嘴一

Ls七 P
a s n P a }

.

_
. 。 、

1
一 La ` ’ 一刁 a Z̀ + 石 a 3 , ,丽

- 习 习 a刀
e o s。 二

杭 . 1 ” 目 1 }
。 _

,
, . 、

` ~
,

「 .A
。

,“ 。 , ` , == 一 艺 L, L̀ 一 , ,龙离
“ 一

t玉石石畜
`

宁

B _ 。
. , ,

。
, . , , . , 、

1
一 r 韶考

,

一 七 ,’. C t n Q O 一 上夕气C t ll 口 O 个 a o 少 l
S n a O J

+
烈 ,

(
E一 `““ · + F二 , h“一 、 G

,

h刀
a

一

粼 )一
。二

`

.几̀J叨`。 1 + 2 0 2 + 3“ ,。 ,

矗
-

习 习 A , , a刀
e o s n 二

二
1 二 1

( 4 6 )
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(R
。 , ` )

一
Z D ` , 一 ,

{lmr
O Z

!磊
+ B 二

s h a b

一
c

, e t h a 6 一 。 , ( e t h 。 6 + a 6 ) ’ e 。 s。 二

兀nSOC

, .

I
J

十
恩叹命

十 、 F
.

0
. , 。 , , , , 。

.

。 、

币币 二
州

一 廿
。 C t ll P a 一 月

。
气C l ll P a 十 P a 少

n P 口

一 (一 + 2一 + 2一 + 3一 + 3一 )
矗

一

愚属A , :
a刀

。 。 S优汀 。。 5

一}
( ` 7 )

如果某一边界的挠度曲线为已知条件
,

则角点的转角条件必须改用角点挠度的二次

导数来代替
,

因此代替角点的转角条件分别有

等
(。 , 。 )

一
。

暴
( 4 8 )

等
(。 , 。

厂 ( a Z。 + 3一 )
;

( 4 9 )

袋
。 , 。) 一 (一 + 一 ,

最
( 5“ ,

肇
(
。 . 。 )一 (一 + 一 + 3一 + 3一 )

多
( 5 1 )

等
( 0, 。 )

一子
`5 2 ,

等
(。 . 。

厂 `一 + 一 )
多

( 5 3 )

等
` 0 .。 )一 (一 + 3一 )

景
( 5 4 )

等
(
。 , 。

厂 (一 + 一 + 3一 + 3一 )
杀

( 5 5 )

三
、

例

以两相邻边固定两相邻边自由的矩形板为例
,

边界条件和角点条件分别是

`哟 , 。一

(芸汇
。 一 。

(从 )
二 = 。

= (犷
二

)
二二 。 = 0

`才 ,

一 (芸义
_。 一 。

( M
,

) , = ` = (犷 , ) , = ` = 0

研 (0 , 。》一

签
(。 , 。 )一

瓮
。 , 。 )一 “

才耘
, 0) =

d不
a夕 (。二。 )

= ( M
二

) ( a , 0 ) = 0
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如上所述

O不
不

` n, ` 、 = 共竺 二 ( M
。

)`。
, 。 、 = O

a工 ( 0 , b )

尺
。 , 。 ) = ( M

二

) (。 , 。 ) = ( M
,

) (
a , 。 ) =

四个角点的转角条件

0

a研 O研 a附

而
(。 , 。 )一

示
。 , 。 )一
可

(。 , 0 )一

O不
Ox

二 O
( 0 , b )

应改用以下的四个条件来代替

a Z
附 a Z

牙 a Z
才

毛石r (。 , 。 )一不刃
(。 , 。 )一丽

『 ( 。 , 。 )一

a Z
附

一代犷- 万
州

二 U
0 9

“
( o , b )

将等式 ( 8 )
,

( 10 )
,

( 12 )
,

( 14 )
,

( 17 )
,

( 1 9 )
,

( 2 1 )
,

( 2 3 )
,

( 2 4 )
,

( 2 5 )
,

( 3 7 )
,

( 3 9 )
,

( 4 2 )
,

( 4 3 )
,

( 4 7 )
,

( 4 8 )
,

( 4 9 )
,

( 5 2 )
,

( 5 4 ) 分别代入以上各式

这些等式等于零
,

便可确定待定常数
,

为求解方便
,

首先由等式 ( 2 4)
,

( 2 5)
,

( 2 6 )
,

,

郎令

( 2 6 )
,

( 3 7 )
,

( 3 9 )
,

( 4 2 )
,

( 4 3 )
,

( 4 8 )
,

( 4 9 )
,

( 5 2 )
,

( 5 4 ) 可以求得
:

a o o二 a l o = a o l = a Zo “ a o Z二 a 2 1 = a 1 2 = a 3 o = a o 3 = a s z = a 1 3 = 0

由等式 ( s ) 和 ( 10 )得

刁
,’j = E

,

二 0

由等式 ( 17 )和 ( 1 9 )得

G一 F
·

斋
一 H

·

(击
+ “一 , h“ ·

)
c 二一 B ,

湍
一 D

(击
+ a “ 。 , h a “

)
将以上各式代入等式 ( 22 )

,

( 1 4 )
,

( 2 2 )
,

( 2 3 )
,

( 4 7 )化简后得

。 4 a刀
` 日 丁下一万气一万
, = 1 0 气口

-

一 P

r 了。 .

八 _ Z L 0 2 1
. n , 护、 、 ` 一 护 , “

一「 尸 口

花 I 刀
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a一 刀
,。

—
c o s介汀 1

夕
一

之
.

1 一 v J

小 (
一h刀一
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十

韶
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.

—
十
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十
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「 n
f
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a b 、

,

D
_

11 十 v
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八 1
一 a l 丈J . I C t n a 口 一 一 , 犷气 r -气尸 l十 ~ 二一二卜 .

—
卞 a 口 C r n a O , 矛

t
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.’ 、 s h
`

a 口 / s h a b 、 1 一 v / J

一

恿漏黔乎
!

F
·

” 2 一
H

·

终二兴
土兰

e O S m 二

)

一弋器
二

,

十

烈
“ m

渭 一 O
·
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一
习努i李

2

黔 { 。
,
r。

2 一卜 (: 一 v )刀
2
1
一 D

。

刀
, e o s n二 }

。 二 1 0 气a
一

十 P
一
少

-

: 1

…
(卜

· )刀一 h刀
·

卜 。
。

{
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一刀F一句
一S

`. J、万.、

六乙
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+ 习 刀
二 。

a 〔 a Z+ ( 2一 v )刀
2
]

e o s m二 二 o ( 5 8 )

、 1之矛.,
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!
呻

一 。 3

{
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}
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一
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一
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一
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2
]
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s h Za b
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习 a Z

杭 = l

B
。

h a b
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.

1
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一
l
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`
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一
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妨
哟

耳
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刀
a

s h
Z

夕
a

一 夕梦一 习
U O m留 1

习 A
o .:

a刀
e o s。 , e o s n二 = 0

设荷载为均布力
,

此时 q 等于常数
,

由等式 ( 3) 得

月
。 : 。

二
4叮( z 一 e o s切二 ) ( l 一 e o s ” 二 )

D
a b a刀( a Z + 刀

2 ) “

将上式代入等式 ( 5 6) 至 ( 6 0) 得与 A
, ,`

有关的各项为
:

习 A
二 。 a 二 4q ( l 一 e o s ” 二 )

D a b刀 属
1 一 e o s胡汀

( a Z + 刀
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一
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一 P
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-
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]
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D
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2
]

习 A
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,
]

c o s 。二 =

_ 4 q ( 1 一 e o s阴 二 )

D a b a 凰借奋纂务
〔̀ 2一 , a Z十” 2

恩 习 A二
,

a刀
e o s。 二 e o s 。 二 = 习

4 q ( 1 一 e o s ” 汀 )

D a b 月
1 一 e o s m 汀

1 ( a z + 刀2 ) 艺

设荷载为集中力
,

作用点在 (雪
,

的
,

由等式 ( 3) 得

`
一

徐黯等
呻
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将上式代入等式 (5) 6至 ( 6) 0得

习 月
,。 。

a 里三髻望1 习孚禁篡
上声 u o 爪目 1 气口

一
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一
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-

习 A 二 。
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D
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。。 S
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一

、艺糯务
。 。 S。 汀

等式 (6 l) 和 ( 62) 中存在着许多求和项
,

也可议通过数学演算进行求和
,

应用函数的
_

余弦级数展开式
:

c h刀
二

之琴竺
十 习冬粤华黑黔 co
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一
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少
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2
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a
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Pu l

+ C` h“ 二 “ Xs h“ X一 s h“ x一 “ c X h刀
x

}
在以上二式中分别令

x二 0和 x=a ,

然后将所得结果代入等式 ( 6 1) 的第一
、

三
、
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,

得
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11
........厅沙

习 A
。门
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,
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·

(
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、 S月口 0 I L 5 11 口 O J

同样应用函数的正弦级数展开式可以求得

a S i n a X

( a 之+ 刀
2 ) 2

卫 了
。 _ 。 : 。 _ 上 刀

。 _ : 。 _ _ ; 二 口 _
_
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-

一 P
一
少

- 4 s h刀
a 〔( 2 一 刀

a c t h刀
a ) s h刀x + 刀x c h刀x 〕

在以上三式中令 x = 省
,

然后将所得结果代入等式 ( 6 2) 的第一
、

三
、

五式
,

得

习 A
o a =

P s i n
刀冲

s h刀占
- 刀 b刀
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。 一 1 )一

、
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_
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刀冲

s h刀占
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a

·
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a 一
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( 5 5 )
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一恩瓮黔黔
·
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e t h刀君

一
刀

a e t h刀
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法

同样有

置 A
, , ·

刀=
-

德豁些!
· ” ( · ` h a “ 。 `h a ” 一 `、 : a b

, h Z a b

( 6 6 )

习 A
, , : 。

刀 [ ( 2 一 , ) a Z+ 刀2 ) c o s n 二 ] = -

” = 1

P s i n a舀,五a 刀

D 口 s h a b
·

〔2 + ( 1 一 v ) ( a b e t h a b 一 a 冲e t h a 冷) ]

等式 ( 6 3) 至 ( 66 )和用单正弦级数解法求得的承 受同样荷载的四边简支矩形板的结果

是相同的
,

为计算简单起见
,

取 a 二 b
,

在均布 力 时将 有 尸
。

= B
。 ,

H
。

= D
, ,

根据等式

( 5 6 )
,

( 5 8 )
,

( 6 0 )并分别应用等式 ( 6 1 )和 ( 6 3 )
,

取 v = 0
.

3
,

m 和
n 分别由 1 取至 2

,

4 ,

10
,

2 0 时 算得
a : , (郎自由角点的挠度 ) 的结果见表 1

,

表中单位为 10
~ ` q示 ZD

,

表中期 。 和
。 取到50 时的结果郭系文献汇4哥计算的结果

。 :
_

,

4 3 6 7 8

ó

,二9目一7月任ǔ2144
一

4、一
·

( 6 1 )

( 6 2 )

_ _ - - -

一州ha 一尸一
3 6 0 5 6 3 9 2 0 3

5 6 9 7 7 } 5 0 3 4 1
…
`

吮一

不磊百一

{
` 5 8 9 3

、

: _
_

月

仍然取
a = b

,

当集中力作用在 ( O
,

0) 和如
,
·

b) 联线的任一点上将有 雪一 冲
,

F
。

= B
。 ,

H
。

= D
。 ,

根据等式 ( 5 6 )
,

( 5 8 )
,

( 6 0 )井分别应用等式 ( 6 1 )和 ( 6 5 )
,

取
v = 0

.

3
、

睿/ a分别

等于 0
.

2 5
, 0

.

5 ,
0

.

7 5 ,

, 和
” 分别由 1取至 4 , 8 ,

12 ,
1 6 ,

2 0时算得
a l : 的结界见表

2
,

表中单位为 1 0 一

甲 / D
,

当集中力作用在自由角点
,

取 阴和
” 由 1 至 50 时

“ 、 、一 29 78 67
X 1 0

一 “ P / D [ 4 」。

( 6 2 )

( 6 5 )

( 6 2 )

( 6 5 )

( 6 2 )

( 6 5 )

5 5 5 5 6 0 8 2 5 7 6 1 1 7 1 2 16 5

0
.

2 5

2 2 5 6

2 0 1 6 9

1 8 2 8

2 4 8 5 4

17 5 0

2 6 6 2 1

17 2 3

2 7 5 3 8

1 7 1 2

2 8 10 3

0
.

5 0

3 7 0 2 1

2 12 5 3 2

3 3 1 4 7

9 2 4 4 1

32 0 6 0

1 5 0 7 1 8

3 1 5 7 4 一 3 1 3 0 8

10 6 1 3 8
0

1 3 8 5 8 5

0
.

7 5

1 3 5 8 7 5 12 7 3 0 0 1 2 5 1 0 8 12 4 0 8 3 { 12 3 5 1 0

从两个表中可以看出
,

单行项 (用等式 ( 61 )
,

( 6 2) 计算时 ) 由小变大
,

双行项 (用

等式 (6 3 )
,

( 65 )计算时 ) 由大变小并逐渐接近精确值
,

故同时采用两种特解计算可以求

得精确值的上下限
。

在表 2 中单行项差值较大
,

这是因为等式 ( 6 2) 中级数的收救性差
,

而且由式中的
: in a 雪可以看出

,

当酬
a = 0

.

5时
,

函数的周 期 是 。 = 4
,

故该行各项均由

由小变大 ; 当占/
a 二 0

.

25 和 0
.

75 时
,

函数周期是 。 二 8 ,

故表中由 8 增至 16 确信是由小

变大并逐渐接近精确值
,

而其他各值是不可引用的
。

本文的计算得到胡建中
,

韩祖南
、

杨光松同志的帮助
,

深表感谢
。
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