
积 分 展 开 定 理 及 其 应 用

凌 德 海

提 要 本文推证 了一 个积分展开定理
。

根据这个定理
,

一个闭区 间上定

义 的具有展成泰勒级数条件的函数
,

可以在一个特定的基函数上展开
,

而其展

式的来数总含有这个函数在该 区间上的多重积分
。

然后给 出一个将该定理 应用

于制导的例子
。

一
、

问 题 的 提 出

为了对系统实现控制
,

通常要分析过程的时间序列和估计系统的干扰运动
。

传统的

方法是测算离散的函数值
,

再结合模型进行平滑
,

滤波或外推
。

这里论证一个积分展开定理
,

基于这个定理可以确立一种积分展开方法
,

郎通过量

测值的积分来描述
,

估算和按制系统 的运动
,

使得计算模式统一
,

逻辑结构简单
,

便于

在自控系统 中实现
。

命题指出
:

满足一定条件的
,

在闭区间上定义的速续可微函数 f ( t )
,

不失一般性可

以视为 〔 0 1 1区间
,

可以进行积分展开

f ( r ) = 习 f : f
、

f
`( 。

, t ) + 0 ( 。 ) ( 1 )

这就是说
,

任意给定允许偏 差
。
> 0 ,

/
` ( ,

,

r )
, ` = z , 2 , … , ” : ,

有不等式

If ( * ) 一

总存在 自然数 m
,

相应有与
。 : 有关的 。 个基函数

习 f x f
`
f
` ( m

, t ) } <
。

对于一切 t任 【0
,

1] 一致成立
。

,
`
一
{
`

其中 f
`

表示函数 f ( )t 在定区间 【o
,

1〕上的 ` 重积分
,

郎

…

!:
3

}:
’

f “
1 ’ “ `1“ `2

.

“ “ “

f
` (卿

, t )是与 , n
有关的 t 的函数

。

从工程的观点看
,

一个速续的测量信号 j ( t) 可以用 t 的多项式函数来逼近
,

现在我

们 说明当 f (t )是 t 的多项式时
,

展开式 ( 1 )是严格成立的
。

不妨设 f ( t) 是 t 的 。 一 1 次

多项式

p (二
,才) = 习 b ` _ 1 ( 。 ) t

` 一 ’

系数 b ` _ `

( , )写成与 。 有关
,

是因为这里的 。 一 1 次 多项式 是 对真实信号的逼近
,

同的阶次逼近时
,

系数可以是不相同的
。

p ( m
,

f) 的 ` 重积分用 p 、
( m )来表示

,

则有
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( 2 )

用不
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尸`
( ,、 ) = f

、
( f = 1 , 2

,

一
, ,了, “

此时多项式的系数
, ,

iJ’ J汉根据 。 :

个联立方程组确定

芍 订 ( j 一动丁
,

_

己
二 。

刁
!

借丫券
“ , 一 :

倒
,厂

或写成矩阵运算形式

丫
( :共飞

、

:
,

二 “川 )

山
七

l x ( , n 一 1 ) !

? 7 2!一
橄

一
一

:1

1
。

!
护产

.

ù

认:…瓦
2 ! 1 !

3 !

… 2好竺早2处
(

1刀 一

I
一

l ) : ( 4 )

,刀 ! 1艺

(
, 7 , 十 〕 ) !

” 2! ( , ,
卜 1 ) !

( 2 1 , 7 一 l ) !

( 4) 式左端的方阵川记号 C 表示
;

用数学方祛 可
,

l认证明 }lC 份 。
一

了
1

旱 C
一 ’ 肠存在的

。

由 ( 3 )式解什}乙
` ( i 一 。

,

z
,

…
, , : , 一 l )代人 (含)式矛浮

门习.

l
.se,J以

、 !了
,

.
了户

.。。. ....

0山

r卜11
.L

j
,

( ” , ,

t ) 一 ( l
,

t
「,

…
,
一

” ` 一 ’ ) C 一 ’

如果令

则有

( f
’ ( , ; , ,

t )
,

f
z
(

,* , ,

了)… j
` ,l

(
, ,了 ,

r ) )一 ( 1
,
一

,

…
,

才
” ` 一 ` ) C

一 `
( 5 )

, E万1
..1̀.J

1上九

2
f

.

.Jwel,L

f ( t ) 二 ( f ’ ( , , 2 ,

r )
,

f Z( ,了2 , r )
,

…
,

f
` ,̀

( : n , t ) ) ! f
:

( (

, ,: I f
, :

郎表达式 ( 1) 严格成立
。

二
、

定 理 的
」

准 备

引理 1

设有
。 一 1个

n K n
变换矩阵尸

。 (凡一 2
,

3
,

行 j 列元索记为尸
。
( i

,

]’)

一 C毖

”
’ , , , )

, `

己 f!勺第

当i < j
,

j = 左时
·

当`< j
,

j矢无时

当f一 j时

当犷> ]’f 讨

( 7 )

召了21
、

一一
、
、少;

J

;.

点尸

。 一 1个变换矩阵的乘积 左二 “ P 、

则有

1
.

R ( f
,

j ) 二
f 旦

,

当`

i
尸 , ,

当`

L R s一 ` + r ,

几 = 艺

> j 11寸

= j日寸

当f < ]’6 J
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2
.

有递推关系

R l = 1 尸 z =

3
.

表达式

展 开 定 理 及 其 应 用 4 7

一 C 二一
`
R ` ( j = 2 , 3 …

, n )闪习例

R , = ( 一 1) ’
一 ’ C二丰{

一 2

这里 C 几是通常表示组合的记号
,

郎 C二=

( j 二 1 , 2 , … , , : )

川
` r (” 一 f ) 1

.

证明 首先写出尸
。 ( k二 2

,

.3 一 ,

)n 的结构形式
l 一

C 二0 … 0

1 0

O 1

一 C 三O… 0

一 C 盖O… O

1 0 二
。

0

… 1

fZ

…
.龟、

一一,ù尸

0

nU1.上

0 0 1 …

C 之
一 ’ 0 … 0

C 鑫
一 2 0… 0

C 之
一 ” 0… O

0 0
· · · · · · · · · · · ·

… … 1

产...

1
、

一一k尸

矩阵 尸* 是 。 x ` ,
单位阵和在第 k 列加上一些元素

。

考虑
。 x

= ( R : R Z

·
矩降才

,

一履
尸* ( 3二` “ · )

,

设它的第一行元素记为” ’ ,一 (` ,
,

则”
·
,一 “ ,

… 左卜 1 .0 二 0)
.

根据定义环 j ( 1) 二 矿 j
一 1 ( 1 )尸 i

,

并利用矩阵尸
, 是单位阵加上

C 二一
1

e 二。 \ ~
L, : _

` 。 ,
_

`
, 、 ,

二~ ~
,
`

,
,

, , .

丫
”

l这一性质
,

用数学归纳法不难证出

O
几 `

一

叮了....、

歹
.,J

第

和关系式

砰 s ( 1) = (尸: R Z … R s o… 0 )

R s= 一 C 二
一 ’ R : 一 C二

一 ’ 尸 2
· · ·

一
C盖尸i 一 1

( 8 )

如果对第二行矢量进行分析
,

类似得到

豆 ( 2) 二 ( o R ; R : … 尸
, _ 1 )如此等等

。

故 R 的结构形式为

R Z … … R
。

R l … … R
。 _ 1

O
’

R l … …

· · · · · ·

… … R ,

lR今00

一一R

这就是结论 1 ,

关系式 ( 8 )就是结论 2
.

下面证明结论 3
,

为此将结论 2 写成等价形式

r R ` 飞 r 1 q rR ` 〕 「1刁

Q
·

1尽
2

1
一

{? }
或
{冬

2

}
一 Q言’

{{】
`

刀
。 ’ `

O 一 `

R
, - 一

Q
-
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其中 O
。

为 n x 。 方阵
,

它的元素

l 0

O
二

( i
,

j ) = 之 1

砚C 二
一 ,

报

引入记号 I `
表示 f ) < f 单位阵

,

Q卜 `
表示 (。 一 O 火 (n 一 j’) 的上述 Q阵

。

现在进行

行列变换
,

变换过程的第一步为 ( O石
1)

,

、.声
任̀夕

第二步为

心

尸

0
,

Q
。 _ , ,

”
’

第 “ 步为
(会)

’ 0 ,

Q
。 _ 。十 1 ,

j < 2

` 。

)
,

j < 3

一 C 二

一 {
0

0
{

\ 2 -
一 C 孟 j

C 嚣
十 ,

J = 3

一 C

月
’ `

”

}
“ 3 -

>
勺 ( j 一 2 ) C 盖科

一般地

( 一 1 ) j一 ’ C 二; }
一 2

S k =

C 孟

( 一 z )儿
一 ’ C 盒京孟

一 2

j < 吞

j 二 k
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

… …

( 一 l ) “
一 ` ( j 一 2 ) ( j 一 3)

( k 一 2 ) 1
丛亡五尽 ) c i一 1

月 + 为一 2

j > k

现在用归纳法证明上式结构对于瓦
十 :
也是正确的

。

将 Q阵与氏并列为

( 一 l ) i 一 ’
C二京圣

一 2

O ( 一 l ) “
一 , c 盒辛孟一

2

j < k

j = k

Q卜 。

, 、 。 一 , ( j 一 2 ) ( j 一 3 ) … ( j 一 k + 1 ) 。 ,一 、

、 一 1 , — - 一 - ~一 一一 下下 , 一一二万 - ~
一

—

一
七

碑 ” 小 ` ~ 9

戈左一 艺 ) I

( 9 )

( 1 0 )

j > k
{

几0
...r/卜

!
、

作 走+ 1次变换得到氏
, 、 ,

它的上面 j昌 k 的元素不变
,

而 j> k 的元素会 发生变化
。

设

厚。 :
的第 j 个元素为 S石

; , ,

则当 j> k 时有

S 孟
十 : =

` , 、 ; 一 , ( j 一 2 ) ( j 一 3 ) … ( j 一 k + 1 ) 。
、 一 孟 ,

- -
一 一一

—
一了 二一一 , 二二

~

— —一
一 ~

吸砂

L左一 2 ) !

i 一 1
月 + 几一 2

一 C孟
一 吞( 一 1 ) “

一 ’
C乏下篇

一 2二 .

…
, . 二二二 ( 一 l ) “ C令: 毛C 二; ;

一 、
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注意到 j 二 k 十 1 时代入上式有

49

S 七拿}= ( 一 1 ) ` C会辛}
一 Z C沂无

一 ; = ( 一 1) ` C二认
一 ;

于是第 k 十 1 步 ( 10) 式变为

闪ù
一 1) j 一 ’ C

了.、产r、

I 。
+ J O

一 1) “ 一 ’ C 盒
十寿一 ,

j < h + 1

j 二 k 十 1

O Q
, _ 。 _ 1 ( 一 1 ) “ C于立是C 二; 孟

_ l j > k + 1

广

l
|
11

因此作充分多次变换以后
,

可以求得

尸s = ( 一 1 ) j
一 ` C 二; {

_ : j 二 2
,

3
, … , 。

故引理 1 得证
。

引理 2

设有
n 一 1 个

n “ n
变换 矩 阵 T 。 ( k = 1

,

2
,

… , n 一 1)
,

它 的 第 犷行 j 列 元素 记为

T ; ( i
,

]’)

当 f < j时

当 f = j时

当 f> j
, f 一 j 二 1且 j>

n 一 k时

O 其它

护....夕、...、

一一
、、.产:J

.份.了、、

寿T

” 一 1

。 一 1个变换矩阵的乘积厂二 n T 。 ,

它的第 f 行 j 列元素记为 厂 l(’
,

]’)
。

另外有
。 x l列向

九= 1

量
,

记为 T
。

(M )
,

这里 M 为整数 0 ( M <
。

.

橄

、......1....百..打

” 一 M

儿

月 一 7刀

打十 1
n 一

M + 1

T
。

(M ) =

1未

” 一 M

月 十 1

” 一 材 + 1

” 十 j 一 1
” 一 M + j 一 1

n

” 一
M

” 十 1

n 一 M + 1

Z n 一 1

2” + M
一 l

则有

( 1 1)

当当
ǎ
O
曰.二`

·

犷 ( f
,

j ) 一

{
f < j时

i = 了时

(
一 1) `+ , C I立1 当 i ) j时
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九

” 一 M

月

” 一 M

2
.

F刃
。

( M ) =

M
n 一 M + l

M M 一 1 M 一 j +2

n 一 M
n 一 M +1 打 一

M +2 作 一
M +犷一 1

M M
一 1

n 一
M

n 一 M +I n 一 M +2
对

一 ” +2

Z n 一 对 一 1

,z,...,nJ!肯
C吞
一 ’

Ci一 1
” 一 M+ i一 1

证明 设矩阵 犷的元素 厂 l(’
,

j) 的表达式 (1 1) 对
n x 。

矩阵成立
,

相应的 ( 。
一

十 l) x

(n + 1) 矩阵记为犷
静 ,

它的第 i 行 j 列元素为 犷
井

(`
,

]’)
.

按定义有

0卜

T

ù,工O…0

一.上
·

一

汀了..

!
....、、

.

, .

…
`尸蕊万月

l
lJ一

!
leewe

J

1 : 0

V
奋

T 1

1 { 0

0 T Z

0

T
。 _ 1

1
·

0 T
n _ 1 !

,

一

2...........̀、

, .1,...吸!

厂

ù

1
..

IJ

一一

( 1

的变换特性是将矩阵1
气 0 F )

的每一歹““ 去后一列而“ 成

一
T

nU…n
à

一上卫

·

一

叮尹.
.

1
.、

这里右乘矩阵

新列
,

最后一列保持不变
。

于是对于 f
,

j昌 2时有

V
朴

( f
,

j ) = 犷 ( i 一 l ,

j 一 1) 一 V ( f 一 l ,

j )

= ( 一 1 ) `+ ` 一 Z
C {: 若

一 ( 一 1 ) `+ , 一 ’
C :二查

= ( 一 l ) `
十 j (C季: 鑫+ C仁盖)

= ( 一 z ) `+ , C {: }

另外当￡= j = 1时有 犷
.

( 1
,

1 ) = 1和犷
.

(￡
, x ) 二 ( 一 1) `+ ` C ?

_ l
最后综合得到

f < j时

i二 j时

当当

( 一 1 ) ` +

jC {之 当i > j时

.rz

l
一一

、
、产;

J

(l’.
犷

当时这样就用数学归纳法证明了引理 2 的论断 1 ,
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S1

现在证明 2 ,

首先写出 T 。 ( k = 1
,
2

, … , 。 一 l) 的结构形式

了10
’

” ”
`

叭 了10
~

一
} 0 卜

“ 一 0 1 1 0 卜
~ …

乙 = ,
”

·

~

… ! 了 2= l

t
o

’

“
’

.. 1 “
} l

” O
’

~ …
’

0 … … 0 1
产 、 0 0 … …

0 0 0

0 0 0

0 1 0

0一 1 1
{

00
八UO

n甘n
ù

T。一

…
1 , 0

0
.

1

… O

. , ·

O

…
, . . . . . . . . . . . . . .

… …

{{{::)
、 , . . . . 目 . . 电, . J .

寿列

设吼为 k 火 k 方阵
,

它的元素

i = j时

i 一 j = 1时

当当

O 其它

口2...、口口飞

一一

ó

、
尹

;
J

:乙了̀、

壳Q

于是

I
。 _ 、

T 。
0 1
_

{几
一 、为 (。 一

K ) X (n 一
K )单位矩阵

。

Q ` J

令

否, = T
。 _ I T

,

( M ) ,

否* 二 T
。 _ 。牙* _ : ( k二 2

,

3
, … , 林 一 1 ) ( 1 2 )

儿

n 一 M
J = 1

柞 儿 十 1
n 一 M

n 一 M + I

。 + j 一 Z M
i万而干不屯

’

不丽刁几

1< ,、 。

{
n

n 一 A了

M
炸 一 M ” 一

M + j 一 l 昌 2

九 十 l ” + j 一 3 M M
一 1

” 一
M

n 一 M + 1 ” 一
M十 j 一 3 , 一

丽不弃厄 万丁而 千了万 I

2 < j昌 n
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儿

n 一
M

n

n 一 M

M M
一 j+ 2

元二丽不丁
”

.

万万初干万 1j昌 K一 1

打

” 一
M

n + In 十 j一 k

”
`

一 M+ In 一 似 + 少一左

M
一 k + 2

’ ` .

n 一 M+ j一 1

( 13 )

由( 2 1)式利用 ( 2 3 )式得

0

Q
,
卜 。

瓦
_ , =

r
.
..eese,weesesJ

J 。

0

r乞.̀.̀.!ì

一一.倪
ǔS

、 ........耳......

、、.刀声

朴

n 一 M

n

n 一 M

M
n 一 M + 1

M + j 一 2

” 一 M + j 一 l
j 昌介

称+ 1
n 十 j 一 k M M

一 k + 2

n 一
M

n 一 M + I n 一
M + j 一 k n 一

M + j 一 九+ I n 一
M + j 一 1

`

了.几、

为
.

月Q

用记号 (瓦 ) j 表示 否
。
的第 j 个元素 (j > k)

,
`

于是

(忍` ) , = (厚。 _ 、 ) i 一 (心`
_ : ) I _ 、 =

n

n 一 月了

件 + 1
n 一 M + 1

” 十 j 一 k 一 1

” 一 M + j 一 k 一 1

卜
叫

一卫典葬二单
; .

n 一 似 + 夕气介

M
n 一

M + i 一 k 十 1

M
一 k+ 3 M 一 k + 2

” 一
M 十 j 一 2 ” 一

M + j 一 1

护宋

n 一
M

儿 + 1
n 一 材 + 1

柞 + j 一 左一 1 M M 一 1 M 卜 k+ 2
n 一 M + j 一 k 一 I n 一 M + j 一为 n 一 M + j 一 k + Z n 一

M + j 一 2

一 ” 一 M

拜 + 1
” 一 M + 1

n + j 一 寿一 1
.

M
” 一 M 十 j 一 k 一 1 ” 一 M 十 j 一 k

M 一 l
.

云二丽叮了布宇I
’ ` ’
卫 一 k + 2

。 一
对 + j 一 2

M 一介+ 1

拄 一
M + j一 1
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于是

`

、..............拄

n
一M

M M
一 j + 2

” 一 M
n一
M + In一

M + j 一 1
j昌 k

8。二

。 . 。 十 1… … n十 j 一 k+ 1

” 一
M

” 一
M + 1” 一 M + j 一 掩一 1

M 一 k+ 1
n一 M + j 一 l

M
” 一

M 十 j 一 k

,口.......,.......

如果 k = n 一 1得瓦
_ , = T : T Z… … T

。 _ : T
。

( M ) = 厂 T
,

(M 、

于是

犷犷

一 {、
·

同时得到推论

1

(
1 1

推论 1 如果 T
。

( M ) = T
。

( 0 ) = ! 1 1

1

犷了

一 }
1

则
0

0
)

推论 2 如果 T
。

(M ) 二 T吉(M )

户忿

月 + M

拄 + 1

n + M 作 + M + l

” + 1

” + M

招

n + M

” + M + 1

n + j 一 l

作 + M + j 一 1

叮 十 1 Z n 一 1
n + M + 1 Z

n + M
一 1
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; /了
’

吉( M ) =
子己

n + M

。
。 ! ;

、
、 。 + 。 + , 一 ’

夕

一
、、7,l

一
了甩

Z叮..1几

引理 3

设 A 和 尸 , 分别为 ll x n
矩阵

,

它的第 i 行 j 列元素分别记为刀 ( i
,

j) 和尸
, ( i

,

力

A ( i
,

]’) 二

P l (￡
,

j ) =

,咨 矛; 十 1

j j 十 1

,

0

、 C 二二}

护名+ i 一 1

j + f 一 1

当 i 十 j矢
n 十 1时

当了+ j 二 n + 1时

并且按照引理 1 定义 尸。
(k = 2

,

3 , … ,

)n
,

按照引理 2 定义 T 。 (吞= 1 , 2 , 二 “ , 。 一 1)
,

则矩阵

A 可逆
,

并且逆矩阵按下 面公式计算

A
一 l 二尸 1尸2’ 二尸

,̀ ·

T L ·

T 厂 二 T
, _ l 一尸; R厂

证明 首先写出矩阵 A 的结构形式

; 姜 笼
n ( n + 1 )

1
.

2

n

业丝 1 )

2
.

3

” (” + 1 )
” ( n + 1 )

n ( n + 1 ) … ( Z n 一 1 )
1 9

。 。 。 。 。 。

”

” ( n + 1 )
n ( n + 1 )

( Z n 一 1)

( 2。 一 1)

按照引理 2 中定义的
。 X I 列向量 T

。

( M ) ( M 士 o
,
1

, 2 , … , 。 一 1 .) 矩阵 A 可以表示为

A 二 [ T
。

( n 一 l )
,

T
。

( n 一 2 )
,

… ,

T : ( ! )
,

T
,

( 0 ) l 于是厂刀 = [犷 T
,。

(。 一 l )
,
厂 T

。

( n 一 2 )
,

… ,

犷 T
。

( 1)
,
犷 T

。

( 0 ) ]

利用引理 2 的结果
,

矩阵 F A 的第 i 行 j 列元素为

华
]

打 一 ]

j + l

护名一 少+ 1

少+ 2

当 i + j >
n 十 1时

二
,

儿 一 j 一 i 十 2

j 十 f 一 1 1

当 i + j 昌“ + 1时

( 1 4 )

矛...,吃,百.几

一一)j月厂

用矩阵 几 乘矩阵【厂月 〕得尸
,`

犷月
.

尸
, :

的作用是使得【犷 A I的第
。

,

行 1 列元素不变
,

其

余的第 1 列元素变成零
,

再用尸卜
:
乘 尸

。

犷刀又使得第
。 一 1行 2 列元素不变

,

其余的第

2 列元素成氰 一般地 用 “ `

乘矩阵(
、

真
, ” 。

)
犷 “ 可以使 第 ` 行卜 ` + ` 列 元 素 不

变
,

其余的 一 `十 , 列元` 变成本 如此等等
。

最后得到矩阵 (息
“ 。

)
厂 “ ,

它的第 `

行 j 列元素记为
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(立
p `

)
F , “ , ` , 一

{
〔犷 A ] (i

,

j ) 当 i + j = n + 1时

当 f 十 j气
n 十 1时

现在计算 f + j = n 十 l 时的〔犷城了( i
,

)j
,

〔厂 AJ l(’ ,

]’) = 尊
·

J

n 一 J

j 十 1

利用 i + j = 。 十 1 代入 ( 1 4) 式得到

( j 一 1 ) , ( n 一 j ) , _ 1

( n 一 1) ! 一

C 二乌

)曰得到P
。

n最后用尸
:
去乘(

尸
”

n

1

C 器立 }

C : 士 {
C Z

_ 1

1

C 盆二专

0
· · · · · ·

… …

旦兰立
C二

_ 1

. .

…
,

… …
, . .

…
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

… …
1

C 三
_ :

C e
_ ,

U
.

…
“ . “ ’ . .

… ” 二 ’
气胃士全 f -

` 花二 1

、 .

!
.

l

se
.

seZ
ē
0nU

n
ù

c 立̀卜 C : : 、得(立
” ·

)曰
一 几

自日

引理 3得证

A
一 ’ = n 尸 、犷二 尸 : 尸 : … 尸

。 ·

T : ·

T Z… T
ff _ : = 尸

`
R犷

三
、

积 分 展 开 定 理

定理 任何一个在闭区间上定义的
,

满足展成泰勒级数条件的函数
。

可以在某一个

基函数序列上展开
。

展成一致收钦到它自己的函数列
。

而它的展开系数正好合有这个函

数在该区间上的 f 重积分
。

f ( t ) 二 习 i l f
`
f

` ( ,
, * ) + 0 (。 )

户(n
,

O是与
n
有关的基函数

,

由公式 ( 5 )确定
,

f
`是函数 f (t )在区间上的

证明不失一般性
,

该区间可以认为是 〔0 1] 区间
,

它在 该 区 间 上的 `

f
` ( i = 1

,
2

, … , n )
.

对函数 j( O可以用
n 一 1次多项式 l(

n ,

)t 一致逼近
,

余项为
; ( , ,

O
,

t ) + r (”
, t )

f 重定积分
。

重积分值记为

官日f (` ) = f ( n
,

其中
l (。

,
, ) 一写

。 ` (。 ) ,` , ( , , t ) ` 习
a `

(拄) *
`

` . 月
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. 一 1

另构造
。 一 1次多项式尸 (n

,

)t = 习 石
`
( )n 沙使它的 ` 重积含值 尸

、
(” ) ( `一 `

,

“

n) 同 f ( t) 的 f 重积分值 f
`
相等

,

此时多项式的系数 b
.

i( = O
, 1 , 2

,

…
, n 一 1) 可以根据

月
个

联立方程确定

( j 一 1 ) !

( i + j 一 1 ) !
b z二1 = f

,

( i 二 1
,

2 , …
, n )

。

习

或写成如下矩阵形式以便研究

n
/

,

, (。 + 1 ) f
: 1

( 1 5 )

bobl…

b
。 _ ,

城
” 十 1 )叭

·

( 2。 一 1 ) f
。 /

Z洛!!
.

1
一一

、 ,......奋..2
了........且..、

A

{;
刀ù9曰

n
(
,: + 1 )

n ( ,: + 1 )

` 、.了, .J

,
+

打一In

矛r、
n

A =

. . . . . . . . . . . . - . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

… …
1 , ( 怜 + l ) … ( 2拄 一 1 )

1
.

.2
· · · · ·

… … n

, , ( n + l )
n ( ,: + 1 )

( Z n 一 l )

(Z n 一 l ) {
类似地用人

+ : ` ( n ) 二 j
:

( n )和
r `

(。 )分别表示 f ( n ,

t )和
r (。

,

t )在该区间上的 i 重积分
,

于是有 f
`
( ,: )

… ,

的经过简单计算
,

并利用引理 3 的结论
,

不难得到

)
” r l ( n )

儿 (” + 1 ) r : ( n )

0 ,
卜 1

十 尸 1 /

沙

{n ( n + 1 ) … ( 2 ,
卜 1 ) r , :

( ,` ) }
10
.aa二Z̀.......、

一一

利用引理 2 的推论 2 的记号 T吉(M )和结果

}
n r , ( n )

” (打 + 1 ) r : ( ,: )

n (井 + 1) … ( 2 ,

卜 l ) r ,`

( ,: )

我们有

!
一

“
1

一
“

’

“ “̀ ’

引入矢量记号 J 二 ( d , d : … d
。

) r

愿

一

…
。 r l

{(
n )

” ( n + 1 ) r : ( ,不)

n ( n + 1)
,二 ( Z n 一 l ) r 。

(n ) !
一

“
l a ),

一
F r “ `“ ’

于是瘫的第 j 个分量

d j “ 分
M目 1

a , .+ 材
一 `

( 一 i )
` 一 , 护子

n + M

C 二丰寿
C : 丰寿

十卜 1 ( ] 6 )
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由可展成泰勒级数的条件可知
,

f ( )t 在该区间上的任意阶导数有界
,

因此
,

有关于

系数 几
+ M _ , 的估计式

,
K

,

队
+ M一 `! 气肠千而月 ) !

其中 K
,
为正常数

。

再用 川 同乘 ( 1 6 )式的两端得到 川 d ,的级数

n , “ `一
再

, ( 一 ` ) ’
一 ` 件 . 九!

n + M

= l 时

口 ” + M
一 1

C盆丰寿
~ ,

.. . .

, 户
. . . .

甲 目一一-
~

叫,~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ` ~
~

户
. 十 1

、
J ” 十八f + J 一 l

( 1 6 )

利用关于系数 马
. 十。 一 , 的估计式可以证明

n1 ) ,二 习
柞

.

川
” + M

a " 子材 _ 1

是收敛的
。

另一方面级数 “ 6 ’
`
可以看成是级数月

:

击斋
`

a一 、 一 ,
与 数 列

M 一 l
,
2

, …

}
对应项的乘积

。

C :丰寿
C :姗

+ , 一 t

由于川 d , = 习 毕半卫{了
M = 1 月 十 Z以

嘶
十 M _ , 是收钦的

,

数列
C 二丰石

C :瑞
+ z

一 1 M 二 1
,

2
, …

}
是单调有

界序列
,

根据数学上乘积级数收钦性的判别定理
,

可么断定级数 ( 16 )
`
是收钦的

。

,

…
,

.

1,-
二 L 。 二 .

` 。 一 ,
`

~ ~ 一
. , . , ~

.

、
, , . ,

K
联人了叹训退刚止狱八

,

便月 !nI “ `! 气八 “ llJ
“ ` l 飞可

dl内…么dl叭
.

…疏、 「
a 0

l r

}
一

}介}
十 尸 1 “

l
~ 一 U , . ~ ] -

bobl…

}b 。 _ l {
令

, ·
( ,

, , ) - ( 1 ,

一…} ( 17 )

则有 }f ( t ) 一 P ( n
, * ) }昌 】r ( n

, t ) ! + l
r 公 (。

, f ) 1

由于
, ( n

,

O 是泰勒级数的余项
,

可以充分小
。

现在需要对
; 劳 (。

,

O 进行估计
。

如果

将尸
: R 视为一个

。 x n
方阵

,

在 ( 1 }’) 式中经过左右乘以后得到 矿项
,

它的每一项取上

界为m a :
S ( n

,

j )其中

。
, . 、

,
: _ ,

。
, _ ,

K
。 协

,

刀 = 试
一 i叫

+ 夕
一 “
可

可见
,

证明
; .

(。
,

O 的收钦性
,

等价于证明

1im 寸m a x一
;

典鱿纂乒呈江一 l一 。

以了一 1 ) ! J
`
L打 一 ] ) ! 川 )

( 1 8 )
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记

S (n ,

j ) =
n Z ( n + j 一 2 ) x

!〔( j 一 1川
“ ( n 一 j ) x 。 !

S ( n ) = m a x s ( ”
,

j )

可以求出极值点为
护` 月

伽 ) 一粤
+

丫尖
十

目

卫塑事卫
4 ’

主O 乙
( 1 9 )

记 j
. = j ( n + 1 )

,

此时有

S ( n + 1 ) _ n + 1

s (。 ) n Z

注意到

伽业贯二p」禧典乒业口立一 (竺必
-

又” + ] 一 2 ) ! 以 ] , 一 1 ) I」
`

( n 一 ]
,
+ l ) !

( 2 0 )

1im J
苦 一 J

~ J O奈

一 , im( 了奥
+ 卫左些士劝

, ,* , \
,

1 6 2

一

碟
+

粤尸
一

)
- 材百

2

( 2 0) 式中的阶乘号作为伽马函数来理解
,

郎

(x + 1) ! 一 r (劝

利用斯特林公式 x l 、 2二 x x 十 .05 e 一 ` ,

不难证明
,

当
。
充分大时

互些井典< 尸
l<

O 灭刀夕

尸为常数
。

于是有

郎 r .

(”
, 一)的展式绝对收钦

。

l im s (n ) = 0

从而得到

l i m P ( n
, t ) ( 2 1 )

另一方面
,

对 尸 ( n
,

)t 作 1 至 n 重积分
,

f (一)

系数 阮 “ 0 , 1 , …
, n 一 1 所满足的方程可以

写成

f
’

}
2

、 n

! f
i

x f
Z

x f
。 } ( 2 2 )一一

、

l
卜」blbo…

其中 C 为
n 义 n

矩阵

·

…
1 1 0 1 1 1 1!

b
。 _ z

1 1 2 !

1! ( n 一 1 ) !

九 !

C 二
2 1 0! 2 1 1!

2 ! 3 !

2 1 ( n 一 1 ) !

( n + 1) I

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

… …
n z ( n 一 1) x

( 2作 一 1) I

ù
业
川

了.....

!
.......1、
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由 ( 5 1 )式和 (2 2 )式用数学方法不难证明 I I C等 0
.

于是得到

尸 `”
, `) - ( 1 才

一…
1! f

:

2 ! f
Z

n ! f !
如果设 ( j

’ ( , ,

t ) … j竺(
。 ,

r ) ) = ( I t … t
” 一 ` ) C一 `贝.J有

f ( t ) 二 ( f三(
, ,

t ) f
Z ( , ,

r ) … f
月

(”
,

t ) )

( :三3 )

( 2 4 )
、 .产

己
矛
才、ǎ日ù十

、色..

!
`月lq白

.

护
.

了
`J

112

、 .产
己

矛
才、ǎ日ù十

.....̀沪
q白月

ù

子
J.。。
了尹

.

9én

、色......̀沪
`月le白J了

`J.。。

f
.份.

:
.r..百叮

12竹了...........、

这就是定理的结论
。

利用更高级的数学技巧
,

可能将定理的条件进一步减弱
,

但是作为

工程应用
,

这里的结论已经够用了
。

四
、

应 用 举 例

利用积分展开方法
,

可以综合 利用飞行器
_

h 的量测信 息
、 ,

提供简便有效地估算参数

偏差的方法
,

现在通过雷达 中制导来

说明这个问题
,

而在理论上这种方法

是普泥有效的 (如图 1 )
。

飞行器在主动段飞行结束以后便

进入被动飞行
,

这时飞行器上安装的

雷达高度表开始工作
,

它可以相对于

地面或陆标测量获得信息
。

例如获得

测高数据
。

如果飞行器严 格 在标 准

轨道上运动
,

并且测高没有误差
,

那

么测高数据也将是一系列理想值
。

实

际上
,

飞行器或多或少会偏离标准轨

道
。

高度表也会有量测噪声
,

现在通

过测高数据来估计主动段熄火点参数

的偏离
,

进而计算飞行器落点的终端 图 1 自由飞行段测高估算落点偏差

参数
,

如射程的偏差
。

这就是我们将要解决的问题
。

现在飞行器系统采用如下模型

= 了(云
,

切
, t )

= 歹(牙
,

云)
( 2 5 )

这里而是惯性感测的输出信息
,

它是 。 推矢量
。

另一方面飞行器上的辐射传感装置
,

获得量测信息
之二万(牙

,

)t 十 t,

( 2 6 )
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二 是量测输出
,

它是 l 推矢晕
, v 是量测噪声

。

相对于标准轨道
,

可以建立如下状态干扰方程和量测干扰方程

60
,

中
,

仗ē

d牙= 月乙云+ B d而

j 刁二 C d玉十 沙

这里 “ 一

{到
为 /

·
矩阵

, ” 一

{鬃
_

…
为

一、
,

c 一

!到
为 `

( 2 7 )

x n
矩阵

.

如果量测过程 由时刻 t 。开始到时刻 t
,

结束
,

终端指标函数为

l二 l (牙
,
t )

标准轨道终端时刻 t 二 t 。 ,

历= 袱动
。

系统偏离标准状态以后
,

终端时刻有状态偏差 占以 le)
,

相应有指标偏差

刀 l = l
二
d云+ l

t
d t ( 2 8 )

这里 Z
二

是函数 l 对状态 云的分最的偏导数组成的行矢最
,

l
,

是函数 l 对 t 的偏导数
。

下面我们利用量测信息
、 二 ,

通过最小平方估计来计算 ` (人)
,

以下简写成`
。 .

由方程 ( 2 7 )和终端条件 d二
,

可以计算任意一点的 d云(t )

六
。 A (幼 d省

_

: ,

只 A (豹 d舀
d ` ( `) !一

“ 卜

;己分
·

+
}

, e “ “ ( T ) d而 (丁 ) d T

最小平方估计的条件是

( C占牙一 d二 ) T R
一 , ( C占刃 一 占z ) d f = m i n

( 2 9 )

( 3 0 )
J ` 6

其中 R
一 ’ 是权矩阵

,

由量测过程的方差 R 所确定
,

在等精度测量时
,

R可以取成
一

单位矩

阵
。

令

月
。 月 (动时

。 ,

拜月 (钓叹安

D 一 C e “ ,

E 一 C
j

, e e 刀 ( r )乙面(· ) d T

d之
.
二占z 十 E

C占万= D 占牙
,
一 E ( t )

方程 ( 3 0) 变为

价
。奴

一

向
· “ 一 `” 奴

一

向
dt 一

,·

r场 产
e ~ ~ ~

d x百 [}
, 。 D r R

一 ’ D “ `」“ `

一 “ d` 百 [}
, 。

D
丁 R

一 ’ “ “ ’
d` ] 十 “ z ` , R

一 ’ “ z ’ 一 m `“

最后得到

r r t e l 一 2 r r , e ~

衍一 L}
, 。 D r R

一 `刀 d tJ j[
,

’

。

少尸
一 ’占“ ` d `

( 3 1)

( 32 )

( 3 3)

( 34 )
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te

D r“
一 ’ ” d`

〕
一 ’

!
fe

D T R
一 ’占二

.
d t+ ￡ (占 t) ( 35 )

引入 灸 和 d初的 f阶干扰矢山
`

和 d初`
并利用干扰定理和积分展开定理

,

经过不十

分复杂的计算得到

刀 l二 习 叻`
加

、 十 习
` = 工 f =

只`d切
` + ￡ ( 6 t )

这里砂

令

和之
`
是根据标准轨道计算的装定系数

。 (由 ) 二 。 。 十 。 1次
,

其中
。 。
和

。 ;

( 36 )

是拟合常数
。

l 。 = 习 沪`二 ` + 习 矛而 ;

` 二 1 亡= 1

则

公式 ( 3 7) 中才

J I = 习 劝
`二犷+ 习 几`而犷+ e 。 + 。 ,

6 t 一 l。 ( 37 )
蔺 = 1 ` = 1

匆犷是实时感测值 尹 和 初
,

的 i 重积分
,

l。 是根据标准感测计算出来的

装定常数
。

利用公式 ( 3 7) 可以简便地进行射程修正了
。

A n In t e g ar l xE p a n s i o n T h e o er m a n d l t s A p p l ie a t io n

L i n g D于 h a i

A b s t r a e t

A n i n t e g r a l e x p a n s i o n t h e o r e m 15 d e r i v e d li
n t h i s p a p e r .

o n t h e b a -

5 15 o f t h e t h e o r e m , a d e f i n i n g f u n e t i o n i n e l o s e d i n t e r v a l w i t h e o n d i t i -

o n o f e x p a n s i o n i n T a y l o r S e r i e s e a n b e e x p a n d e d i n b a s i s e i g e n f u e t i o n
.

A n d t h a t e x p a n s i o n e o e f f i e i e n t a lw a y s e o n t a i n s i一 i n t e g r a l o f t h e f u -

n e t i o n i n t h e e l o s e d i n t e r v a l
.

T h o n a n e x a m P l e o n a p P l y i n g t h e t h e o r e m

f o r g u id a n e e i , g i v e n .


