
关于最大公因数与最小公倍数

概念的推广及其应用举例

周 泽 滋

提 要 本文运用通常最大会因数与最小会倍数的性质以 引入非空整数组

的最大会 因数与最小会倍数的概念
,

并运用它引入群元素的特征数和环 与域的

粉征数
,

此外论证 了任意非空整数组必存在最大奋 因数和最小公倍数
,

且对于

确定的非空整数纽它们畏唯一的

1
.

问 题 的 提 出

最大公因数与最小公倍数巳是人们非常熟悉的两个概念
,

但 O
,

Q的最大公因数是

什么 ? 它们有最小公倍数吗? 任意多个不全为零的整数必有最大公因数
,

但它们有最小

公倍数吗 ? 在不少著作中的回答是
: “

( o
, 0 ) 没有定义

” ,

1[]
,

图当然 f o , 0 1更 没有

定义了
,

能否使它们有合理的意义呢 ? 在近世代数中关于域的特征数 (示性数 ) 的定义

其描述中有如下之说
:

如果域 F 的单位元的某质数 p 倍是零
,

则称 F 的特征数是 p ,

否

则称 F 的特征数是 O
,

闭
、

“ .J[ 的 (或无穷大 ) 61[
、

7j[
。

这里自然要 问
,

否则 称 F 的 特征

数是 一 1
.

(郎不是 。 ) 行不行 ? 为什么 ? 再如对循环群的性质描述 中
,

往往 总是就群

的阶是有限的或阶是无穷的情形分别描述
,

其统一描述的范围能否扩大一些呢… … 。

后

面我们将会看到这些问题与推广了的最大公因数和最小公倍数概念不是没有关系的
。

在

下面的讨论中
,

我们假定 I 表示全体自然数所成的集
,

Z表示全体整数所成的集
。

关于在自然数范围内的这两个概念及其性质 在一些数论 的书中已 讨论得 比较详细

了
,

我们只将其主要的列出如下
:

1) 设
a ,

b 〔 I
,

如果
a
能整除 b

,

则称
a 是 b 的约数

,

称 6 是 a 的倍数
,

并记作 al b
.

用 S 表示自然数的数组 (元数可能是有限
,

也可能是无穷
,

且数组中的数可以是相

同的 )
,

如果 S 至少含有一个数
,

则称 S 为非空自然数组
.

并记作

功今 5 9 1
.

幻 设 功今5 9 1
,

如果 d 〔 I 对于任何
a 任S 总有 d l

a ,

则称 d 为 S 的公约数
。

3) 设 必今 5 9 1
,

如果有 m 任 I 对于任何
a 任 S 总有 al m

,

则称 S 有公倍数
,

且称

功为 S 的一个公倍数
。

注意
:

仃意非空自然数组必有公约数
,

但元数是无穷的非空 自然数组不一定有公倍
`

如果把自然教换成业熟 则称劲非空盆数组
,

并记 作 功今 5 9 .2,
本文 1, 8 3年 4 月 2 6 日收到



1 3 4

数
。

国 防 科 技 大 学 学 报

4 )5的公约数中的最大者称为 S的最大公约数
。

自然数
a,

b
, … ,

l 的最大公约数用 a(
,
b

, … ,

l) 表示

5) 5 的任一公约数都是 S 的最大公约数的约数
。

6) 如果非空自然数组 S 有公倍数
,

则其中最小者称为 S 的最小公倍数
。

有限个自然数
a ,

b
, …

,

l 的最小公倍数用〔。 ,

b
, … ,

l] 表示
。

7) 设 。 是 S 的公倍数
,

那未 。 是 S 的最小公倍数其充要条件是 S 的每个公倍数都

是二 的倍数
。

8) 设 功等 5 9 1
,

且夕具有公倍数
,

记 S 的公倍数 所成的集为M
,

则下 面的关系

式成立
:

S 的最小公倍数 = M 的最大公约数
。

2
.

两个概念在整数范围内的推广

学盯滋ù大

定义 i 设
a ,

b 〔 Z
,

如果存在
c 〔 Z使得 ac = b

,

则称
a
为 b 的 因数

,

称 b 为
a 的倍数

,

也记作 川 b (以后记号川 b 都是指
a 是 b 的因数 )

。

根据定义
,

因数
、

倍数显然有以下性质
:

l
“ a

}b 同时 b }
a
件协 }

a
}== } b }

,

2
O a

}b件今
a
} }b }件今 }

a
}l b件冷 l

a
!日b }

,

3
”

0 是任意整数的倍数
,

但不是任何非零整数的因素
。

4o 任何整数都以 1 , 一 1 及其自身为其因数
,

郎它是 1 , 一 1 及其 自身的倍数
。

定义 2 设 功钾 S二 Z
,

如果 d 〔 Z 对任何
a 〔 S 总有 d l

a ,

则称 d 为 S 的公因数
。

关于公因数显然有
:

i
“

任意一个非空整数组 S 至少有两个公因数 1及 一 1
.

2
。

若 d 是 S 的公因数
,

则 1引 也是 S 的公因数
,

反之亦然
。

3o 当且仅当 S 的元 全为 O时
,

O是 S 的公因数
。

以下总假定用 5
.

表示 S 中的元都取绝对值所成的整数组
,

用 S ;
表示 S

朴

中去掉零

元所成的整数组
。

显然有

定理 i d 是 S 的公因数其充要条件是 d 是 了
.

的公因数
。

定理 2 若 S
,

非空
,

那末 d 是 S
件

的公因数其充要条件为 d 是 S , 的公因数
。

证 必要性是显然的
,

只证充分性
。

由于 d 是 S , 的公因数
,

而 d 也是 0 的因数
,

故 d 是 5
.

的公因数
。

系 忍
.

1 如果 S ,
非空

,

则 d 是 S 的公因数其充要条件为 d 是 S : 的公因数
。

系 2
.

2 如果 S ,
非空

,

则 S 的公因数中有最 大者
,

这 最大者 就是 5 1 的最 大公约

数 d
,

且 S 的任何公因数都是 d 的因数
。

证
: 由于 S

,

非空
,

故 S :
有最大公约数 (指在自然数范围讨论的 )

,

记为 d (显然

J ) l) 由系 2
.

1知 d 是 S 的公因数
,

如果 S 有比 d 大的公因数
,

设为 d : ,

则 峨> d > 1

瘫
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工恋心

由系 2
.

1知 d :
是 5

1
的公约数

,

这与 d 是凡 的最大公约数矛盾
,

,
「

很

冷没矛 是兮的公因数
,
一

毋团 随是 了曲公汲数
,

而 ; 5 1
非空

,

故滋色铸 o
盗

从翔解以
,

}是

S :
的公约数

,

故 } d’ }是 d 的约数
,

所以 了 是 d 的因数
。

一
、

叮

显然如果 S : 二必
,

郎 S 中的数全为 。 ,

则 S 的味切公 因数都 是吞的 公 翩数刃 的因

数
。

、 ·

一 一
、 、 .

定义 3 设 S 是一个非空整数组
,

如果整数 d 满足如下劝条伟
.

、 一 _

l) d 是 S 的非负公因数
,

` !

一
、

一 `
、

`
;

幻 S 的任何公因数都是 d 的因数
。

则称 诊是万的最大公因数
,

、
- .

.

根据定义知

全 0 的整数组 S 的最大公因数是 D
·

由系 2
.

2知不 全为 O 的非空整数组 S 总存在最大公因数
。

容易证明非空整数组的最大公因数是唯一的
。

从而有
`

补
.

一

。
一

J 、
.

卜 。

定理 3 任意非空整数组的最大公因数必定存在且唯一
。 - · ,

一

城

定义 4 设 功气 5 9 2
,

如果 m C Z 对任何
a 注 S 总有 引m

,

则称 m 为 S 的公倍数
。

根据 定义显然有
·

一
一 _ - 一 ,

~一 以

`

l
’

o 是任意非空整数组的公倍数
。

厂
一 二

` 二
-

一

扩
.

如果整数组
L

S 合有数 奋
,

则 s 只有唯一的一个公倍数 。 。 几

o3 如果 m 是 S 的公倍数
,

则 !m j也是 S 的公倍数
。

定义 5 设 S 是一非空整数组
,

如果整数 椒满足
: 亨卜

1) 浦是客的非负公倍数
。

·
,

二

2) 5 的任何公倍数都是 m 的倍数
。

卿称碗为 S 的最小公倍数
。 - ’

根据定义显然有
,

.

·

1
’

如果 S 中含有数 。 ,

则 S 的最小公倍数是 0
. ’ 一 、

2
。

如果 S 是有限的非空自然数组
,

则此定义与自然数范围内最小公倍数的定义是

等价的
。

定理 4 设 S 是一非空整数组
,

则 S 的最小公谙数必存在且唯一
、

一

证
.
分两种情馋对论

:
. 、

妇
一

!

如果 S 中含有数 。 ,

则 S 有唯一的公倍数 0 ,

此时 S 有难一的一个最小公谙教

O
·

一

、

一
一

: 豁 `

2) 如果 s 不合数 0
,

则 必书一 51 9 1 由于在整数范围内有
_ 、

、 是 S 的公倍数
~

}m !是 S 的公倩数会碑 } , }是 `
.

的兮措数
,

一

:
积

故万有非 0的公倍数
~

S 。

在自然数范围内有公倩数
,

_ 、

故若 5
.

在自然数范围内没有公倍数
,

则汉在整数蒸围内只有唯一的一个公倍数 0,

从而此时 S有唯一的一个最小公倍数 .0 否则 5
.

在宫然数范围内有公倍数
,

则 5
.

在寂

然数范围内有最小公倍数
,

设为 , ( > l)
,

辑霓琳的性质 2
’

知 m 是 s 的公 倍数
,

奇
:
姆

耐 是 s 的任意一个公倍数
,

如果 衬 = o
,

则
一

, l。 气
,

如果 耐钾0, 则 Im勺也 是 5 .

峋粉
倍数

,
、

令m是点
.

率良攘攀范围户典最小公倍数卜林m l },
,

卜
,

热两举
一

I尽
`

故拼鼎s 的

最小公倍数
,

此时其唯一性是明显的
。

证毕
、

一
、
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据最小公倍数和最大公因数定义显然有

定母石 设功绘 5 9 2
,

S 的所有公倍数所成的集记为M
,

S 的所有公因数所成的集

记为 D
,

则

召的最小公倍数 = M 的最大公因数
。

S 的最大公因数 = D 的最小公倍数
。

如果
a ,

b
,
一

,
l 任 Z

,

用 a(
,

b
, … ,

l) 表示
a ,

b
, … ,

l 的最大公 因数
。

用汇
a ,

b
, … ,

11 表示
a ,

b
,
一

,
l 的最小公倍数

。

3
.

应 用 举 例

1
.

群的元案的特征数

定义 设 < G
, ·

> 为一群
, 。 〔 口

,

记
一

S 二 {m }
a . = e ,

m 任 Z }
. .

一
则称 S 的最大公因数 d 为

a 的特征数
,

其中
e 是 < ` , ·

> 的单位元
。

定理 1 设 < G
, .

> 为一 群
, 。 〔 G

,

如果 。 的特征数 为 , ,

则 矿 = 。 ,

且 当
。 二 o

时
,

( a) 为无穷群 ; 当
。
气Q 时

,

则 。 是使 丫二
e 的拼中的最 ,J证整数

,
且 ( a) 的元数是

证
:

记 S = {
n :

!
a ” = e , , n 〔 Z }

.

当
n 一 O时

,

显然 an 二
e ,

此时 S 只合有一个数 O ,

郎对任何非 O整数 ,
,

了钾O
,

从而当 f气 j 时
, a `

气夕
,

故此时 ( a) 为无穷群
。

当
n
今。 时

,

则 S 中必合有非零整数
,

记 S 中最小正整数为二
。 。

则 对任意 。 〔 S
,

存在 p , q 〔 Z 使得

( m 。 , 川 ) = P m o + g m ,

从而 。 ( m o ,

m ) = 。 ( p , 0 + q m ) 二 ( a o o

)
p

( a 二 )
q
= e ,

故 ( tn o ,

m ) 〔 5
.

因 。 。是 S 中的最小正整数
,

故 。 。《 ( rn 。 , nt ) 但 。< ( , 。 ,

tn ) 《 功。 ,

故 挂
`

= , 。 ,

从而矿 = e .

显然此时 ( a) 的元数是
” 。

证毕

定理 2 设循环群 ( a )中
a 的特征数为

。 ,

则 ( a `
) 二 ( a (`

, ” , )
,

又
a . 〔 ( a

`
)其充要条件为 ( t

, , ) I,
.

证
:
由于 ( t

, 。 ) {t
,

故 a `
〔 (了

` ·” , ) 从而 ( 。 ` ) g (了
` ,” ))

.

另一方面
,

由于
。 的特征数为

。 ,

姗
;

a’ 二杯〔
`

(夕 ) 对于 t,
, 必有 p

,
q〔 z 使得

(矛
, ” ) = 尹 t + 训

故
。 (’. ” = a伽” 。 二 a( ,) 气了 )

,

〔 (丫 )

从而
,

(沪丙 )` (a 勺

所以 (a ,) 二 a( (’. 哟
.

.

显见勺食
,

从而s非空
,

且当
。 。 二 。

时有 。 ,, 二 。 .

对于加群 < G
, + >

,

则 兮. 《。 l m
。 告0,

n耳刀的登干安
_

m e Z 冬其中
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后半部份其充分性

由于
a份 〔 ( a`

)
,

故

P I “ 。 (峨 o d 拄 ) . ,

然的
,

只证必要性
,

整数 p 使得
显在是

一存

今 ( t
, n ) .t

,

( t
, n ) l热

,

从而存在整数 q傅得
P t + q n = 悦

.

从而 ( t
, n ) 10

.

证单
定肠 3 设循环群 ( a) 中

a 的特征数为
n ,

则

( a `
) = ( a

r

) 的充分必要条件是 ( t
, 。 ) = (

r , n )
.

由定理 2 有 (a
’
) = ( q(

` ’

勺产 ( o(r
’

?)) 一 (a
r

.)

不封
性

,

剖
`· ” )

7(r 朴 由定鲜 有 (a
’

) 一 (qt
’

份
嵘系性 , 由于 ( a `

) = ( a“
’ ” , )

,

( a r

) = (沙
r · ” )

卜 ,

若 ( a `

) = ( a ·

)
,

则 ( a(
` ’ . , ) = ( a

`
) = ( a r

)

二 ( a (
r ·” ) ) 从而

由定理 2 知

同理由于

故必有
_

。

一
窝

.

环和城的特征数

a (` · ff ) 〔 ( a
r

)

( r , n ) }( t
, n )

a(
”
二 ,任 ( a

,

) 知 ( t , n ) 1(
r , , )

,

( t
, ” ) = ( 犷

, n )
.

(示性教 )

证毕
,

定义 卫 设< G,
十 , .

> 为一环
1

关
枷

群< 凡 +

资的子素 : 的梦征数 `己为 J一 则

称 S = 毛d
。

}
a 〔 R } 的最小公倍数 m 为环 < R

,

+
, ·

> 的特征数 (示性数 )
。

定义 皿 设
e 是城 F 的单位元

,

贝哺布< F
,

十 > 中
。 的特征数 为域 F 的 特征数 (示

性数 )
。

容易证明这样定女球和域的特征级写匀喷的定义法箕兹果是三致的
,

由于示性数应

为揭示其特征的数才雄疽肉环和城所具襄的特征所沪衷
, j翎此城样家界龚免了示性数 0

的硬性规定
。

?
.

一个兜全格的例 子
- ·

一
之

:

我们知道自然数集 了如果偏序关系
a成 b 为 a

是 b 的约数并记作 川 b
,

则 < I
,

}> 是

一个格
,

但不是定 全格
。

今对非 负整数全体的集 Z ,
规定偏序关系

。 《 b 是指
a 是 b 的因 数

,

也 记作 al b
,

则

< Z , ,

}> 为一格
,

且是完全格
,

其全元素是 0 (而不是 1 )
,

其零元 素 是 1 (而 不是

0 )
。

4
.

结 束 语

1
`

由子画数与约数之别仅在子

数
,

而公因数就木一定能作除数了
。

。可作因数
,

但 不能作约数
, 几
从而 公约

,

毅可作除

2
。

对最大公因毅与最小公倍数的这种定义法在一些奢作
〔̀琳” 中也能找到但那里

的定义只限于两个整数的
,

而不是一个非空整数组的
,

本文还论证了任意非空整毅组的

最大公因数与最小公倍数 是存在的且是唯一的
。

3
“

完全格的例子 < Z : ,

!> 揭示了 0 的特殊性
,

在通常的大小 次序下
,

o 在 Z
:

中

a 二 6 (二 o d。
) 是指

” 是 。 一 b 的因数
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1洲_
_ _ _

_
_

_ _ _ _

鱼
_

竺
_

科
_

_
_

色
_

_

主
_

些
_ _ _ _

生
一

丝
- -

- - - -
-

- - -
-

-
-

- - -

一
~

-

是
“

最小的
”

数
,

但在偏序关系
“

{
”

下
,

ONIJ 是 2 1
中

“

最大 的
”

数
,

因此在群论中用
a 的特征数代替

a 的阶是合理的
,

它更能揭示
a 的特征

。

4
。

全文对两个概念的引入及结论的证明所采用的都是一些初等的方法
,

因此用以

定义域的特征数是可行的
。

本文承汪浩教授给予审阅
,

对于他的鼓励与支持
,

在此谨致谢意
。
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