
六 要 素 法

(求解二阶网络的快速公式 )

李 国 吉

提 要 本文首先对求解一阶网络 的快速套式— 三 要素法进行 了理论令

析
,

然后将这种理论应用到社二阶网络的分析
,

导出在各种情况下 求解零输入

响应和零状态响应的快速公式— 六要素法
。

和三要素法一 样
,

它的最大优点

是不 需列写任何微分方程
,

不 用进行微分
、

积分运算
, 只 要作简单的代数运荞

即可获得解答
。

文中列举一些例题
,

以便进行对比
。

一
、

回顾三要素法

本文谈到的网络
,

如不加说明
,

均指存在唯一稳态解答的线性定常网络
。

对于线性定常网络
,

一般选电容电压
。 。

( )t 为电感电流 i : ( )t 为状态变量
,

络的状态方程为
( 示( t ) 二 a x ( r ) + b田 ( t )

一阶网

x ( 0 + )
( 1 )

式中 ?
()t 代表状态变量

, `一

寰
、

? ()t 代表输入
, 。 与 ` 为常数

,

取决子网络元件和

网络图形
。

x ( O+) 代表网络的初始状态
。

全响应 x 等于零输入响应 xl 和零状态响应xll
,

郎

x = 犷 + x ”

( 2 )

加
“ ` ”

的量与零输入响应有联系
,

加
“ , ”

的量与零状态响应有联系
。

求零输入响应
:
这时 二 = o (1 ) 式变为

尸 = Q尸

x ( 0
+

)
( 3 )

设解为

x’ = B
,
扩

`
(4 )

: 是 ( 3) 式微分方程 澎 一 ax
,
二 o 的特征方程 尹 (s ) 二 : 一 。 二 o 的特征根 (值 ) 8lJ : 二 a ,
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B
`
是待定常数

。

令 (4 )式中 t二 o,

代入初始状态
x ( o

+

)得到

x `
= x ( 0+ ) e s `

求零输入响应的两个要素为
`
与二 ( o

十

)

求零状态响应
:

微分方程为

` 污即 二 a x “ 十 bw

B
, 二 x( +0 )

.

零输入响应

( 5 )

( x ( O
+

) = 0

当输入为道流电源时 。 二研设解为

x “
二 B

“
es

` + x (的 )

x (OO )是变量 x 在 才, oo 后电路已达到稳定状态时的稳态解
。

B
“

是待定常数
。

中 t二 O代入零初始状态 x( O十 ) = O得 B
“
二 一 x( oo ) 零状态响应

x(l 二 x( oo ) 一 x ( oo ) e “

( 6 )

( 7 )

令 ( 7 ) 式

( 8 )

求零状态响应的两个要素为
: 与 x( oo )

全响应

x = 尸 十 x “ = x ( oo ) + 【x ( 0
、
) 一 x ( oo ) ] e

, `
( 9 )

此郎为大家熟知的求解一阶网络的快速公式
。

下面讨论对三个要 素 的 求法
。

先讨
·

论 ￡ ,

从 理 论上讲
,

令 。 二 0 ,

求 微 分 方程

房一 a x = O的特征方程
: 一 a = o的特征 根

: = a ,

但采用这种方法
,

先要写出微分方程
。

大

家知道
,

三要素法的最大特点 (也是 它 的 优 点 ) 就是 不 用 列 写 微 分 方 程
,

用定义

s 二 一

从
二 是电路的时问常数

,

求 : 时
,

是将输入置零
,

对所得的等值电路
,

由观察
丁

祛 (或通过简单的电路计算 ) 求得时间常数
二 而后得到

￡ 的
。

x( 0
十

) 是给定的或 由换接

前 (后 ) 电路求得
。

x( 、 ) 是由换接后的电路计算出来的
。

而求 x( O+) 和 x( oo ) 都不用

列电路的微分方程
。

可见三要素法是一种充分利用等值电路进行计算的方法
,

避免了列

微分方程的一系列过程
,

三要素法所以快速与这一点有很大关系
。

当我们求解零状态响应时
,

所用方程为 尸 = a尹 十 b二 而得到 的 解 为 尹 = x( oo ) -

x ( oo )扩
` ,

从表面上看似乎与输入 。 无关
,

而从道理上讲解应该与二 有关
。

这可证明如

下
:

当输入 。 为道流 电源时
,

。 = 才 设解 为
x ll 二 B

“
es

` 十 x( co ) 对 其 求 导一次 得 idl) =

B
俘 : 扩

`

将 它 与 原 方 程 尹 = 盯
“ 十 b。 对 照 得 B

“ : es
` = a x “ + b。

,

合上式 中 t = 0 由于

八 , 。 ~
, 。 , ,

6甲 ,
、 ,一 。% ,

一
, 、 ,

。
, ,

一
、 、

* 。 , , ,
_

, 。
、
」 _ , 、 , _ L , 、

~ ~
. , , . 几.l1 口

一` ( 0* ) = 。 得到 B
“ 一

誉
一 我们完全可以用此式计算 B

“ ,

但 是 这样
,

就需列出微分方

程才能得到 b厅
,

这 就失去了三要素法不列方程的 优 点
。

所以不采用
n , ;

b牙
刀 = :

—
而采用

B
” = 一 x (。 ) 的算法

。

从以上分析得到如下结论
: 1

.

三要素法适用于存在稳态解答的一阶网络 ; 2
.

采用

等值电路求时间常数
: 的力

、

法得到特征根 s
一 生 ; 3

.

求零状态响应时将输人 。 的作用
r

考虑到 x( oo ) 项内
,

而 式必 ) 可由计算电路的方法得到
。

这样就避免了列写微分方程
、

求解微分方程等一系列运算过程
。 ` 、 1

·
’
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一

:

要 二乍 紧 厂 华 法 蟹

下面将把这些思想推广到求解二阶网络的响应
。

二
、

零 输
一

入
`

响 应

1
。

穴 要 莱 法
。 _

-

从下面的叙述将会看到求解不阶网络所要计算的量将是两个特征根S ,
和 5 2 ,

一组待

定的常数 B ;
: 、

B f
Z 、

B 二
;
和 B省

: 以及另 一组待 定的常数 B 坚
, 、

B犷
2 、

B g
;
和 B g

2 .

而这

两组常数与初始状态 x : ( o+)
、

仰 ( o + ) 和 扮OO 后的稳态解 x : (OO )
、 x Z ( oo ) 有关

,

也就

是说要确 定 S , 、 5 2 ; x : ( O
+

)
、

x Z ( O+) 和 x l (OO )
、 x Z ( oo ) 六个要素

。

下面我们将不列任

何微分方程
,

充分利用等值电路和计算电路的方法
,

快速地确定这六个要素
,

称为六要

素法
。

x l (+0 )
、

x Z ( 0
十

) 和 x l ( OO )
、

x Z ( oo ) 这四个要素的求法和三要素法求 x( O+) 和 x( co )

时是一样的
,

这里就不多说了
,

我们重点研究用等值电路法确定 lS 和 凡

线性定常网络标准形式状态方程为

示= A劣 + b幼

劣 ( 0
+

)
( 1 0 )

式中 劣 代表状态 变 量列 向量
。
劣 = d x/ dt

,

幼代表输入
。

A 和 b 为常 数 矩阵与网络元

件和网络 图形有关
。
劣 ( 0

+

) 代表初始状态列向量
。

对于二阶网络 ( 1 0) 式可以写成

嘟
一

〔军尤以少
“ +0)

一

联扣

令 幼二 0求状态方程

J示
、 = a : : x , + a 1 2 x : + b l二

t 坛2 = a 2 1 x l + a 2 2 x 2 + b Z切

二 1 ( 0
+

) ; x Z ( 0
+

)

示一 A劣 = o 的特征方程

尸 ( s ) = }S
·

I 一 A】= 0

( 1 1 )

式 中 I 代表单位矩阵
。

展开为 尹 ( s ) = S , 一 ( a , : + a 2 2 ) s + ( a l , a Z: 一 a , Za : 1 ) 二 O

令 夕 ( s ) = 5 2 + a , s + a 。 = o

则特征方程 p ( : ) = O 中 5 2 的系数为 1
, : 的系数等于 A 中主对角线元素之和的负值

,

常数项
。 。 等于 A 的行列式的值 !川 = a , :处 2 一 a : 2处 1 .

两个特征根为

S : , : = ( 一 a : 士杯 a

卜 4 a 。 ) / 2

一阶网络特征根 S 和变量 x 的系数
a 之间的关系非常简单

,

S = a ,

二阶网络特征根

S , , :
和状态变量 劣 系数矩阵 A 中的四个元素

a l : 、

自 2 、

处 ,
和 吸:

都有关系
,

比一阶网络

要复杂
。

利用参考文献 〔l] 提出的方法
,

不必列任何方程式就可以方便地确定 A 中各元素
。

·
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为了阅读方便
,

现将其中的主要点简述如
:

下
.
在 ( 11 )式中令 二 = o

= a x l x : + a l : x Z

= a 21 x : + a 22 x :

( 1 2一 1 )

( 1 2一 2 )

,̀,.

。

劣
·

留

`
、口气

在 l( 2一 1) 式中
,

令
x Z= 0 ,

得到 示: 二 a , , x : ,

这是一个等值一阶子网络的微分方程
,

据此

作出其等值的一阶子网络
,

用三要素法求时间常数的方法 郎 可求得 1Q 、 a

令
x : “ D

,

如

x Z = 红 则是将 L 开路 (同样
,

如 x2 = vc 则将 C短路 ) ,
所以求 a1 , 的等值电路是将原电

路的输入置零
,

再将
x Z
支路置零 (电感开路

,

电容短路 ) 郎可
。

例如对图 l 所示二阶网

络
,

如设 x : = vc
, x : 二 f :

,

求 al : 时令 抢 开路
、

L 支路开路得到求 al , 的电路如图 2 ,

从

图 2 立郎得到 吼
1二

1

R
,

C
’ 同理

,

求 吸 : 的电路如图 3
,

处 2 =

召
一

一 R Z / L
.

实际上从原电

〕〕 C 二二+++

气气气
---

图 2

路立郎可以观察出 al :
和 处 2 ,

完全不必作图 2 和图 3
。

下面讨论
a : :
和 兔 1 的求法

。

在 (l 2一1) 式中令
x : 二 o

,

得到

a i Z =
竺X 2

对图

持 x2

过 R ,

1 来说
,

由于设 x : = 晰
, x , 二 0 就是将 C 短路

,

但要标出通过 C 的电 流 C 介; ,

再保

支路不动
,

得到求
a 〕: 电路如图 4

,

由于令 为 = v 。 二 o ,

则 R , 两 端 电压 为零
,

通

电流为零
,

故可去掉 R l
.

从图 4 得到 。
1

一
, 2 , .

,.al
: 一五

一

l 一几x Z ! 勺 = 。 七

同理在 ( 1 2一 2) 式中令
x: = O,

得到
g 。

a 2 1 =
一X :

勺侣 。

二 2 = i : 一 0
.

郎 是 将 L 开 路
,

但 要标

出 L 两端的开路电压 L分2 ,

再保持
x ,
支路不动

,

得到求 处 , 电路 如 图 5
.

由图 5 得到

L于2二 x : ,

X Z = j t = 0

凡 . 儿
千

叮哭门
·

X
,

兰二 夕 p

工卫 护

tR
~

R

!..之李弓工甲̀于.且,奋

.

XU

图 5

绪
,

} 1
a 胜 -
一

l =
一
F

x l .
勺

= 。 乙

一旦求得 A 的四个元素郎可算出 S ,
和 5 2 .
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2
.

特征根为两个不等负实数的情况

s; , 2 = ( 一 a ; 士杯可不藏 ) / 2

如 成 一 4 a 。
> 。 ,

则 S : 、

S :
为两个不等负实数

。

状态方程为

洲
一 “ ! 1沈

{
+ “ 1

辫
、 拓 2 = Q Z一劣 1 十 G 2 2劣 2

(
’

1 3一 1 )

(
.

1 3一 2 )

初始状态为
x : ( 0

+

)
、

x Z ( 0+ ) ( 1 3一 3 )

设解为

x
卜 B ;

, e ’
“ + 刀 {

2 。 ` 2 `

x二= B二
l e ” ` + 刀二

: 。 ` 2 `

怎样从已算出的四个要素 5 1 、 5 2 、 x , ( O+)
、 x : ( O+)

在道理与三要素法计算 lB 时是一样的
。

在解 ( 2 4 )式中
,

令 t = 0

( x , ( o
、
) = B ;

1 + B ;
,

必 x : ( o
*

) = B二
, + B二2

对解 ( 1 4) 式求导一次

( 1 4一 1 )

( 1 4
一 2 )

计算待定系数 B ;
, 、 B ;

2 、 B三
,
和 B孟

2 ,

( 1 5一 1 )

( 15 一 2 )

刀 {
, s , e ’

“ + B ;
Z s Z e ` 2`

B 三
, S l e ” `

+ 刀二
2 s Z e ` 2 `

( 1 6一 1 )

( 1 6一 2 )

.f

.

,工,.ǹ·

亿
。

亿
J`..咤口r

、

将 ( 1 6 )式代入原方程 ( 1 3 )式
,

令 t = o

` B 了
1

5
,

+ B 了
。

S
。

=

( B主
15 : + B 二2 5 2 =

由 ( 1 5一 1 )
、

( 1 7一 1 )两式解得

a , , x , ( 0
+

) + a , Zx : ( 0+ )

a Z: x , ( 0
+

) + a : 2 x 2 ( 0
+

)

( 1 7一 1 )

( 1 7一 2 )

B {
, = ( a ; , 一 5 2 ) x , ( 0

+

) + a : : x : ( 0
、
)

5 1 一 5 2
( 1 8 )

州
2 = x : (0

十

) 一 州
;

由 ( 1 5一 2 )
、

( 2 7一 2 )解出 (或由轮换原则将 ( 2 5 )
、

( 1 9 )两式中的 1与 2 互换 )

( 1 9 )

B互
2 -

( a Z: 一 S , ) x : ( o
+

) + a Zi x l ( 0+ )

S泛一 5 1
( 2 0 )

B二
1 = x : ( o

+

) 一 B三
: ( 2 2 )

用三要素法求一阶网络零输入响应需要确定两个要素 S (或
: )与 x( O

*

)
,

然后计算尸 代

入解的表达式得到零输入响应
。

用六要素法求二阶网络零输入响应 需 要 确 定四个要素
s : 、

又和 x : ( 0十 )
、 x Z (0 + )

,

然后计算 B {
1 、 B I

: 、

B 盖
,
和 B孟

2

代入解的 表 达式才能得到

零输入响应
。

例 1 电路如图 6 :
R : = 2 ,

R Z = 4 ,

C = 1 / 2
,

L = 1
,

已知 f: ( 0
+

) = 一 2 , 。 e ( 0+ ) = 2 ,

求
v e ( t )
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一

拐

解 设 x l= c v( t)

xZ= f: ( t)

则
劣 (。·

卜以加
一

以 : {
先求A 中诸元素

。

求 l a、 时断开 L支路
,

得到 a 工1 -

一
f

Z〕
L 一 2」

1 1

RI C Z x f 二 一 1 ,

求 臾 2 时

2

短路 C 支路
,

得到 处 2 = 一

标出通过 C 的电流 C 分
1

)
,

得 x : 二 一 C夕 , ,

.’. al Z二 -

R 2

L

= 一 4
.

丫 alz =
皿 令

x : = v c = 0 (郎 将 C 短路
,

再保持 ( x Z二 几 ) 五支路不动
,

得到求 al : 电路如图 7
,

由图 7

1 。
~
; 二 ; 一 一 乙

。

七

求 处: 电路如图 8
· ’ ·

alz = 二灸

沈 1

1
。 二 。 乙

R
2

R

l·
!乡弓李
·J

一一 ,,

七七
CCC :::

卜卜
、、、、

凡 , it

C X
I

图 图 7

刀 ( s ) = 5 2+ a 15 + a o二 。

图

其中 a l = 一 ( a 1 1+ a 2 2 ) = 5

a0 = a l l a 2 2 一 a r Z a 2 1= 6

p ( s )

夕 1一

一 5 2 + 5 5
一

卜 6二 O

解出

由 ( 1 8 )式

一 2 S
飞

二 一 3

B f
: 二 ( a , : 一 5 2 ) x , ( 0

+

) 弓
一 a : : x : ( 0

5 1 一 5 2

+

) _ 。

一一

— O

由 ( 1 9 )式

B ;
2 = x 工( o

+

) 一 B {
: = 一 6

v 。 ( t )二 x

; ( r ) = B {
,。

= s e 一 2 , 一 6 e 一 3 t

3
.

特征根为一对共辘复数的情况

’
“ + 召 ;

2 。 ’ “ `

t》 0

5 1 , 2
_ 一 。 , 士侧刃二五砚

2

如武
一 4 a 。

< 0 ,

5 1 , : 为一对共扼复数
。

设 S , = 一 a + j。
,

则 S : 二 一 a 一 j 。
,

可以证明这
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时 B;
:

与 B;
:也为一对共扼复数

。

代入解的表达式

设 B;
;一 IB;

:
一

e i乙 B;
;,

则塑B ;
2 = }B ;

l
!
。 一 j艺 B {

l

二

卜 刀 {
1 。 S ` , + 刀 {

2 。 5 2 ` ,

经过化简得到

X 1

同理
x

二

= 2 !B ;
;
l

e 一 a ` e o s ( 。 t + 乙 B ;
1 )

= 2 IB 2 ;
l

e 一 a ` e o s ( 。 t + 匕 B 二
, )

( 2 2 )

( 2 3 )

4
。

重 很 情 况

5 1 , 2 =

一 a , 士杯
a
釜一 4 a 。

2

如 a
圣一 4 a 。 = 0

,

则 5 1二 5 2 = S = -

可以证明

a l _ a 1 1 + a 2 2

2 2

( 2 4 )

( 2 5 )

式中

x
卜 ( x , ( o

+

) + B ;
Zt ) 。 s `

x

二= ( x Z ( o
+

) + B孟
: * ) e s `

B ;
2二 ( a , , 一 S ) x : ( o

+

) + a : 2 x 2 ( o + )

B二
; = ( a : : 一 S ) x Z ( o

*

) + a 2 1 x l ( o
十

)

三
、

零 状 态 响 应

1
.

输人为直流电源 (叨 = W )的情况

求零状态响应的状态方程为

{
对 二 a l :

月

巡 二处 lx 了

十 a ; Zx
竺十 b ,

研
十 a 22 x

竺+ b:
不

x : ( 0
+

) = x Z ( 0
+

) = 0

设解为

{
x丫= 刀了

: 。 “ ` + 刀丫
Z e ` 2 ` + 二 , ( co )

= 刀乡
, 。 “ ` + 刀 g

: 。 ’ 2 ` + x Z ( oo )
( 2 6 )

对

令
_

匕式 t二 0

O二 B竺
1十 B了

: + x l ( co )

0 = B笠
, + B竺

: + x : ( co )
( 2 7 )

对解求导一次与原方程对照
,

令 t = 。

b :
不 = B竺

; S , + B竺
2 5 2

姚附 = B笠
, S , 十 B笠

2
姚

( 2 8 )

令原方程中 t = oo

0

0

a : l x i ( oo ) + a : 2 x 2 ( oo ) + b:
附

a Z : x l (叻 ) + a 2 2 x 2 ( “ ) + b Z
才

( 2 9 )

比较 ( 2 8 )
、

( 2 9 )两式得到
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B了
, S , + 刀梦

2 5 2 == 一 a : : x : (OO ) 一 a ; 2x 2 ( co )

B鳖
: 5 1 + B g

ZS Z = 一 a : l x l ( oo ) 一 a 2 2 x 2 ( oo )
( 3 0 )

由 ( 2 7 )与 ( 3 0 )两式解得

( a ; : 一 5 2 )卜
x ; ( co ) ] +

a l :
[一

x Z ( oo ) ]
5 1 一 5 2

( 3 1 )

[
一 x , ( co ) J

一 B梦
,

( a Z: 一 5 1 ) [ 一 x Z ( co ) ] + a 2 1
[一

x , ( co ) J

B竺
, = 〔一 x Z ( oo ) ]

-

由 ( 3 1 )— ( 3 4 )式算出 B犷
1、 B 犷

: 、

5 2 一 5 1

B梦
2

B 乡
; 与 B竺

: ,

( 3 2 )

( 3 3 )

一一一一一一Inù弓̀
分1护1刀2

BBB

( 3 4 )

将其代入解的表达式 ( 2 6 )
,

就得到

了零状态响应
。

现在我们回想一下
,

对一阶网络求零输入响应时 的 系 数 B’ 二 x( 0+

)
,

如 将其中的

x ( +0 )换成
一 x( co )

,

就得到了求零状态响应时的系数 B
” 二 一 x( co )

.

这种有趣的现象在

计算二阶网络时也存在
,

仔细观察求零输入响应的尸{
: 的 ( 1 8) 式和求零状态响应的B 梦

, 的

( 3 1 ) 的式
,

我们发现只要将 ( 1 5 )式中的
x 工( 0+ )

。 x Z ( o + ) 换成 一 x : ( co )
、 一 x : ( co )

,

就

得到了 ( 3 1) 式
。

2
.

三要素法的再回顾

这一小节讨论的问题是
:

对于一阶网络
,

当输入为时间 函 数 二 ( t )
,

已知网络存在

稳态解答时
,

怎样快速求其零状态响应
。

这时微分方程为

` 示“ 一 a x “ 十 b田 ( t )

、 X 又U + ) 一 U

设解为
x ll = B

1) e s ` + x :

( t ) ( 3 5 )

式中 x :

( t) 是 t , co 后变量 x 的稳态解
。

令解 ( 3 5) 式中 t = O十 ,

将得到的O = B
“ 十 x :

( o
十

)

子弋入 ( 35 )式
,

得到

x 厅

( t ) = 二 s

( t ) 一 x ;

( 0
+

) e s `
( 3 6 )

式中 x :

(0
十

) 是稳态解
x :

(t ) 令 t 二 0 时的数值
。

全响应

x ( t ) = x `
( t ) + x ”

( t )

= x ( 0
十

) e “ `
+ x

:

( t ) 一 x s

( 0
十

) e “ `

= x s

( t ) 十 lx ( 0
*

) 一 x :

( 0
+

) 〕e s `
( 3 7 )

( 3 7) 式是求解一阶网络全响应的更一般表达式
。

当输入为直流电 源 时
,

由于 x `

( )t =

x :

( O十 ) 二 x (。 ) 代入 ( 3 7) 式
,

就得到了我们熟知的求解一阶网络的快速公式

x = x ( co ) 月
一

〔x ( 0
+

) 一 x ( oo )〕e s `

怎样将这种分析法应用到求解二阶网络
,

这就是下一小节要讨论的问题
。

3
.

输人为时间函数 幼 ( t) 的情况

求零状态响应的状态方程为
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{
假定网络存在稳态解

么 f二 a ;: xf+ a ;: x乡 + biw( t )

解 =处 ,
xI’ 十 处 2

巡 + 姚二 ( )t

x , ( 0+ ) “ x Z ( 0+ ) = 0

,

我们就可以设解为

x竺二 B 了
, e , , ` + B 竺

Ze , : ` + 二 , :

( t )

x竺= B竺
: e s 、 ` + B竺

Ze s : ` + x Z: ( * )
( 3 8 )

令 ( 3 8 )式中 r = 0

B犷
, + B 梦

: + x , :

( 0
十

)

B g
, + B罗

: + x Z: ( 0
+

)
( 3 9 )

一一一一00
户. ,声、̀尸、

对 ( 3 8) 式求导

= B 犷
: S i e S : ` + B 竺

Z S Ze S : ` + 必: :

( t )

= B 笠
1 5 ; e s : ` + B g

Z S Ze , : ` + 分2 :

( t )

111尸勺自
。

劣
。

劣J.. .矛、口r.

与原方程对照
,
令 t = O

,

得到

} b ,切 ( 0
+

) 一 B了
, S , + B梦

2 5 2 + 活, · ( 0
+

)

( b Zw ( 0+ ) = B g: 5 1 + B 乡2 5 : + 示2 :

( 0
+

)
( 4 0 )

在原方程中考虑到电路达到稳定后 (t 介乡 )
,

对 = x , : (t ;) 巡 = 介
:

(t )
,

输入仍为 。 (t )
,

活竺= 示
: 。 ( t ) ; ( r ) == 示2 :

( t )
,

!
令上式中 t = 0

{

( 4 1 ) 式代入 ( 4 0 )式

{
由 ( 3 9 ) ( 4 2 )两式解出

示l :

( t )

示2 :

( t )

将这些关系代入原方程得到

a l : x , :

( t ) + a l 2 x 2 ,

( t ) + b i切 ( t )

a Z i x i :

( t ) + a 2 2介
:

( t ) + b Z功 ( t〕

过

一一一一

示1 .

( 0 + )

示2 ;

( 0+ )

a ; l x i :

( 0刀 + a l佗x Z :

( 0+ ) 乍 b i二 ( 0
+

)

a : , x ; : ( 0
+

) + a 2 2 x 2。 ( 0
+

) + b Z , ( 0
+

)
( 4 1 )

B了
; S , + B竺

25 2二 一 a , : x , ;

( 0
十

) 一 a : 2灸
:

( 0
*

)

B g
, S : + B g

Z S : “ 一 a 2 1 x , : ( 0
+

) 一 a 2 2赴
,

( 0+ )
( 4 2 )

B竺
, =

( a l ,
一 5 2 ) [ 一 x l : ( o

+

) ] +
a l :

卜
x Z :

( o
*

) ]
5 1 一 S :

〔一 x * :

( o十 ) j 一 B 望
: _

( a Z: 一 5 1 ) [一 x Z: ( o
*

) ] +
a 2 1

[ 一 x l ,

( o
、
) ]

( 4 3 )

( 4 4 )

S : 一 S t
( 4 5 )

= [一 x Z :

( 0+ ) l ( 4 6 )

宁工口̀,二
1,11,2口2BBB

将 ( 4 3 )一 ( 4 6 )式代入解的表达式 ( 3 8 )
,

一 B笠
2

郎得零状态响应
。

式
,

当输入为直流电源时
,

由于 xl
:

( O
十

) = x : ( OO )
、

赴
:

( O+)

成 T ( 3 1 )一 ( 3 4 )式
。

( 4 3) 一 ( 46 )式是更一般的表达

= x Z ( oo )
,

( 4 3 )一 ( 4 6 )式就变
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四
、

全 响 应

全响应 ( x )二零输入响应 ( x`
) +零状态响应 ( x“

. )

例 忍 电路如图 9,

L = 1
,

C = 1 / 2
,

R : = 4
,

R Z = 2 ,

已知
v e ( 0

_

) = 4 , f乙 ( 0
_

) 二 1 ,

试求 f
`
= u ( t ) 时 v e ( t ) 的

全响应
。

解 1 设 x , “ vc
, x : = 几

先求零输入响 应
。
县

all 一扁一
`

1
“ , “ 二 一万

= 一 4

:

一 2

))) LLL i ,, 二 CCC

RRR r ---
sssssR

lR一L一一一,1C石a

口 2 1一

士
一 1

5 2 + 5 5 + 6 = 0
,

x , ( 0
+

) = x l ( O
_

) = 4 ,

5 1 = 一 2
,

5 2 = 一 3

赴 ( O
+

) 二 x2 ( O
_

) = 1’

解得

B ;
= (

a l , 一 5 2 ) x , ( 0
+

) + a : : 二 : ( o
+

) =

5 1 一 S
( 一 1 + 3 )

·

4 + ( 一 2 )
·

1二 6

B {
2二 x ; ( o

+

) 一 B ;
, = 4 一 6 二 一 2

。
丢= 6 e 一 2 ` 一 Z e 一 3 `

t> o

再求零状态响应
v
犷

x l ( oo ) = f
。 · R

,

R l 千 R Z
R : = 4邝

。 : ( co ) 二 f
, · R 2

R l +

.

石
-

= 1 / 3
Z t 。

B犷
1二

B 梦
: =

(
。
了

, 一 5 2 )卜 二 ; ( oo )丁+ 。 1:

卜 x Z ( oo ) ]
一 2

〔一 x : ( co ) ] 一

。井= 一 2 。 一 2 ` 十李
. 。

3

S : 一 5 2

B梦
, 三2 / 3

一 3 , + 生
f> O

全响应

v 。 = 。
县十

。

==[
4。 一 2 ` 一

李
。 一 3 ` +

李
,》 。

O J

为 了对比
,

我们再用其它两种方法求解
。
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解 2用列 vc的微分方程进行求解 (见图 1吟

1 5

由尤 C L
:

i工 1 + 2+i c写 1
5

( 7 4 )

支路方程

, d t, 。

2产 二二 七—
` 、

~ d t

{{{{{)
五· ’ ::: 与与

〕〕 L :::奎 R:

}}}
C :::

!!!!!!!!!
RRR :

}}}}}}}
:̀ 一
贵 ( 4 8 ) 图 1 0

,

d i
; .

0
.

V产 二 ZJ

一
二一

~
一

十 」t , Z r

“ d t
- 一

( 4 9 )

( 4 8 )
、

( 4 9 )两式代入 ( 4 7 )式

; _ : _ 圣i<乙 _ 广
业

二

` L 一
` ￡

R
。

一 d t
( 5 0 )

求导一次

d i L _

d t

( 5 0 )
、

( 5 1 )代入 ( 4 9 )

, d Z铸
,

一 七 一二= 二

d 犷
( 5 1 )vdc一dt

1
一几

.

r

d i
,

V 产 二二 Z J 一 一二二, 一

“ d t

亘卫互 _

d t

,

, d Zv 。
,

n
,

R
, ” , d u 。

乙七 一叮气号匕 十 九
1 7 。

一 一二户 V尸 . 式 1七一
.

二乙
d 扩 一 允 2 - 一

d t

。
一
击 L

一
凡

化简得到以 处 为变量的二阶微分方程

: c

令
+

(联
+

令)令
+

(瓷
十 ,

卜
一 五

令
+

llR’,
设

。 c ( o ) = 不
厂 。 , i 乙 ( o ) = I 。

求初始条件

vc ( 0
_

) = 犷 。

、 :

( 0
_

) 一 , 。 一 *
;

(。 ) 一孕
一 e

一

勿 (。 )
一 Zt , 口 r

争
( 。卜杏卜

(。卜会
一 ` 。

代入数字

合斋
+

一

霎一努
+ 3vc 一

令
十叽

。 。 ( o
一

卜 4
,

争
( o

一

卜乖
一奋

`

)一
6

先求零输入响应 好这时方程为

{
1 d Z刀 e

百
一

丽
:

口 c ( 0
_

) 二 4 ,

努
+ 3 V

一 Q

令
( o

一 ’一
6

5一2
十



5 2国
一

防 科 技 大
一

学 学 ;报

解得

设解为

S,二 一 2
,

S : = --( 3

夕= K
l e 一 “ ` + K

Ze 一 3 `

求导一次

卫丛一
2尤

1。 一 2 , 一 3兄
。 一 3 ,

d t

代入初始条件
4 = 尤

1 十 K
Z

一 6 = 一 2尤
1 一 3尤

解出 K I 二 6
,

K
Z = 一 2

。
丢= 6 e 一 “ ` 一 2。

一 3 `
f > 0

再求零状态响应
v
吕这时方程为

1 d Zv o
.

5
士

~

二子 {卜十竺
一

2 d t z
’

2

设解为

卑
+ 3 。 。 一 。 ( , ) + ; “ ( , )

口 t

。 一

(
K

l

一
+ K

Z

一
+

晋)
二 ( , )

(参看参考文献 〔幻 第六章 )

求导一次

令
一

(
K : + K Z+

音》
(` , + ( 一 2 K I一 2` 一 3兀 2

一
3` ,二 (` ,

再求导一次

令
一

(
尤

1+ K
Z+

貂
+ ( 一 2` 工 一 3 K 2 ,“ “ , + (`尤

1
一

2’ + 9 K 2
一

3` ,二 (` ,

代入原方程比较系数得

{
; ( lK

十尤
: 十

约
一 。

)
一

合
( Z K

生+ 3尤
2’ 一 `

解出

5 / 二
— 1 1、 1

2 \

K
L=

,
.

4
十 里、 ,

十 弋 ,

3

一 2 ,

尤
: =

… 。
吕一 {

一 2。 一 2 , +
粤

。 一 3 , 十
粤、

. 。 ( , )

\ O J /

或
v
吕一

Z e 一 2 , +

普
e 一 3 , + 4

.

~ 。

州: ~ r `多 U

3

全响应
。 c = v

丢十
v
吕= 4。 一 Z r 一

生
。
一 3 亡 十

4

3
t> 0



3 5六 要 素
、 `

法
-

解 3选 v c与 f:
为状态变量

,

列状态方程进行求解
。

列出状态方程为

{
1 1

二 1 一
一 万了 vc 一万

, “ 宁万
, ·vdc

一
dt

d i ; 1

一
~ 下二 U产 一

d t 乙 一

尸 1 `

刃
’ L

代入数字解得

5
1
二 一 2

,
5 2二 一 3

’

: ” = Z e 念“ = 0K + K
`

兮` (见参考文献 [3 ] 92
.

3 )

5 1= 一 2

5 2 = 一 3

e 一 2 ` = K
。 一 2

e 一 3 才二 K
o 一 3 K

[

解出

l尤
。

( 尤
i

二 3 e 一 Z t 一 Z e 一 3 t

二 e 一 Z t 一 e 一 3 矛

代入 尹
`
展开式

洲
’
= K OI + K

IA

_ _ 「 1 0 1

= ( 3 e 一 乙 , 一 Z e 一 J `

) ! ! + ( e 一 ` , 一 e 一 ` t

)
L 0 I J

一

{
Z e 一 Z t 一 e 吃

`

e 一 Z t 一 e 一 3 t

一 Z e 一 2矛+ 琶君
一 3`

一 e 一 Z t + Z e 一 3 t }

零输入响应

4

1」
rse..J、 ...J

出` 二 e 刁 ` x ( 0 ) = {
Z e 一 Z t 一 e 一 3 t

e 一 Z t 一 e 一 3 t

一 Z e 一 Z t + Z e 一 3 t

一 e 一 Z t + Ze 一 3 ,

一

I
6 e 一 2 ` 一 Z e 一 3 `

1
3 e 一 Z t 一 Z e 一 J , J

. ’ . v

乙= 6 e 一 2` 一 Z e 一 3 `

零状态响应

t> 0

, 一【
` 。 “ ,一 ,。。 ( r ) 、 r

rd
,二

.

1.圣」20尸...L, ...JZ e 一 2 ( 口`
,
) 一 e 一 3 ( t 一 f )

e 一 2 ( 公,
,
) 一 e 一 3 ( t 一 ,

)

一 Z e 一 2 ( 必一
r
, + Z e 一 3 (卜

, )

一 e 一 2 ( ,一 r
) + 2仑

一 3 ( ` 一 r )
-

..r.J
J.0尸

l
口

一一

4 e 一 2 亡一 e Z r
一 Z e 一 3 t ,

Z e 一 Z t · e Z ,
一 Z e 一 3 t ·

仑 3 r

l
」

C ~ .

`

一1
.

1l rt.口

一一

我们只求
v
吕可以只积上面一项
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( 4e一 2口 e Zf

一 Ze一 3` ·

e 3`

) dr

j J

Or . t,J

一à衅

e 一 3 t2
ù

3
+

一
e乃自

一
4一3

一一

全响应

v 。 二泥 十昭 二 4。 一 “ ` - 一 十

号
`》 O

e
413

从这个例子可以看出
:

用六要素法求解可以省去列微分方程
,

只要利用求解电路稳

态的方法求出 x , (0 +)
、 x Z ( 0+ )

, x ; ( oo )
、 x : ( co )

,
5 1、 5 2 ,

六个要素
,

就可 算出相应的

系数而得到解答
。

所应用的只是代数运算
,

比较简便易行
。
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