
矩阵形式的快速沃尔什变换法

汤 国 搏只

提 要 本文用矩阵形 式
,

建立系统地快速沃尔什 变 换 ( F W T ) 运葬方

法
,

它应用 了二 进 $lj 顺序 w
a z s五一 p a l e y

,

列率顺序 W
a l s h月K a e z m a r : 和

K r o n e 。
k
e r 顺序 W

a l s h一 H a d a m a r d 变换
。
由文献可知

,

某些 F W T 运葬是借

助于一定的矩阵编制计算程序 的新方法
,

这样的变换法
,

可作为数字计算机的

辅助设备
。

快速 W al hs 变换
,

简记为 FW T
。

设〔X ( 。 ) }表示为如下形式的实数序列
:

毛X ( m ) } = {X ( o )
,

X ( 1 )
,

… ,

X ( N
一 1 ) }

其中 N = 2
” , n = 0

,
1

, 2 ,
·

…

{X (。 ) }的 W
a l s h 变换定义为

:

, , , 、

1 ~ ,
, \

Y ( 。 ) = 去W
拟
X ( n ) ( 1 )一 、 ” 产

N ”
` , 一~ 、 ” 产

式中
。 = l o gz N

,

平
* 表示为二进制顺序

、

列率顺序粗 K or en
c
k er 顺序的 W al s五矩阵

,

这些均为N
x
N矩阵

。

因为 平
, 是正交和对称矩阵

,

所以逆变换定义为
:

X (
n
) == W

二 Y ( n ) ( 2 )

由于W al hs 函数 的定义是多样形式
,

所以它所对应的变换形式也多种形式
。

这里仅

介绍矩阵形式的 F W T法
。

一
、

一维序列的 FW T 法

1
.

砰
刀
分解成几个矩阵因子的乘积

在利用矩阵形式研究 F W T 时
,

对于任何一个顺序的 Wal hs 函数来 说
,

其 F W T

算法的基本想法是秩为N 二 2
”

的W al s h 矩阵W扮
,

恰好分解为相同秩数的
。
个矩阵因子

的乘积
:

W
vJ = 对异嫩罗

)一万分
)

(3 )
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一式中万兄’ ( i一 1, 2 , …
, , )的每一列 (或行 ) 仅包含有两个非零元素

。

这里取
“

稀疏
”

的优点是任何两个矩阵因子的乘积计算
,

是 等 效到 2
” “ `
次加法和

次减法的运算
。

根据线性代数知识
:

非奇异矩阵恒为若干初等矩阵之积
。

因此 ( 3) 这种分解法是正

-l献沙扩确

把 ( 3 )代入 ( l )得
:

r ( 。 ) 一寡(万分)万分
,…万分

, ) x ( 。 )
2 y

( 4 )

其 中天
.

`
( n ) = 〔X ( O )… X ( N 一 l ) J为 X ( n )的转置矩阵

。

记

X ( ” ( n ) = 叮分X) ( n )

X
( “ ’ ( n ) = 对分“ 厌

` ” ( n ) {
}

( 5 )

X
` ,

一 ” ( ,: ) = 卫罗
’天 ( ” 一 “ ’ ( n )

N Y ( 。 ) = 万留
’ X (

” 一 ` ’ ( n )

在 ( 5 ,中
,

每个等式有
誓
次加法和

誓
次减法

,

共有
· 个等式

,

故总共 有 二 2一 N
·

109
: N 次运算

,

而如果道接进行计算
,

就必须进行N x ( N 一
l) 次运算

。

由上论述
,

这样的W al hs 变换计算法比直接计算的速度快
,

故称之 F W T
,

又因为

W al
s h 函数仅取值 + l 和 一 1

,

在变换的运算过程中不考虑乘法
,

在同样 情 况下
,

对 N

个点信号进行 F ou ir er 变换时
,

需要 N l og
ZN 次复数乘法和 N log

ZN 次加减法
,

所以

F W T 比 F F T 运算速度还快
。

这种方法是迭代的方法
,

变换 ( 4 )山 。
次迭代而成的

,

因此
,

在信号流程图中分成
n 个部分

。

下面首先研究 H a d a m a r d 顺序的 F W T 的计算法
。

用 W分
’
表示 H a d a m a dr 顺序的

W
a l s h 矩阵

。

由上的论述可知
,

用矩阵的形式研究 F W T 时
,

问题在于如何把一个秩为N 的矩阵

分解成为具有棺同的秩数的
n
个矩阵因子的乘积

。

在一般情况下
,

W分’ 可分解成
:

W分
’ 二 (H

Z⑧几⑧ …⑧ 1
2 ) (I

2⑧H
Z名几因…⑧ 1

2
..)

·

( 1
2名几因 …因几⑧H

Z )
、 七八

一
~ 尹 . . . . . . . . . 曰. . 目

- 洲
`

一
.

-

一
J沪

n 一 1个

二万分
, ”
万幼

. “ ’ …刃分
, ” ’

n 一 2个
n 一 1个

( 6 )

其中凡
二W幼

) ,

I
:
表示 2 阶么阵

,

⑧表示逻辑乘
.

万幼
. ” =
风⑧几吵

二⑧ I
: , … ,

卫护
”
’ = 几⑧几兮

二⑧才2⑧几
、 ` ~ ~ ~ ~脚 . ~ 目一产

。 一 1个

( 6 )式的成立是对于 自然数
n ( 2

” + , ( 2 0 0 或
n 》 10 9 2 ( 2 0 0 ) 一 z ,

N ` 0 m o d 4 ) 的取值

是正确的
。

从 ( 6) 式可知
,

平分
’可以分解成

11 个矩阵乘积 的形式
,

而每个矩阵因子恰 好 是
n
项
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( n一 1 个 I
:
和H

Z ) 所组成的
。

同时每个矩阵因子均满足
“

稀疏
”

条件
。

即矩阵的每列

(行 ) 仅包含两个非零元素
。

矩阵W分)和万公
’ ( = i1

, 2 , … ,

)n 均是对称矩阵
。

对于W分’分解成相同阶数的
。
个矩阵因子的乘积的方法

,

还有
:

①由于 H
a
da m ar d 矩阵的对称性

,

所以

评分
’ 二 (W分

’ )
’
= (万分

. ” ’ ) { (书分
. ’ 一 ” )

`… (卫分
,

` ’ )
r
二叮分

. ”
’ …衬分

·

” ( 7 )

②设 万分
)二H

Z⑧几⑧… ⑧1
2 :

P
, ,

使

几⑧H
Z⑧几⑧…

由线性代数的矩阵相似的性质
,

存在 非 奇 异矩阵

⑧1
2 = P 刊

肚分’尸万’

zI ⑧几⑧H
Z⑧几⑧… ⑧ 1

2 “ P 吴万分
) P 护

爪公
二⑧几⑧H

Z=
即

一 1〕

万分
’ p 彭一

` ’

那么
,

评分
,二 (万分

) )( P 二万分
)

六
’ 》 二

(尸分一
1 )

万分
)尸兀(

一
, ’ )

= (万分
) P 沁 (万分

) P 面` P劲… (对分
)P梦

”
一 `

)P 劝

= (万分
)尸扣 )

“

( s )

这里称
= I * ,

I * 表示 N 阶么阵
。

③由于 H a d a m ar d 矩阵是对称的
,

所以

评分
, = (W分, )

`
= ( (万分

) P * )
”

)
`
= ( (万护

, p , )` )
”
二 ( p 丸万分

) )
ff

( 9 )

利用 ( 8) 和 (9 )式计算时
,

要比用 ( 7) 式简单些
。

但当使用数字计算机 时
,

它们要求

一个较大的存赊数量
。

前面是对 K or en
c k e r

顺序的 H a
da m a

dr 矩阵分解成
。 个矩阵乘积而引 伸得 来的变

换法
。

对于其它顺序的矩阵
,

也可以如法泡制
,

但我们知道 P al ey 矩阵砰分)和K ac
z m ar

:

矩阵W梦
)
均是 N = 2

’

阶矩阵
,

而且是由于同阶的 H ad
a m a dr 矩阵W沪 交换行 (列 ) 而

得到 的
。

由线性代数知识得到
,

如果对于矩阵 评分, 的行 (列 ) 施以几次初等 变换而得

到W分, (或W梦) )
,

则必有非奇异矩阵马 (或 场 )
,

使得

Wk)P ” 几W护 ( 10 )

砰护 = 场W护 ( 1 1 )

由于W护,的对称性
,

所以W分
)
或W箩

,可以由一个确定的置换行 (列 ) 的初 等 矩阵

去左乘矩阵W分)或右乘一个转置的初等矩阵
。

郎

平罗
) = 砰分)

烈 或 W箫
,二 W护)Q声

在 ( 1 0 )中根据矩阵的乘法定理得
:

刀十 l

砰 a l
,

( k
, r ) 二 习 P o s甲 a l * ( j

, r ) ( k
, r = 0

, 1 , … ,

N 一 1 )
f . 0

其中甲
a l

,

( k
, , )

,

牙 a l , ( j
, : ) 分别表示 P a l e y 矩阵

,

H
a d a m a r d 矩阵的元素

,

凡 z是 P 二

的第 k 行第 了列元素
。

`

根据不同顺序的 Wal s h 函数之间的关系

凡 ,一

{
1 ,

j = <k >

O
,

其它
( 1 2 )

其中确
>
表示 左二 ( k卜 : k

n _ 2… k 。) 2的逆顺序 ( k ok : … k卜 1 ) 2
.
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同理可得
:

k 一 2
e

呼

倪
一一

。

,J,1

0
,

其它

示不超过粤的最大整数
。

仇
, 是 场 中第 。行第 j 列的元素

。

乙

`口̀t表

=jQ̂
,

点
其中0 表示模 2 加

,

由 ( 1 2 )可知
,

P 二 是对称的
,

则

P * P 孟= I
, ( 1 3 )

事实上
,

由于

砰护 = 尸 ,

平妒二平分’ P孟

从而

万穷
’
W护 = P *

W分’ W分’

烈
= N P *

烈
另一方面

,

W穷
)
评分’二 N l

* ,

故 ( 1 3) 式成立
。

可是我们不能说
,

Q二 是对称的
,

不过由定义它保持了 Q
*
QvJ’ = I

、
.

这样一来
,

由

( 1 0 )和 ( 1 1 ) 我们建立起快速 W
a l s h一 P a l e y 变换 ( F W P T )法和快速 W

a l s h一 K a e : m a r z

变换 ( F W K T )法
。

下面介绍 P al
e y 矩阵W分

,的第二个分解法
。

事实
_

匕 在上面的基础上
,

作了简单变

换
,

使之比上面方法更适用于计算机计算
。

设 S分
’ 是任意置换矩阵系

,

具有

S分’ 二 P , ,

S分’ S公’ ` = I * ( `二 1 , 2
,

… , 。 )

由方程 ( 1 0 )得
:

W分
, = ( S分姗分

·

` ’
S梦

’ ) ( S军姗分
,
z ’ S 罗

’ ) … ( S 分)
万分

, ”
’ )

= 万分
” ’
卫分

’ “ ’ …对分
, ” ’

令

= 尸
, 十

卜
`⑧ I

` 一 i
( i二 1

, 2 , … , n )

这里尸
。 十 , _ `

由 ( 1 2 )确定
,

1
2 ` 一 1是 2 ` 一 `

阶单位矩阵
。

由 ( 6 )和 ( 7 )有

万分
, ` ’ 二 ( 尸

。 十

卜 ` ⑧I
` _ , ) ( I

⑧ I
`

。 一 `⑧H
Z⑧ I

2

且利用关系
:

`一 : ) ( P
。 一 ` ⑧ I

` )
,

( 1 4 )

因为 ( p Z一 `⑧ 1
2 `
) ` 一 p Z一

`

( A 二② B
。

) ( C
。

⑧D
”

) = A
、
C

。⑧ B
o

D
,

式中 A
二 ,

C彩 B
, ,

D
。

分别是 。 和 n
阶方阵

,

那么

⑧H
Z② I

` _ 1 ) ( P
, 一 ` ⑧ I 玄)

。 一 `⑧ ( H Z⑧ I
`一 1 ) ] 〔P

。 _ ` ⑧ I
`

]

卜1 2(I
?

钊

( I
, 一 `

P
, 一 `

)⑧ ( ( H Z⑧ I
`一 1 ) I

,

)
乙 2 2

。 _ `
P

, _ `⑧ ( H
Z⑧ I ` _ z )
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把
_

_

匕式代入 (1 ) 4得
:

万分
,

` ) = ( p
, 十

卜
;

②I
、 一 1 ) ( p

。 一 `⑧H
: ⑧I ` 一 ; )

2 2 2 2

= P
, + 卜

一

` ’ ( P
, _ `⑧H

Z )⑧ ( I
` _ 1 1

一 〔p Z · + 卜` (代一 `⑧H
: ) ]⑧1

2 ` 一 1

` _ z )

( f = 1
,

2
,

…
, n )

如果令 S分
’ = I

` _ 1⑧ 尸
2

” 十 1 ~ f l(’ 二 1 , 2
,

… , 。 )
,

那么
,

可得到另一个相类似的结

论
:

对分
· ` ) = I

; 一 ,② ( P
。 + 卜 ` (H

: ⑧尸
。 一 `

) ) ( i = 1 , 2 , … , 。 )

用同样方法
,

把 K ac
z m ar :

矩阵W梦
)分解成

。 个同阶矩阵的乘积
,

这里令

s 分
’ 一 1

2二 卜
` ⑧ p Z `一 ,

式中尸
` 一 ,
由 ( 1 2 )所确定

。

最后的矩阵因子
:

对梦
, ` , = 了

, 一 `⑧ [ (H
Z② p ` 一 1 ) p “ ]

2 2 2

上述的讨论说明 了 F W T 算法是多样性
,

具体算法最好配合计算机完成
,

所有算法

具有相同的算术运算次数
,

一个 F W T 的结构
,

在一般计算机上不依赖于编制程序的窍

门
,

而是仅仅与比较存赊的数量要求有关
。

根据 F F T理论
,

( 6) 的方法
,

不要求存赊

的辅助设备
,

能够妥当的完成
。

而 ( 1 0) 和 ( 1 1) 的方法是不允许进位计算
。

囱此
,

要求附

加N 二 2
”

存赊单元系统
。

在信号处理 中
,

为 了应用计算机技术
,

采用 F W T 的算法是比较好的
。

2
.

矩阵的分块法

首先研究 H a d a m a r d 顺序的 FW T 法

设

一一HH

Wh\
’ 一 “ 一

{
H

。 一 1

2

( 1 5 )
. 一 1 一

由 ( 1 )得
:

Y * ( 0 )

y 。 ( 2一 1 一 1 )

y 、 ( 2一 ’ )

y 。( N
一 1 )

X ( O )

X ( 2
月 一 1 一 1 )

X ( 2
月一 1 )

X (N 一 1 )
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/百口.

!
......、、 .门飞.

山

!
.JdlII....

一ùù月
-目

1一N
一一

, 一 户一 H

X( 曾 1
钾星

一

土 }
/ (

带
一 `
,

}
X ( N 一 1 )

因此
,

有

{
y h ( 0 )

y * ( 2
” 一 ` 一 1 )

}
_

生{粼 } !
y

叮
一

与
_

卜{
!
一 “

}
、 1 (

;
卜 , 一 1 )

!
,

}
: * ( 、 一 1。

!
一 浑

}

X l ( Z
n 一 ’ )

X l ( N 一 1 ) }
这里

X ; ( l ) = X ( l ) + X ( l + 2
” 一 ’ ) ( l二 o ,

1
, … , 2

月 一 ’ 一 l )

X l ( l ) = X ( l 一 2
月 一 ’ ) 一 X ( l ) ( l = Z

n 一 ’ , 2一 ’ + 1 , …
,

N 一 1 )

利用 ( 1 5 )继续递推
,

最后可得一般形式的结果
:

X * ( l ) = X ; 一 : ( I ) + X 。一 , ( I + 2
”
一 ` ) ( I = `

·

2卜 “ ,

… ,

( f 于 i ) 2
” 一 k 一 z < 2

” 一 i )

X 、 ( I ) = X * _ 1 ( l 一 2
月 一 k ) 一 X 、 _ t ( l ) ( l = ( f + l ) 2

” 一

气…
,

( i + 2 ) 2
, 一为 一 l ( 2一 l )

其中 f = 0
,
2

, … , 2认 一 1 )
,

Zk
,

k = l
, 2

,

…
, n

.

同时
,

规定X 。 (
·

) = X (
·

)
.

其次研究 P al
e y 顺序的 F W T 法

。

由线性代数知识知
,

对于矩阵评分
’ ,

必存在一个非奇异初等矩阵 R *
或 尸

N ,

使

W沪 = W分)R
N ,

W护 = P 入
W分 ( 1 6 )

由 ( 1 2 )知

R 、 j X ( j ) = X ( < k > )

从而

R N
X ( n ) = X ( <” > )

记X ( n) 二 X ( <>n )
,

其中
<渺表示

。 的二进制顺序的逆顺序排列
。

把 ( 1 6) 的左边等式代入 ( 1) 得
:

万 y
,

( , ) 一 w 分x) (。 ) 一 w 幼
,尺 、 了 ( 。 ) 一 w 分

,

分(。 ) ( 1 7 )

从 ( 1 7) 我们看到
,

二进制顺序的 F W T 法与 K or en o k e r
顺序 的 F W T 法 是 相类似

地
,

只是在 K r 。 。 e 。
ke

r
顺序的 F w T 中的 r (。 )换成全( , )

。

其它步骤完全一样
。

最后研究 K a 。 : m ar :
顺序的 FW T 法

。

由线性代数的知识知
:

如果对于W分
’的行和列施以若干次初等变换而得到珊炉

,

则

必有非奇异矩阵马 和 R N
存在

,

使

平妒二 P 、
W分

’
R

N

郎

牙紧
) = 尸八W沪
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从而得 K ca
zm a r

z
顺序的 FWT

NKY (, ) = P *

W幼)R
,
X ( n ) =

或

N Y
: (。 ) 二 P ,

W分X) (。 )

尸*

W幼
’X ( , )

二
、

二维序列的 FW T 法

给定 N l 又 N :
矩阵

X ( 0
,

0 )

X ( 1
, 0 )

X ( 0
,

N , 一 1 )

X ( 1
,

N l 一 1 )

X ( N : 一 1 , 0 ) X ( N Z 一 1 ,

N l 一 1 )

产.....题.....`

一一n称X

其中N 、 = Z n : ,

N Z = 2” : , 。 : , n :
均为非负整数

。

二推 W
a l s h 变换定义为

:

其逆变换定义为

Y `

一
,一

对粉评
N Z`一 , X `

一
, W

入 1 (一 ,

X ( n Z , ” : ) 一 W
* : ( n Z ) Y ( n Z , ” 1 )W

二 : ( n , )

( 1 8 )

( 1 9 )

其中

、、产
0
ó,曰

J

`、

、 . ..L里......... .

叽
:

( n Z ) =

牙 a l ( G
, 0 )

印 a l ( 1
, 0 )

阿 a l ( 0
,

1 )

汁 a l ( 1
,

1 )

砰 a l ( 0
,

N Z一 l )

才 a l ( 1
,

N Z一 1 )

矽 a l ( N Z一 l ,

0 ) 矽 a l ( N : 一 1
, l ) … 甲 a l ( N Z一 1

,

N Z一 l )

而W
、 , (n 1 )与上矩阵相同

,

只是把上矩阵中 N Z
换成 N l 而已

。

下面讨论它的快速变换法
:

在 ( 1 8 )中
,

记

Y
.

( ” 2 , q )
1 。 二 , 、

,
, _

=
不叮 “ 2 、 ” , ) ` L” 2 ,

。 ,

犷
.

( N : 一 1
, g ) ]

,

X
`
(。 : ,

( 2 1 )

其中 Y 二(
n : , 宁) = [y

.

( o刃 )… 口) = 【X ( O
,

g ) X ( l
, q ) … 无

’

( N : -

1
, g ) 1

, g = 0
,

1
, … ,

N , 一 l
,

W
* ,

( n Z )由 ( 2 0 )表示
。

从而 ( 1 8) 可改写成
:

Y (

一
,一

炭
Y

·
(一 。 ,W

· 1 (一 , ( 2 2 )

其中W
、 1 ( n l )是将 ( 2 0 )式中 N Z , ” : 分别换成N l , ” ,

·

Y (” 2 , ” , ) 一 [Y ( k
, 。 ) ]

,

k 二 ( , , 1 , … ,

N Z 一 1 , q二 0
, 1

,

… ,

N l 一 1
.

上面的变换运算
,

说明二推变换或逆变换可以利用两次一推 F W T来计算
。

第一次

是关于 X (尸
,

妇的 N ,个列的每一个列进行 F W T
.

由 (2 劝 获得
.

第二次 是 在子序列
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ty
.

(k
,

妇 }的 N :
个行的每一个行进行 F W T

,

这个由 (2 幻得到
。

上述的运算
,

总共要进行N : N :
个 F W T

。

如果直接进行计算
,

那么要进行N ZN : ( N Z

一 1) 十 N : N Z ( N : 一 1) 次加法和减法
。

如果用快速计算法
,

那么
,

二推 F W T 只要进行

N ; N Z ( l o g ZN I + l。 g ZN Z) = N , N Z l o g Z万 , N :
次加法和减法

。

如果 N ; = N Z = N
,

那么
,

( 2 5 )和 ( 1 9 )变成
:

丫 ( 。
, 。 ) ==需 w

* ( 。 ) x ( ,
, 。 )w

* ( 。 )
J V -

和

X (。
, n ) = W

vJ (” ) Y ( n
, n )W

, ( n )

例 设 n 二 3 ,

N 二 8 ,

二推数据组序列为

X ( 3
,
3 ) =

X ( 0
, 0 ) X ( 0

,

1 )

X ( 1
, 0 ) X ( 1

, l )

X ( 0
, 7 )

X ( l
,

7 )

( X ( 7
, 0 ) X ( 7

, 1 )

求二推 K r o n e e k e r
顺序的 FW T Y ( 3

,

3 )
。

解 由 ( 21 )得
:

X ( 7
, 7 )

、月沙、 .产、刀
产、 、/

453八D,目,一勺自2
了t
ó
了t
、产.、了.、r , ( 3

, 。 ) 一喜万
。了 ( 3

O

叮)
,

g = 0
, 1 , … , 7

其中 H
。 表示 s x s H a d a m a r d 矩阵

,

表示为
:

二
,

_ 「旦
4

旦
`

飞
L
风

一
H

4」

根据 ( 2 1) 用 F W T法求得变换
:

Y
; ( k

, 。 ) 一

音H
o X “̀ , 。 , ` k一 “ , `

…
,

7)

上等式可分解成
:

rI ; ( ,
,

。 ) 一喜万
。了 、 ( ,

, : )

O

( l = 0
,

1 ,

2
, 3 )

、 二 , 、

1 。 ,
,

工 ` L用 , q ) = 万月
`人 “ 阴 , q少 ( m = 4 , 5

,

6 , 7 )

其中 X
, k(

,

砂的元素X , k(
,

妇和X ( k
,

妇的元素X 快
,

妇有如下的关系
:

X l ( l
, q ) = X ( l

, q ) + X ( l + 4
,

q ) ( l = o , 1 , 2 ,

3 )

X 、 ( l
, q ) = X ( l

一 4 , g ) 一 X ( l
, g ) ( l二 4

,

5 , 6 ,
7 )

这里 q = O
,

1
, …

,

7 ,

进一步计算有

}

X Z ( l
,

q ) = X l ( l
, g ) + X : ( l + 2 , g )

X Z ( I
, q ) = X l ( l 一 2 , q ) 一 X l ( l

, q )

( l = 0
,

1
, 4

( I = 2
,

3
,

6

5 )飞
7 ) )

从而

SY , ( I
, g ) = X

Z ( l
, 叮) + X Z ( l + l , Q ) ( l = 0

,

2
,

4
,
6 )

s y : ( l
, g ) 二 X Z ( I 一 1

, g ) 一 X Z ( l
, g ) ( I = i , 3 ,

5
,

7 ) }



矩 阵 形 式 的 快 速 沃 尔 什 变 换 法

这里 q= 。 ,
1

, … ,
7

.

由 ( 2 4 )
,

( 2 5 )和 ( 26 )可得
:

百 {舟 )
s y ,

( k
,
q ) = 习 ( 一 1 )

r = ” L乙
” r

J X ( i
, q )

109

( 2 7 )

. _ _ _
. _

兰
.

掩
, _

三
. _ _ .

_
. _

_

_
.

一
、 _

_

二
_ 。 _ 。

_
`

这里假定 “ 一 r0P ,
一 『 , “

属
` ”

表示部分项之和
,

如“ 一 ” 时
, “ 一 “

&+.
“气耐

0 二
:

” , “ , -

1 ,
k : 二 2

.

在 ( 27 )式中
, “
习

` ”

表示在 k的表达式中
,

关于 k
,

那些项之和 ; 〔习 表示不超过
x 的最大整数; 如果 儿= 。 ,

那么
,

令【
·

] , 倪 q = 0
,
1

,

一
,
7

.

在一般情况下
,

设 *一
甘

` 2。
, , “

习
` ”

表示关于 ;
r

的部分项之和
,

且 。一 ;
。
< *

l
<

r = 0

k Z< … < k , _ 1 == n 一 1
,
k

,

(
r = 0

,
1

, … , t 一 1 )是整数 ; *> 0 整数
,

那么
,

二 :
, (*

, 。 ,一勺 、一 , )

箕: [舜j
二 ( ;

,。 )

这里 !
“

习
` ”

表示 k 的表达式中
,

关于 k
,

那些项之和 ; 〔月表示不超过 x 的最大整数
。

想据 ( 2 2 )有

Y `3 ,

3 ,一合
F : ` 3 ,

3 ) H
S

上等式可分解为
:

U厂七户
夕

L厂L厂
y ( 0

,
Q )… Y ( 0

, 3 )

Y ( 3
,
0 ) … Y ( 3

,
3 )

y ( 4
,
0 )… Y ( 4

,
3 )

Y : ( 0
, 0 )… Y : ( 0

,

3 )
1

8

Y : ( 3
,
0 )… Y : ( 3

,
3 )

Y : ( 4
,
0 )… Y : ( 4

,
3 )

Y ( 7
,
0 )… Y ( 7

,
3 )

Y ( 0
,
4 ) … Y ( 0

,
7 )

Y ( 3
,
4 )… Y ( 3

,
7 )

Y ( 4
,
4 ) … Y ( 4

,
7 )

1

8

Y Z ( 7
,
0 )

Y Z ( 0
,
4 )

Y Z ( 3
,
4 )

Y Z ( 4
,
4 )

Y Z ( 7
,
3 )

Y : ( 0
,
7 )

产.....、

i一s
一一

、.....沙

....2.组..、尹.......、

Y : (雄
,
7 )

Y Z ( 4
,
7 )尹......、

1一8
一一

、 ......声

Y ( 7
,
4 ) 二

`

Y ( 7
,
7 ) Y : ( 7

,
4 )… y : ( 7

,
7 )

.....r、了.....、

其中

Y : ( l
,
优 ) = Y

i ( I
,
沉 ) + Y

i ( l
,

。 + 4 )

Y
Z ( l

,
m ) = Y : ( l

, m 一 4 ) 一 Y ; ( I
, 沉 )

这里 I= O
,
1

,

…
,
7

.

进一步计算得
.

Y :
( I

,阴 ) = Y
Z
( l

, 的 ) + Y Z ( l
,。 + 2 )

Y。 ( I , m ) = Y ; ( I ,用 一 幻 一 Y ; ( l , m )

(阴 = 0
,
1

,
2

,
3 )

(沉二 4 ,
5

,
6

,

7 )

(。 = 0
,
1

,
4

,
5 )

( 。 = 2 , 3
,
6 , 7 )

( 28 )
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这里 l = 0
,

1
,

… , 7
,

从而得
:

S Y ( I
,

椒 ) = 犷
,

( l
, ,刀 ) + Y

3

( l
,

阴 + 1 ) (用 = 0 , 2 , 4 , 6 ) 、

8犷 ( l
,

。 ) = Y 3 ( l
, , ,

卜 1 ) 一 犷 s ( I
, 切 ) (。 = 1

,

3
,

5
,

7 ) 、

这里 l二 o
,

1
,

2
,

…
,

.7

捌 2 8 )代入 ( 2 9 )得
:

S Y ( l
,。 ) = Y Z ( l

, 。 ) + Y Z ( l
, 。 + l ) + Y Z ( l

, m + 2 ) + Y Z ( l
,
m + 3 ) ( m 二 0

, 4 )

SY ( l
,

峨 ) = Y Z ( l
, m 一 1)

、

一 Y Z ( l
, m ) + Y Z ( l

, 邢 + 1 ) 一 Y Z ( I
, 优 + 2 ) ( m = 1

, 5 )

多Y (/
, m ) = Y Z( l

,

。 一 2 ) + Y Z ( l
, 。

卜 z ) 一 Y Z ( l
,。 ) 一 Y Z ( l

,
m + 1 ) ( m = 2 , 6 )

S Y ( l
,

。 ) = 犷2 ( l
, 。 一 3 ) 一 犷: ( l

,

。 一 2 ) 一 Y Z ( l
, 。 一 z ) + 犷2 ( l

, 。 ) (二 = 3 , 7 )

( 2 9 )

最后得到结果
:

不
了

l土 l
\

s犷 (吞
, m ) = 习 ( 一 z )局 L Z沉

·

J Y , (掩
, q )

q = 0

( 3 0 )

这里假定 。 二 习
` 2 、

, “

习
”

表示关于 。
,

的部分项之和
。

且 。 。 = o , 。 1 = 1 , 。 :

r = O

表示不超过 x 的最大整数 ; 如果 。 二 o ,

那么
,

令【
·

〕” 。 ; 秃= 0
,

1
,

…
,

7
.

根据 ( 2 7 )和 ( 3 0 )有

== 2 ; lx )

毛
,

「。 〕
,

毛
,

f 刀 1
, 7 之习 . 二甲一一 . 一 名几 J l 飞

,
一 一 l

5 Z Y ( k
, 。 ) = 习 万 ( 一 z )画 L Z m

『

J 面 L艺
尺 r

J犬 (尸
,

、 )
q = D p = 0

这里 k
,

m == 0 , 1 , … , 7
.

在一般情况下
,

最后得到

四二 1 六一 1

N Zy (儿
,

。 ) == 习 习
P = o q = O

亡一 1

习
( 一 1 )

r = o 队
一

}
·

割刹
二 〔 ,

,

q)

这里的记
一

号如上所述
。

我们可用信号流程图说明第一步变换方向和过程
,

其中
“

一今
”

表示前一个数乘

加到后一个数上
, “

一 )
”

表示前一个数乘 一 1 加到后一个数上
。

对于第二步运算
,

在图中将 X ( p
,

q) ( p = o
,

1
,

… 扩7) 相应地换成 y , ( k
, 。 ) (k

,

。 二 o ,

1 , … , 7 )
,

X ` (尹
, g ) ( 户

, 叮= 0
,

1 , … , 7 ; f = 1
,

2 ) 分别换成 Y ` (掩
, m ) ( k

,

。 = 0
,

1
,

… , 7 ; i =

1 , 2 )
,

最后可得 Y ( k
, 。 ) ( k

,

。 = 0
,

1 , … ,

7 )
.

由上例可以看到
,

利用两次一推的 F W T法去计算二推 W al s h 变换 法 时
,

只需要

进行 Z N Zfo g ZN 次运算就能达到结果
。

在实际应用中
,

可用计算机来完成变换的计算
,

F W T 程序控制要比 F F T 程序按

制容易
。

附信号流程图



矩 阵 形 快 速 沃 尔 什 变 换 法 1 1 1

,一.

X ( 0
,

公 X :
( 0, q ) X z ( .O公 YS

.
( 0

,
q ) 叭低公

.

爆鑫乞一
1

8

X ( 1
, q ) X :

( 1
,

q) yt o
,

砂

,二1.

X ( 2
一 q ) X i ( 2

. q )

瓜 ( 1
, q ) 叮 i《 1

一 q )

X盆(备 q ) aY’ .(2 公
V一(2

, q )

X ( 3, q ) 凡 ( 3, q ) 凡《几 q) 卜一 一一 艺 (岛公

X ( 4, q ) X l ( 4
,

q ) 凡 ( 4
, q )

拉囚大
悦

, .

事忑习立 Y x (
·

盛,
q )

X (污
。

公 X 、
(氛 q ) 瓜 ( 5

。 q )
赢翔壹 Y :

( 6
, q )

i一8

X ( 6沁 X一( 6
. q ) X Z

( 6
,
q ) SY

i
( 6

,
q ) Y r

(呀
,
q乡

X `九心
. .口 . .户 . . . ` .护 X :

( 7
. q ) X z

( 7
, q ) 卜一一

1

云
1 (

{
,

q )
}`

Y
!

:̀ q ,

图 N 二 8时
,

FW T 的信号流程图
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