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阶线性常系数微分方程初条件不变性

吴 成 禧

提 要 本文讨论 T n
阶线性常系数徽分方程初条件不变性

,

并用例 子 说

明其应 用
。

对单输入一单输出的线性定常电路
,

输入一输出之间关系可用
n
阶线性常系数微分

方程表达
,

郎

习
a : 一 , ·

夕(幻 二 F (二 )
几= 0

( l )

其中 y 为输出
,

梦幻 为 y 的 k 阶导数
, 。 为输入

,

导数
。

方程 ( l) 的初条件为

F (二 ) 二 名 b , 一 H ·

w (功
,

二 (功为 。 的 H 阶

, (几 ) ( O
一

) ( k = 0
,

1
,

…
, 。 一 l ) ( 2 )

当由 ( 1 )式直接求其唯一解时
,

要求 , (为, ( o
*

) ( k = o
, 1

,

…
, 。 一 z )

。

一般情况下
,

夕(` , ( o
十

)

护梦伙仪 ) k( 二 o
,

1 , …
, , 一 1 )

。

郎初条件要突 变 的
。

下面我们将讨论一种有用的所谓初

条件不变性
。

所谓
n
阶线性常系数微分方程初条件不变性可 陈 述如下

:

当且仅当方程 ( 1 ) 中的

F (。 )不包合冲击函数 f ( t ) d ( t )及其导数的奇异函数时
, , ( k) ( o

十

) “ 夕(幻 ( o
一

) ( k = o
,

1
,

…
,

n 一 1 )

证明
:
充分性

。

在方程 ( l) 中
,

F (。 ) 不包合冲击 函数 f (t )占(t ) 及其导数的奇异函

数
,

则梦
。) = g 中必不包含阶跃函数f ( t ) u( )t

。

否则方程 ( 1) 左边将包含冲击函数 f( )t d (t )

及导数的奇异函数
。

同理
,

梦*)( t ) ( k ” 1
, … , 。 一 i )

,

也必不 包 含阶跃函数 l( t )以 t)
。

换

句话说
, g ( h ) ( t ) ( k = 0

,

1 , …
, 。 一 1 )

,

它们在 t = 0 处速续
,

良口有 , ( h) ( 0
,

) 二 , (*) ( 0
一

) ( k二 0
,

l
,

…
, 打 一 l )

。

必要性
,

是显然的 证毕
。
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推论 i :

1
,

…
, n 一 1 )

。

推论 么

当 F (。 ) = o
,

宜p对方程 ( z ) 的 齐次方程
,

有 护*) ( 0
+

) = , (幻 ( 0
一

) ( k = o
,

设线性定常电路具有零状态为

毛叭
,
( o

一

) = 0
, `= l

,

2
, … ,

k } U { :̀ , ( o
一

) = o
,

j = 1
,
2

, … ,

I ) } ( 3 )
- . 几+ I

当 F (。 )不包含冲击函数了(t )占(t ) 及其导数的奇异函数时
,

则护幻 (0
十

) “ 。 k( = 0
,

l
,

…
,

” 一 l )
。

推论 3
:
当且仅当方程 ( l) 中的 F (二 ) 包合冲击函数 j( t )占(t ) 及其导数的奇异函数

时
,

不存在 , (幻 ( 0
+

) == 夕(幻 ( O
_

) ( k = 0
, l ,

…
, 。 一 l )

。

二

应用初条件不变性求解方程 ( 1 )可以避免求 梦。 ( 0
*

) k( = o
,

1

设 二一 自。招
,

方程 ( 1 )及 (2) 之唯一解
,

郎全响应 ,

J 巴 O

,

… , 。 一 1 )的麻烦
。

、
,

产
、 ,

J、、产、 、少、 ,尹、 J
J

JQù勺六070八OU了̀、了r、了气
、

r
、几了了性、

夕= g ` + 夕。

其中零输入响应 y ` 是令 w = O 或 F ( w ) = o 所得下列方程之解

含
。 , _ 。

·

,幼’ = o

山 = O

及

刃
) ( o

一

) == 夕 (̀ , ( o
一

) ( k == o
,

l
,

2
, … , 。 一 1 )

。

由推论 1
,

( 6) 式可用下面 ( 7) 式等值地替代

刃
’ ( o

十

) = 梦幻 ( o
一

) ( k = o
,

l
,

2
,

…
, 。 一 l )

于是求解 夕` ,

可道接引用 t二 O
一

之初条件
。

而零状态响应 , 。是下列方程之解

习
a ,

一刃
) == 习 b . _ ,

·

。 (功
山= 0 月 . 0

刃
) ( 0

一

) == 0 ( k== 0
, z , 2 , … , 。 一 1 )

因为二为奇异函数
,

故由推论 3 ,

对方程 ( 8) 及 ( 9) 不存在 .d0
’ ( o 十

) = 护*)( 。一

) (k = 0
,

1
,

2
, …

, n 一 1 )
。

为了避免直接求*u(0
’ ( 0

十

) k( = o ,

l
, … , 。 一 1 )

,

令方程 ( 8) 之右边为城 t)
,

同

时用
: 。
代替 ( 8) 式和 ( 9) 式中的 夕。

得到下列方程

习
a , 一 。 · s

.(0
’ = u (亡)

几= O

及
s
铲’ ( 0

_

) 二介
’ ( 0

一

) 二 0 ( k == 0
,

1
, … , n 一 1 )

由初条件不变性或推论 2
,

( 1 1) 式可等值地由下列 ( 12) 式代替
s

铲’ ( 0
+

) = 刃
’ ( 0

一

) == 0 ( k = 0
,

z
,

…
, n 一 l )

( 1 0 )

( 1 1 )

( 1 2 )

于是求解
: 。 可值接引用 t == 。 _

之初条件
。

当求出
: 。
之后

,

依据线性定常电路之性质立

郎有



,
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习 b
." 一 , s

(0n
+ 了+ 了’

H = 0

( 1 3 )

分6
. _ 。 s

(0H
+ ` + J ,

( 1 4 )
H = 0

叨 . . .
, . ,口

, . . . 口

之间
q
习间9 . ( t ) =

最后有全响应
:

夕( t ) = 夕`
( t ) +

其中 夕`
( t ) 由方程 ( 5 )和 ( 7 )解出

。

例 1 在图 l ( a) 所示电路中
,

C : 、

C
:
和 R :

均为线性定常元件
, t == 0时 k闸瞬时闭合

,

求输出 。 。 、
( t )

, t > 0
.

电路的初始状态为
。 。 、

( 0
_

) = i 伏
, v e :

( 0
_

) == 0
.

卜,c 2

(
a ) t, 。 : ( 0一 ) ’ l 伏

, U 。 2
( o一 )

, 0 (万 ) z, :
( r ) 二 ,: ( 一 t )

, 口

图 1

( 0一 ) = l 伏
, v 。 : ( 0一 ) 二 0

我们可用图 1 b( )所示 电路等值地来计算
。 。 :

( t)
, t> 0

.

由图 1 (b ) 易得关于街
,

的微分

方程

(
1 +

哟华
+ ~ 奥一

;t 。 .

=

卒c Z / 口了 七 2 民 ,
一

口 t
( 1 5 )

及
“ e :

( 0
一

) = z 伏
。 s

( t ) “ u ( 一 t )
, . ’ .

F (脚 ) = 一 d ( t )

依推论 3
,

这时状态要突变
。

下面我们利用初条件不变性求解
t, 。 :

(t )
。

t, 。 :

( t ) = t, 。 , ` ( t ) + u c :

( t )

其中 p 。 : `
为下列方程之解

( 16 )

( 1 7 )

( 1 8 )

( ; 十五
\ C Z)

d t,c “

d t

1
_ _ _

_ 。

卞
瓦不

“ C’ `
一 ” ( 1 9 )

及

由推论 1知

解得

v。 : ` ( 0
_

)二 t, 。 :

( 0
一

) = 1 伏
t, 。 : `

( 0十 ) = v 。 : ` ( 0
_

) == 。 。 :

( 0
_

) = l伏
,

( 2 0 )
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矛、、了、声护,91曰OJ2ZC̀

了屯、了.
龟
了几

.口。 : 。
( t ) = u ( t ) e 一 t阴

2
(

c : + 。 :
,

而
t, 。 : 。

(t ) 为下列方程之解

(
1 +

瓮)争伦描
丁

·

一
“ `’

及

由推论 3 知

先求下列方程之解

口。 , 。
( 0

一

) = 0

刀。 , 。
( 0

十

) 尹朴。 : 。
( 0一 )

、 .尸、 .J、 ,户、少、 ,产、 .产、 ,了、 .产
月任5
八b厅I八托éO甘0
, .人O自,“,ú9曰,自2dOQU

J

`、了.
、了.、了t
、
了气
、了̀了̀、z、̀

(
1 +

瓮)票
+

式旨
’ 。 一 “ “ ’

及

s 。
( 0

一

) 二街
: 。

( 0
一

) = 0

由初条件不变性
,

有
s 。 ( o

十

) 二 5 . ( 0
一

) = 。 。 : 。
( o

一

) = o
,

求得
s 。 ( t ) == C

: R : ( l 一 e 一 ` / R
: ( C ` + c Z ) ) u ( t )

d s n

p ` l 。 气̀ 少 = 一 一下户
a 【

把 ( 2 1 )和 ( 2 6 )代入 ( 18 )得到最后结果

= _ c Z

c x + c Z

心 一 t / R
:

(
C , + “ 2 ) u ( t )

v 。 :

( t ) =
C l

c i + c Z

e 一 t R/
, ( C , + C , ) u ( t )

由 ( 2 7 )式
,

令 t = +0 代入得

口。 :

( 0
+

) =
C l

c i + c Z
护口。 : ( 0

_

)

例 忍 求下列微分方程之冲击响应

良日田 = d ( t )
, g ( 0

现在
`,

先求

佘
+

佘
十 。 一

鲁
+ 。

一

令
`0

一

,一 。 ,

求 。 。“ ,一 “ (̀ ,
。

娜
+

粤
+ ; 。 = 。 ( , )

0 不 . Q r

及

: 。 (。
_

) 一 。 (。
_

) 二。 ,

旦李 (。
_

) ==
粤 (。

_

) 一。

a 不 a l

由初条件不变性
,

有
: 。 (。

+

) 一 , (。
_

) = 。 ,

旦李 (。
+

) ==票 (。
_

) == 。 求得
a 不

·

a 丁

: 。 ( , )一 }
。 一 、 2

(
一 c。 s

卓
, 一

尖
, i n

孽
,

、
、 1

1
。 ( , )

气 \ 乙 y d 艺 / )

最后得到 (由 ( 13 )式 )
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由 ( 3 2 )式

h ( t ) 二 , 。 ( t )二

.

今黔
十

掣
(一粤

, +

六
· i·

粤
,

)}
· ( ! )

( 3 2 )/一
e

f
.

矛
、

一一

令 才= +0 代入得

y ( 0
+

) = 1笋 , ( 0
_

)
.
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