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改 进 的 Ba ra r
r

型 中 间 轨 道

一远程弹道飞行器合由飞行段的解析解

朱 龙 根

搁 要 本文提出 了一种改进 了的 Ba a r r r型中间机道
,

得到 了远程弹道飞

行器 自由 飞行段的解析解
。

利用不 同的 C 位
,

经过不 同的组合
,

可 以求得 K 叩 ler

椭 圆轨道解
,

以及考虑 J Z或 J 3项摄动的不 同解
。

此方法宜于推广使 用
。

儿十条

模拟 弹道的计葬结果衣明
:

此方法的 计 葬 贡 较 小 ; 考虑 J : 项摄动的方法误差

(封程和横程 ) 约为 10 m
,

考虑 J 3项摄动时约为 10 m m 。

一 甘! 性纷
、 了 1 仁J

目前弹道飞行器的惯性制导主要有摄动制导
、

显式制导和中制导
。

显式制导的原理

是利用在飞行器主动段飞行中惯性仪表所测得的加速度信息
,

经导航计算机计算
,

得到

飞行器飞行中每一瞬间的速度和位置的显式信
.

良
,

然后将此信息
.

输入到计算机中
,

根据

发射前存赊在计算机中的目标位置再来计算飞行器该瞬时命中目标所需要的速度向量
。

所需要的速度向量同实测速度向量的速度偏差被利用来产生控制推力方向的导引指令
,

直至速度偏差为零
,

这时发出关闭发动机的指令
。

显式制导不存在摄动制导中存在的方

法误差
,

发射前无须进行大量的计算准备
,

而只须知道目标和发射点的位置坐标
。

中制

导的原理是利用飞行器在自由段飞行时其弹载或地面测量装置测得的信息
,

来计算出飞

行器对目标的落点偏差
,

并利用发动机进行落点偏差修正
。

上述两种方法都有一个如何

由飞行器的瞬时速度和位置来计算飞行器落点的问题
。

由于弹道飞行器在 自由飞行段飞行高度较高
,

飞行时间较短
,

因而大气阻力可忽略

不计
。

飞行器在地球引力作用下的运动情况是复杂的
。

如果取地球的较好近似— 旋转

对称体
,

这时的地球引力势为
:

u 一 、 }
1 -

r L
习 J

. (粤)
“

。 (· i · , )

」 ( 1 )

其中
: 拼

— 地球引力常数 ;

r

— 飞行器的地心距 ;
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中

—
飞行器的地心纬度 ;

凡 (s in 甲 )

—
。
次勒让德多项式 ;

J
。

— 带谐系数 ;

R

— 地球赤道半径
,

取为 6 3 7 8
.

16 公里
。

为了研究方便
,

我们取一套无量纲单位
:

距离单位为地球半径 ;

质量单位为地球质量 (取为 5
.

9 7 4 2 6日 x 1 0 2 `
克 ) ;

时间单位为 8 0 6
.

8 1 2 5秒
。

在这种情况下
, 拼 = 1

,

地心距为O l( )量级
,

速度也为O (1 )量级
。

研究 l( ) 式的近似方法之一是只取第一项
,

将自由段看成是椭圆轨道
。

但是
,

随着

射程的增加
,

这种方法的误差越来越大
,

图 1表示 某 弹道飞行器由于 J :
项引入的射程

偏差和横程偏差
。

为了计入 J :
项的摄动影响

,
Jho

n 、

G er en
、

S ot p h on 等人进行了很多工作
。

本文利

用中间轨道法来进行关于自由飞行段解析解的研究
。

所谓中间轨道就是一种比椭圆轨道

更接近实际轨道的近似轨道
,

主要做法就是寻找一种可积的引力势来近似逼近地球引力

势 ( 1 )式
。

五十年代以来
,

S t e r n e 、

V i n t i
、

B a r r a r 、

A 二 e e o o a
等人都提出了不同的中间

轨道
。

我们根据远程弹道飞行器自由段的特点和精度要求
,

采取 B ar ar r
型中间轨道

,

并

且进行了下列改进
:

△L

一 10

一 20

一 3 0

图 l 考虑八项时射程偏差刁 L与发射方位角A
。
之关系

,

横程偏差刁H

与发射方位角A
。
之关系

( l) 改变了
u
和中间轨道根数 口 . ,

。 .
的定义

,

使当 C 二 O时
,

中间轨道根数就完

全转变成椭圆轨道根数
。

( 2) 利用不同的 C 值
,

经过不同的组合
,

可以得到椭圆轨道解和考虑 J :
或 J :

项摄

动的不同解 ;



改 进 的 B a
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3( )当 i接近 09
。

时的处理 ;

( 4 ) s i n f
’

病态方程的解 ;

(5 )椭圆积芬的级数解 ;

( 6)方案的推广运用
。

该中间轨道我们称为改进的 B a r ra r型中间轨道
。

这种方法的计算量小
,

精度高
,

并

且一个方案具有多种用途
。

二
、

改进的 B a r ar : 型中间轨道

1
.

主要原理

改进的 B ar ar r
型中间轨道是将引力中心沿极轴移动距离 C

,

C 的大小由问题的要求

而确定
。

如图 2 所示
,

其中 O一
x 夕二 为地心 坐 标系

, x 夕平面为赤道平面
,

O 二 轴指向北

极
,

O x

轴指向 1 9 5 0
.

0的春分点
。

在O 二上取一点 O
` ,

使 O O’ = C
,

过O
,

分别作Ox 和 O夕的

欢欢欢

图 2

平行线。嗜和 O’ , ,

又取 O’ 亡和 O 二重合
,

组成 。 护

一雪城坐标系
,

这两个坐标系的球坐标
犷 、

入
、 切和 p

、

入
、

功的定义见图 2
。

这两个坐标系的关系
.

x 二雪 is n 甲二兰

夕 = 叮 ( 2 )

一̀p
z 二雪十 C

s i n 叻=

在 O
产

一省冲亡中取引力势

.u 一 ,

f生
一 `兰华竺、

、 P P
一

I

( 3 )

将此式展开并变换到 O一叼
z
中去

,

则为

-

“
’
一

外
一

息
( ” 一 1 ) C竺p

·

` S ·̀ , )

」 ( 4 )
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P 点受引力势U .
的作用在 O ,-- 细乙坐标系中的运动是完全可解的

,

就是说可以得到

六个积分常数
。

如采用哈密尔顿一雅可比方法或解 L ag ar n
ge 方程方法

,

并 且参考椭回

轨道的解法
,

便可得到与椭圆轨道根数相似的 六个轨道根数
:

.a
、

.e
、

1 .
、

M . 、

口 . 、

。 ’ ,

我们称它们为中间轨道根数
。

设 p 点在 t 。时刻的运动状态为
:

俨。 = ( x 。 , 夕。 , 之 。 ) T

于。 = (云。 ,

夕。
, 才。 ) T

要求 t 时刻的运动状态子
, 予的运算过程如下

:

( 1) 由护
。 , 子。

算出中间轨道根数 ;

(2 ) 由时刻 , ,
再通过中间轨道根数算出时刻 t 的式 , (详细的推导从略 )

。

下面

列出主要的计算步骤
。

2
.

由子。 , 节。
计算中间轨道根数

( 1) 计算辅助量
, _

图
_

{ 介 1
尸 一 !飞

。

!一 !
“ o ,

l
L̀ O J Lz o 一 七 J

( 5 )

( 6 )

,........J.

0匕U
ǎ
U

.

介公盆
.

名
r

eewe
.L

一一

,̀...

lee
J.

介ù0óU

.̀

右
.

冲
.
升ó.......r,吕L

一一

。
工
P

78910n121314
了.、了.、了.、了、、了、了、
、

了吸、了、

川 = 弱 + 端 + 端

犷名= 雪若十 , 若+ 乙若

户。 ·

P。二右。 雪。 + 冲。
方

。 + 亡。 ` 。

U
’
一

嗽
一

货)
C

: 二占。亏
。 一 冲。 舀。

’ ` n ` 。一

瓮
` 。一 ,` 一 ’

(瓮)
(2 ) 计算中间轨道根数心

,

蛇
,

M 言
,

几

拜

Z U 孟一 F云
” ; 二杯下

。 ; 一居

言is
n E 言=

1

杯不万
( P

。 .

P o )

言e o s E 苏= l 一 ( 1 5 )
蝎鱼{

`

(
e
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M 言= E 言一嘴 i snE 苏

65

(1 6 )

`、产、 .了、.产、、产、.了

780
甘
01
人,二1二1占22

叮了、 J

了、
、了.、了.、了̀、

t g
了苏_

2 了霭
t g

令
( 3 ) 计算

s i n i孟

尸言二 ( 1 一
e 言忽 )姑

, = 卫旦
尸言

, C 子
七 , 二二

一
目

二扮
~

料厂石

C费= “ P 芯e o s Z f芯( 1 一
: s i n ,’芯)

(4 ) 计算辅助参数

、 .产、 .产
`

、
产
、 .户、 .尹、 .产

2
八J月任ù匕内07Ò,自0自,自勺乙今曰

矛叮、矛叮、了̀、
才、̀了.、矛.、a 一

合
〔̀ + 2` 5`n `“ + e , ( 4 一 3 s i n : `言) ]士

, ! 一

矗〔̀
一 ` 5`· “ 一 ` “ ”

s : = s i n `右

: : 一

矗
L̀ 一 ` , ` n “ + 4“ ”

V =
5 2 一 S -

5 5 一 S -

g 一 =
S x 一 5 2

1 一 5 1

9 2 =
5 2 一 S -

1 + s :
( 2 8 )

s i n Z“ o = 一
s 一 + s : 一 Z s i n砂。

( 2 9 )
S a 一 5 1

e o s Zu o =
(舀合+ , 若) 亡

。 一 (占。 雪。 + 刀。 冲 。 )亡。

杯硬「 a 。 。 ( s : 一 ; : )丫玉三画画
万 3 一 万 l

( 3 0 )

“ `一 “ u 。 一

晋 ( 3 1 )

( 5) 计算 。 言和口芯

。 “一告(F u0, 杯刃
一 了̀ 一

晋 ( 3 2 )
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n
。

_
, 上 二 杯瓦I 二 ( u 。 ,

夕l ,

杯下) 上 二 ( u 。 , 夕: ,

杯下飞
心 ` n

一八 n l
es

t 户 一 - 二了一一
户 、 下二犷

.

-
一 戈一

二

一
〕 下二一 竹

~

一 一又一 一了

一
r

2 艺a `叹l 一 5 1 ) V I + g , 气i + S 一 ) V I + 9 2 ,

其中 F ( u0
,

杯 ? ) 为第一类椭回积分
,

F `一杯下 ,一

J
d u

丫 1一 ? s i n Z“

二 (“ 。 , g ` ,

杯 下 ) 类似于第三类椭回积分
,

二 。。 。 , 。 . ,

、 、 ) 一

式
’

杯 l + 夕` d u

( 1 + 夕
` s i n Z u

)杯 i 一 , s i n , u
== l

,
2

( 3 3 )

r 3 4 、

( 3 5 )

到此
,

得到了中间轨 道根数 崎
,

心
, 。 言

,

口孟
, s i in 石

,

M芯
。

这些计算对一条弹道

而言只需要计算一次
,

如果能将萨
。 ,

护。
的参数由弹上传送到地面

,

或由地面直接获得
,

那么上述计算可以由地面计算机完成
。

3
.

计算时刻 t 的 尹和 子

( l) 计算时刻 t 的 M
. ,

E
. ,

j’

M
. == M言+

n
芯( t 一 t o )

·

= ZQ布 + m .

其中O为整数
, 。 .

< 2二
。

川 . = E 一端 is n E .

( 3 6 )

( 3 7 )

t g

誓
一

丫
~

兴豪 ( 3 8 )

( 2 ) 计算
。

由 ( 3 2 )式得

。

( j
. + 。 言+ ZQ二 + 要

乙 )

,

_ E .

[芭一飞犷一
乙

,

F ( u
,

杯 夕 ) = O 〔3 9 )

( 3 ) 计算球坐标 P ,

叻
,

入

p == a
芯( 1 一

e
孟
e o s E

.

)

s i n 砂== s : + ( s : 一 s : ) s i n Z u

穴= 口
二

.

侧瓦 `
n 一

-二
归

十代 , 二下

2 Z U 几

二 ( u
, 夕, ,

杯 下 )

( 1 一 S : )杯石五

二 ” ( u
,

夕: ,

杯 下 ) 飞
. 石二

~ 一二

一
一
下

. ~

- 二 = = = 二二=
`` ,

( i + 5 1 ) V l + g : ,
( 4 0 )

(4 ) 计算道角坐标

H == 侧拼 P .

( s : 一 s : ) 口 s i n Z u
杯 l 一 r s i n Z u

G = 侧拼 p . e言s i n E . e o s Z势一 H
s i n吵

= P c o s吵e o s久

== P c o s吵s i n久

= p is n叻

( 4 2 )

亡5叮
`ór...

J、 .,.
.

t
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_` 省一 ” C :

省 2 +刀 2

_ G叮 +省 C :

蚕 2 +刀 2
4 3 )

=冬〔杯武
尸

e
芯 s i n E

. s i n砂 + H」

。̀
心
。

冲
.乒ó

户 .........口、 ....

由此可得 萨
, 矛 。

三
、 。 in 式 的 解 法

( 2 1 )式等价于
e s i n 3 i言一 s i n . i言一

。 s i n f言+ 1 一 C Z = 0 ( 4 4 )

虽然这是关于 is ln’ 言的一元三次代数方程
,

有公式解
,

但是由于各项系数相差悬殊
,

经计算表明这是个病态代数方程
,

用公式解误差很大
。

由代数方程理论可知
,

在我们讨论的范围内
, 。对 l

,

(4 4) 方程的钊别式为

` 一

(普)
’ +

(晋)
’

( 4 5 )

式中 q = 卫 2 _ 1
一 豆丽可’ p =

~

不了 一 二

由于
。咤 1

,

C
: 之 co is 名

,

因此 ( 4 4) 式有三个不等的实根
。

根的范围为

!
s i n i言}昌 1 + m a x { z

,

!
e
}

,

11 一 C Z
! 川

e
!

或

I
S i n i ; l ` . +

, 1 .

. 君 !

将 ( 4 4 )式的左端记为 f (
s i n i言)

。

从 f ( 1 ) = f (
一 l ) < o f ( 0 ) > O

可以看出
,

三个根分别在下列区间内
:

当
·
> 。 时

,

( 一 1
, 。)

,

(。
,

l )
,

(
1

,

1 +
一

工

.`

、、.,产
山.占

一
当

`
< “ 时

,

(
1

一 1 一 —
,

为了与椭圆轨道根数的定义相吻合
,

迭代法计算

( 一 1
,
0 )

,

( 0
, + l )

。

我们取位于 ( 0
, 十 1) 的根

,

有了这个范围再用牛顿

s i n i苏
(几+ ` ) 二 s i n `芯(

月 )

_ ( 1一 s i n Z`孟`
” ,
夕业二旦

s i n `芯`” ) 一今
3 o s i n Z i孟(

. ) 一 Z s i n i石(
. )

一
( 4 6 )

其中
,

迭代初值为

5 i n i芯(
0 ) 二杯 i 一 C : ( 4 7 )
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几十条弹道的计算表明上式的收激速度较快
。

部分远程弹道飞行器的计算情况如表

1 所示
。

这些弹道的自由段飞行时间约为 35 分钟
,

射程角约为 108
。 。

表中的中
。
和 A

。
为

弹道自由段起点的纬度和方位角
。

表 1 不 同弹道的 is ln’ 言的迭代次数

OOO
...

4 5
...

9 0
...

1 3 5
...

1 8 0
...

2 2 5
...

2 7 0
...

11111 444 666 444 111 444 666

11111 444 444 444 111 444 444

11111 888 444 ... 111 888 444

四
、

椭圆积分和
u 的计算

在我们研究的情况中 , 是个小量
,

可以将第一类椭圆积分 (3 4) 式和第三类椭回积分

用级数展开方法计算
,

郎

“ `一

而
, 一

f;丙 一下 s i n Zu

二 u
习

。
云?

“

几 = 0

l

4

s i n Z u习 P一 。 a , ? ` ( 4 8 )

n (。
, 。 ,

杯下) 一

J
丫 l + 夕 d u

o ( l + 夕 s i n Z“ )杯 i 二 F
s i n Z u

( 1 一 刀。 ) t g
一 ’ (侧 1 + 9 t g u ) + 材 1 + g 习

a : 刁, y 几

为= 0

l<
r
一g

1

4

杯

可 {
·

息

s i n Z u 习 P
o . 。

A
。下

为= 1 ( 4 9 )

>
r一夕

、汀̀、Ja : 刀。 一

粤
5 1。 2。 全尸

。 .。 刀,

产lseesjee
.
.....、

一一

其中

a o = 1 ,
Zk 一 l

u .
一一玄万

一 “ 七一 ’ k = 1 ,

2
,

一
, ”

尸
。

一
1

,

`
一

宁凡卜 :

1
, ~

—k
s i n Z卜

Zu ,
k = 2

,

…
, n

月
。
二 一 a 。 + :

刀
,

k =
” ,

A , 一 : == 刀( A
。 一 a , )

n 一 1
,

…
,
1 ( 50 )
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式中 刀= 一上
g

B o == l
,
B , = a 。夕` 一 B 。 _ : 夕 k = l ,

…
, ”

gt
一 ’ (材 1 + g t gu )的取值与

“
同象限

。

具体计算时展开所取的项数要由 1讨 l < e ,
而

定
, 。 ,

为给定的数值计算精度
。

因为

V =岩
一 o `· ,一 O

(聋)
,

n
取的值并不大

,

例如 C
: = 杯八时

,

精确到 10
~ `。 ,

各类弹道的
n 的取值见表 2

。

表 2 不 同弹道的级数项数

\\\
\

月。。 O
...

4 5
...

9 0
...

1 3 5
...

18 0
...

2 2。
·

………… 3 1 5
...

甲甲。 、~ 、 ~~ ~~~~~~~~~~~~~~~~~~~

000
...

l 222 l 000 444 l 000 1 111 1 000 444 1 000

333 0
...

1222 l 111 999 1 lll 1 111 1 111 888 1 000

666 0
... 1 111 1 111 l 000 1 111 1 111 l lll 1000 l 111

由 ( 3 9 )式计算
u是个解特殊超越方程的问题

, u
包含在第一类 椭 圆积分 F ( “

,

侧 下 )

中
。

由于

F ( “
,

材 下 ) 、 “

因此取

用牛顿迭代法求 u 一(
`· + 。 ; + ZQ 二 +

晋) ( 5 1 )

· (·

一
+

{
·

(
`· + 。 · + Z Q· +

若)
一 “ ( u( 一

,

、 不)

]
、 `

不“ ( 5 2 )

收做速度 很快
,

F ( 。
,

杯 下 ) 的迭代什算量不大
。

表 3 给出了各类弹道的迭代次数
,

迭

代误差控制为 1 0
一 ’ 。 。

衣 3 不 同弹道的
u
的迭代次数

、、

\ \ \ 扁扁 O
...

4 5
...

9 0
...

1 35
...

1 8 0
... {{{ 3 1 6

...

咖咖 \ \
一、、、、、、、

“ ZB
’

!
“ , 0

’’’

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

…
,,,,,,,,,,,,

OOO
...

888 333 222 333 ,, .2

{
,, 888

333 D
...

分分 盛盛 888 888 222 3,

!
’吕 888

... 0
...

888 888 吕吕 吕吕 ::: ::: ,, 忍忍

五
、

礼接近
“
2/ 时的处理

当某条弹 道 在时刻 t。 的 ` 趋于粤时
乙

由于
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x 二舀
, x 二 占

刀= 冲
, y = 刀

C : 二 x 沙一 , 恋、 杯拼 P孟
e o s`言, 0

,

C :
, 0

S : “ 一 s i n`孟̀ 一 1
, s : 二 s i n `芯, 1

在 ( 3 3 )式中出现粤型
U

因而无法计算下去
。

我们认为当 !
` ; 一 粤 }<

0
.

5。时
,

要用其他方法计算 ( 3 3 )式
。

由于此时
。 os ` : 礴 1

,

可

t 乙 l

以在
c os `右= 0 的近旁展开

,

从而得不定式

C -

更而 ;茄不不一杯妞 ; ( 1 一 己 s i n `石)犷工卫
兰

, 1 + 5 1

1 一 S : _

1 + 习 l

2 [3 一 ( 1 一
s i n `言) ] ( 1 + 。 )

6 ( 1一 。
) + ( 1 + e ) ( 1一 1 4 e

) ( 1一
s i n `言)

C i

巨几爪凉赢
= 杯鸡。 `

而了决

( 5 3 )

( 5 4 )

( 5 5 )

代入 ( 3 3 )式
,

得

D卜 ` 。 +

晋理镖率!丫离
。 (一 。 ! ,

杯、 )

+

丫
2 [ 3 一 ( 1 一 s i n f苏) ] ( l +

。 )

6 ( 1 一 e ) + ( 1 +
e ) ( 1一 1 4 e ) ( 1 一 s i n i苏)

·

D (
u , 夕 a ,

杯 y ) ( 3 3 )

用此式代替 ( 3 3) 式的计算
。

( 40) 式也应作相应的修改
。

六
、

常 数 C 的 选 择

(3 )式中的 C 的大小确定了引力势的大小
,

对中 间 轨道解有道接的影响
。

从下面的

讨论可以看出
,

常数 C 的不同值可解决不同的问压
。

1
.

C = O的情况

如果令 C = 0
,

( 3) 式转变成二体 问 肠 引力势
,

从下面讨论可以看出
,

此时改进的

B a rr a r
中间轨道根数也转变成二体问粗的椭回轨道根数

。

显然
。
石

,

心
,

E 言
,

了言
,

M 言等中间轨道根数就是椭回轨道根数。 。 , e 。 ,

E 。 ,

f
。 ,

M
。 。

` ,
_

Z C 。 ,
_

二

~ ,
出

,

1一 C =
-

石百二 U , 国̀】不刊 f 号

厂 O

C资== 拜P 孟
e o s Z i孟

C : = e ( ) 5 2 `;
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5 1==

S : =

一 si n i言

_ 1
口

: 二 一二`

2

下 = 0

g ;
二 一 : 二乏i尸弱

二

1一 sl n 盆 0

日 , _ 三 _ 产 份

。 _ 乙 s l n . 6

1 一 S l n I 6

利用这些关系式
,
( 29 》式

,

( 32) 式和 ( 35) 式则分别成为
s i n沪。 = 一 s i n i苏e o s Z u = s i n f言s i n u `

一
,

一 1 「
“

毋 0 ~ 几刃
.

1
乙 J O

du
一
几 一
要= 矿 一

f0
乙

( 5 7 )

口孟= 几
。 十粤 -

2
l一上

-

Ll 一 s :

n ( u
, g , ,

杯 ? )

丫 r干百夏

+ -工- 皿运些里三) I
c o s`:

i + s : V l + g Z J

一几。 十

奋
-

c O S` ;

!
t g一 ’

(杯 l + g ; t g u )

( l 一 S : )材丁干万;
,

t g一 ` (材 1 + 夕: t g “ )
飞 ~

一二 :
一 : 一 - 屯 一代苏` ` ` `` ~ ~ 一 一

( 1 + 5 1 ) V l + 9 2

〔5 8 )

式中

由椭圆轨道根数可知
, s i :n’ 名

,

= 几。 一 几
,

t g几
,
= t g u ` e o s i言

。 名
,

口言就是椭圆轨道根数
s i :n’ 。 ,

o, 。 ,

口。

2
.

C = 丫 J Z的情况

将 q ` ( f = z
,
2

,

3
,

…
,
6 )分别记为中间轨道解 (二

, 夕, : , 分,

夕
, 之)

,

由于 q ` 是引力势 ( 4 )式

U
.
的解

,

U
份
又是常数 C 的函数

,

因而在形式上可将 q `
写成

q ` = q ` ( C )

= 夕`。 + a Z
·

C Z + Z a a C 3 + 3 a o C 4 + … ( 5 9 )

其中 华
。
为 C == O 的解

,

郎第六章一小节中讨论的椭圆轨道解
,

价 。 = q ` ( 0 ) ( 6 0 )

令 C = 材 J : ,

则

。 ` 一 。 `。 + a Z z : + 2。 : , :号+
, 二 ( 6 1 )

由( 6 1 )式表示的方案称为非对称中心法
,

此时考虑了 J Z
摄动的影响

,

但是引入的方

法误差为。 (2 。 3 J Z

补
,

约为 200 m或 3 nI /
s
的量级

。
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。 。 杯天
, _ 。 杯天“ ~ ` ~ 一

街 ` =
~

万一和 ` = ~ 二万一别到压甘下况
七 ` 七 L

。 。 J * 。 杯天` , 杯天 ,
Z r刀明节 ` = 下二

.

J
和 七 = 一 代万~ 二 ,

份
七 L 七 L

。一。 . 。 ·

耸
·

髻
…

。一 。 . 。 +

耸
一

豁
。

吸 1 2

” . 2 月 J 一

- -二二 . 二~ ~ 恤口月 一 . 一 ~ 一

,
.

, ,

. `

3 J羞
C更

a 一+ 二
`

_ ( q 。 + q : ) C呈
2

+ ( 1 一 C呈)口
` 。

怪 1 2

= 口, 。 + J : a : + a 。

学奇十 …
、 曰碑 L

( 6 2 )

。 `
. ” _

一~
,

~ ~ ~ 二
, , , . ,

~ 一~ ~ ~
、 ,

。 1 3 J 荟、 ` 。 、 , . _

一
_ _ _

显然
,

此式对人项摄动来说
,

引入的方法误差为 O !
a ;

书子
.

】
,

约为 10 m或 0
.

01 。 /
:

~
’

队
’

~ ~
” J 一 乙 r

料抓叨 ~ 钧
’ J ’ `

一
J

月协叭~ 月 一 、 一
嗯

C兰 ,’ ` 带

刀
` “ 一伪 ” ’ ` ” ’

` -

的量级
。

(6 2) 式在物理上相当于两次按比 :例移动引力中心后取其平 均 值
,

因而此方案

称为 比 例 对 称 中心和方法
。

当然 C L
不能很大

,

否则
, a :

等系数不反映 J :
摄动的影

响
。

例如
,

分别分 C : == 1
,
2

,

( 6 2 )式成为

` .声
ó、声、 .̀夕几04

1勺几O介O八D了.、夕廿、了
.
、

_ (口
, + 叮二)
2

= g ` 。 + J
: a

,1z ) + 3 J盆
a

铲 )+ …

。` 一 2 (。` + 。 : ) 一 3。 ` 。 == 。 `。 + , : a

? )十

华
a

铲) + …

任

.4 “ 一

夸
和 。一夸

的组合。 况

分别` C 一

拳
和 c一争

,

得

。` 一 。` 。 +

冷
: + ` 。“ 3 + 3

释
“ 。 + 4

糯
。。 + …

。 : 一。 。。 +

择
” : 一 , 。“ 3 + 3

糯
。一 4

糯
。。 + …

。`里鱼毛史
一 。一 + z 。“ : + 4

sIH
“ · + …

此式为引力项 J : 的摄动
,

引入的方法误差为 O ( 1 0
一 `。 )

,

约为 10 nI ln 或 0
.

0 00 8 m m /
s



以 遨 网 D a r r a r 见 甲 !aj 锐 退 了 7 3

量级
。

这种精度非常高
。

我们称这种方法为对称中心差方法
。

七
、

等高偏差的求法

以上推导出来
一

的方法可以道接用于求等时偏差
,

郎求经过某一飞行时间
,

由于 J Z
或

J 3
摄动而引起的相对于椭圆轨道的偏差

。

由于改进的B a rr ar 型中间轨道数与相应的椭圆

轨道根数非常接近
,

关于椭圆轨道修正的一些理论可以直接得到运用
。

例如
,

在此基础

上可以推出考虑八项摄动的朗贝尔方法
,

解决空间交会和对接等问题
。

下面以等高偏差

的求法为例
,

说明本文提出的方法的推广运用
。

等高偏差与等时偏差相似
,

不同的仅是它是求导弹飞行到某一高度时的偏差
。

利用

等时偏差和椭圆轨道修正
,

可以得到下列的计算过程
。

( .l) 由要求的地心高度 R。 ,

不考虑摄动时
,

可以计算出椭圆轨道的飞行时间 (t “ ’ 。

(2 )
,

由 t( 0) ,

利用本文介绍的方法
,

可得中间轨道根数 蛇
,

时
,

…
,

M 苏
,

和 f(
“ ’
时刻

的地心距
, 。 ,

f’
。

( 3 ) 由己R = r 。 一 R e ,

可得

刀M = 材
1一 e 言Z d R

e 芯a苏
s i n f

.
( 6 6 )

刀 * t = a
言警刁材 ( 6 7 )

进一步精确的飞行时间为

t == t ( o ) 一 才 。 t ( 6 8 )

用 t 代替 t( 0) ,

重复上述 ( 2) 、 ( 3) 步骤
,

直至 占尸满足精度要求
。

这样 t 时刻 的 等时偏

差就是高度为 R c
时的等高偏差

。

八
、

计 算 实 例

为了验证本文导出的改进的 Bar ar r
型中间轨道方法的精度

,

我们计算了几十条典型

的远程弹道飞行器的轨迹
,

其被动段射程约为 10 8
。 ,

飞行时间约为 35 分钟
。

计算中的精确解是用 C 。 , e ll 数值积分方法求得的
,

取开头积分步长 H kK 为整个积分

区间的 1 / 5 0。
,

.

主程序的积分步长月
c
为 H。 的五倍

,

数值积分误差 位置为 10
“ `m

,

速度

为 1 0
一 ` m m /

s ,

满足验证的精度要求
。

下述的方法误差是指数值解和中间轨道解之差
。

表 (4 ) 为非对称中心法的计算结果
,

方法 误 差是相对于 J : 摄动的
,

郎解析解是按

( 6 1 )式解的
。

表中刁 L 为射程偏差
,

刁 H为横程偏差
。

由表 ( 4) 可见用此法计算误差较

大
。

表 5 为 ( 6 2) 式的结果
,

c
:
分别取为 1

,
2

,
3三种情况计算

。

方法误差是指考虑 J :

项摄动的误差
,

即精确数值解是按

U 一
誉卜

一

令
p : ` 9`· , ,

}
数值积分的

。

从表中可以看出比例系数 C
L
是有作用的

,

C
L = 2的方法误差一般的比 C : 二 1

的小
,

尤其当 C : 二 1时的方法 误差 较 大时
,

C : , 2 的效果更为明显
。

例如当 C : 二 i
,
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表 4非对称中心的方法误差 ( 甲二 3 0
。

)

方位角 方 法 误 差 ( 单位
:

公里
,

米/秒 )

刁刁云云 刁今今 刁含含 刁 xxx 刁夕夕 刁 zzz 刁 LLL

000
`

一 0
。

0 222 0
。 1 444 0

。

3666 0
。

0 888 一 0
。

2 000 0
。

2 888 0
。

0 888 0
。

0 000

一一一一一一一一一一一一一一一一 O
。

6 11111111111111111111111111111111111111111111111111111999 0
... 一 2

。

5 222 一 0
。

400000 一 l
。

8 000 0
。

7 666 0
。

3 444 1
。

6 000 一 0
。

2 333

111 3石
... ~ l

。

2 111 0
。

2 111 一 0
。
7222 一 0

。

7eee 0
。

8444 一 0
。

4 888 0
.

8 999 一 0
。

2 000

111 8 0
... 一 0

。
2 000 1

.

1999 一 1
。 5 222 一 0

。
1777 1

。

0 222 一 0
。

6 888 0
。

5 666 0
。

0 333

222 2 5
...

l
。

0 999 0
。

5白白 一 0
。

7222 0
。

4 压压 l
。
0 444 一 0

。

4 999 0
。

8 999 0
。

2 111

222 7 0
...

2
。

8 222 0
。

4 333 一 0
。

5 111 l
。
4888 1

。

3 000 0
。

8 444 1
。

巧魂魂 0
。

2 333

333 1肠
...

1
.

匕888 一 0
。

6 333 l
。

6 444 0
。

4 666 0
。

0 333 1
。

6 777 1
。

1 777 一 0
。

7 333

衣 5 对称中心和 的方法误差 (C
L ” l

,

2
,

3)

方位角 方 法 误 差 (单位
:
米 )

中 。 = 0 .

3 0
二 6 0

.

一l

中 Q = J U 护 O

刁 L 刁H 刁 L 刁 H 刁 L
一

例L比C

A
。

2
几0

:
一 3 9

. 6

2
。

1

9
。

9

一 0
,

1

一 O
。

3

一 0
。

8

14
。

8

14
。

9

l弓
。 9

一 0
。

l

一 0
。

7

一 1
。

8

一 7 1

~ 0

12
。

匕

一 0
.

2

一 1
。

O

一 2
。

6

4匕

一 2 5
。

一 1 1
。

一 8
。

6

一 18
。

8

一 18
。

8

一 1 9
.

7

7 1
。

3

1 0
.

5

一 O
。

8

1 2
。

2

一 i
。

9

一 4
。

5

一 2 5
.

0

2
。

0

7
。
1

3 3
。

e

2
.

9

一 2
。
8

.且吕8一
心二吕8

丁{一而 0 。 0 3 4
.

4

9 0 3 0
。

7

2 1
。

7

0
。

0

0
。

0

3
。

6

~ 2
。

2

一 2 9
。

4

5
。

3

8
。

3

1 7
。

7

4
。

0

1
。

6

1 6
。

0

一 O
。

9

一 8
。

8

吕8

{习 万丽;
一

{
一

又引一 ;痴
一

一

” ,
’

{
昌

}
一 “

· 3

{
` 吕

·

e

}
` u二

} 8 } 一 8
· 6 } 1 0

.

7 ! 1 0 . 3

一 3
。

3

9
。

9

12
0

3

2 2
。

1

0
。

6

4
。

3

一 4
。

1

一 5
。

7

一
一 3 9

。

8

2
。 1

9 。 8

一 0
.

4

一 1
。

9

一 6
_

4

9
。

2

1 3
. 8

1 5
。

0

一 0
。

3

一 1 。
6

一 4
。
2

一 O
。

3

一 l
。
4

一 3
。

9

6-n口88-3
.

盯-3-7

忍8

3
。

3 2 2 一 4
。

4

2 2 5

一 2 5

一 1 1

一 8
。

6

一 1 3
。

8

一 1 8
。

8

一 1 9
。

7

13
。

0

1 0
。

8

1 0
。

4

0
。

6

一 3
。
5 6

。

6

93.9.2一.9ù i一2

}
一

2 7 0

11111

22222

88888

11111

22222

88888

一 7 8

一 3 0

0
。

0 3 4
。

4

0
。

0

1 7
。
7

4
。

0

一 1 5
。

O
。

3
。

8?

一
一 2 1

_

7 0
.

0

3
。

5

一 2
。

3

_

几:

3 1 5

一 2 5
。

一 飞1
。

一 8
。
6

13
. 8

18
。

8

19
。
7

7 1
。 3

10
。

6

一 0 。 8

一 12
。
1

1
。

9

4 。
6

一 2 5
。

0

2
。

0

7
。

1

一 3 3
。

6

一 2
。

.

2
.

9

28



改 进 的 B
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r 型 中 间 轨 道 7 5

中 。 ==3 0
。

时
,

月。 = 4 5
。 ,

9 0
。 ,

2 7 0
。 ,

3 15
。

的才 L较大
,

分别为 7 1
.

3
、

3 4
.

4
、

3 4
.

4
、

7 1
.

3

米
,

而 C : 二 2 时
,

能将这些误差缩小为 10
.

5
、

3
.

5
、

3
.

5
、

10
.

5 米
。

才 H 也有类似的情

况
,

因此 C : = 2较好
,

其方法误差 J L
,

刀 H约为 10 米
,

这就满足很多方面的运用要求
,

因而是个较理想的方案
。

表 6 为对称中心差方法的计算结果
,

自口( 6 5) 式的解
。

从表中可以看出用这种方法考

虑 J
3
摄动影响效果很好

,

方法误差极小
,

完全可以代替数值积分方法
。

表 6 对称中心差的方法误 差 (甲 。 二 30
。

)
. , . . . . . 民 . 口 . . 巾 . .

~ ~
. .州口 . . . . 山 . 曰 . . . ` . . 口. . . . . . . . . . . . . . . . . . . ` 口臼 . 口 . . . . . . . . ` . ` . . . . . . 曰 . 自

方位角 方 位 ( 单位
: 10 一 3

毫米/秒
,

奄米 )

、 *

}
“ ,

}
“ `

刀夕 刁 L 才 H

一 5 3
。

4 一 5
。

7 6 2 4
。

3 3
一 2 9

.

2 6 一 2
。

0 0

才君

4
。

2 8 4
。

3 8 一 2 6
。

6 0

儿少

4 5 .

9 0
.

1 3 5
.

2 2 5
。

1 2
。

3 6 一 1 7
。
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