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带约束条件的最优停止问题

徐 可 岱

搁要 本文提 出这样一类新的最优停止 问题
:

设 {x 。 ,

y 。 ,

了
。

}:
二 、是两个可

积的适应随 机序列
,

在使得 E功> 犷, 一 a 的停时类中求 {
x , ,

了
。

}:
二 ; 的最优停

时
,

其中 a 是一常数
,

V
,

是 { y ,

}丁
= : 的值

,

且 犷
,

< oo
。

我们分别用 L a g ar n
ge

方法和推广 了的 S n el l 外壳方法给出了存在性定理
,

并进 行 了一些 比较
,

指 出

了对多目标最优停止 阿题的一个应 用
。

假设 (口
,

了
,

尸) 是一个概率空间
,

{了
。

}:
二 ,
是它的一列非降的子 。 一 代数

,

{ x 。

}下
一 `

是关于 {了
。

}:
二 ; 的可积适应随机序列

。

令 T为关于 {了
,

}臀
= ; 的几乎处处有限停时全体

,

C = t t 〔 T : E灯 < co 卜 则通常的最优停止问题可以叙述如下
:

( O) M a x i m i z e E x , ,

其中 t 〔 C

若存在 `。 〔 C
,

使得 E xt 。 一滩忍 E x , ,

则称 `。为 问题 (0 ) 的最优解
,

或 称为 最

优停止规则
。

对于问题 ( 0)
,

现在已有一些比较完全的讨论和一般性的结果 (参见 〔1〕
,

【2】
,

〔3」)
。

本文将考虑如下的问题
:
设 {夕

”

}:
= ;
也是关于 {

,

厂
。

}下
一 1
的可 积适应随机序

列
,

B 二 { t 〔 T : E石 < co
,

E厉 < co }
。 a 是给定的实数

,

考虑
:

( P ) M a x i m i z e E x , ,

( a )

其中 t 〔 B

并且 E , ,

) a ( b )

称问题 ( P )为带约束条件的最优停止问题
,

其中 ( b) 称为约束条件
。

若存 在 t 。 〔 B
,

E g , 。
> a 使得

E x ,。 = s u p E x ,

( 1 )

t 〔 B
,

E 夕t

> a

则称 t 。为问题 (P )的 a 一 最优解
,

或称为 a 一
最优停止规则

。

自然 称问题 ( 0) 为无约束条

件的最优停止问题
。

如所周知
,

在规划论中
,

对于带约束条件的最优化问题
,

通常是利用对偶原理化为
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无约束条件的问题来求解的
。

文献 151 的作者考虑了约束条件为

t > 冲 , t 〔 C

的最优停止问翅
,

其中 冲是一个给定的几乎处处有限停时
,

他引入 了乘子序列的概念
,

讨论了原问题和对偶问题以及它们之间的关系
。

文献 〔4〕的作者则 考 虑了约束条件为

E t《 a t 〔 C

的最优停止问邃
,

其中 a 为给定的常数
。

作者在本文的第二部分
,

应用规划论的思想
,

给出了问题 ( )P 的一个求解方 法
,

推广

了〔4』的结果
。

另外
,

在无约束条件的最优停止问题中
,

对于给 定 的随机序列带有某些

正则条件的最小控制上鞍起着根本的作用 (参见 〔l]
,

〔2〕)
。

在本文第三部分
,

我们对

问题 ( P )提出了一个新的序列 t刀
。

}下
= ; ,

给出了问厘 ( P )的另一个求解方法
,

并进行了一

些比较
。

最后
,

顺便指出了对随机向量序列最优停止问题 (参见 〔6 1 ) 的一个应用
。

除了前面所提到的以外
,

再给出下面的记号
:

C
, , 。

= { t )
, : t 〔 T

,
E 厉 < oo } ;

C
二 , ,

= { t > 。 : t 〔 T
,

E灯 < oo } ;

设 { a ,

}:
二 ;
为一列实数

,

且 a : “ a ,

D
。

= { t >
n :

护.
= e s s s u P

t C C 苦 。

刀
。

= e s s s u p

t 〔 D
.

一〔 B
,

万刀
,

> a 。

};

E ( x ,

}了
。

) ;

E ( x :

I了
。

) ;

`
·

气毖呈
。

肠
: ,

长
, ·

:t 婴戮
。

xE
` ;

不
,

二絮 E x `
; ” = 1

,
2

,

3
, ” ” ” ,

分别称 犷” : ,

V 。 :
为随机序列 ; x 。

}: 。 : ,

乏g 二 }:
二 ,
的值

,

本文 总 是 假 定 犷
: , :

< 。
,

犷 , , :

< co
。

作百数

L (久
, t ) = E

x ,
+ 几( E 万

, 一 a )
,

久> 0
, t 〔 B

.

定义问题 ( P )的对偶问题为
:

( D ) M i n i m i z e 6 (几)
,

几> 0

其中 0以 ) = s u p L以
, t )

, t 任B
,

几> 0
.

t 任 口

满足

0 (只。 ) = i n f o (几)
,

决》 0

的实数只
。
称为问题 ( D )的解

,

凡> O

问题 ( P )又可以称为原问题
。

定理 1 设 .t 〔 B
,

护> O
。

若对任意的 t 〔 B
,

之> 0
,

有

L (几
. , t ) < L (凡

. , t . ) ( L (久
,

t .

) ( 2 )

则 t .

为问题 ( P )的最优解
,

护 为问髓 ( D )的解
。
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证明 由定义和 ( 2) 式
,

我们有
s u p ( E x , + 久. ( E y

, 一 a ) ) 《 E x , ,

+ 又
.

( E , , , 一 a )
诊e B

《 i n f ( E x , .

+ 久(肠
, , 一 a ) ) ( 3 )

又由 .t 〔 B
,

护> 。 ,

故 ( 3) 式应为两个等式
。

易知 E y , .

> a ,

因而可得

E
二 , , + 几

.

( E , ,

一
a ) = E

二 , ,

+ i n f 几( E , ,

一
a ) == E x , .

浇》 0

自口有丸
. ( E 夕

, ,
一 a ) == 0

。

现对任意的
s 〔 B

,

E从 > a ,

有

E x
:

《 E x
;

+ 久
.

( E ,
:
一 a )《 s u p ( E x , + 几

.

( E夕
, 一 a ) )

t e B

= E x , ,

十 几
肠

( E , , ,
一 a )

== E x , ,

所以 t’ 是 a 一
最优解

。

对于任意的 几> O
,

由前所证
,

有

8 (几
.

) 二 s u p ( E
x , + 几

.

( E , , 一 a ) )
t 任 B

二 E
二 , ,

十几
.

( E g ,

一
a )

二 i n f ( E , , ,

+ 又( E g , , 一 a ) )
尧》 0

《 E x , ,

十久( E刀
,

一
a )

镇 5 it p ( E
二 , + 天( E g , 一 a ) )

t 〔 B

= 0 (瓦)

故 几
.

是 ( D )的解
。

推论 对于 .t 〔 B
,

尸> O
,

条件 ( 2) 与下列条件等价
:

e (护 ) = L (护
,

户 )

护 ( E y ,

一 a) “ O

E g .

一
a > O

欠吐)

证明 (略 )
。

由推论可以得到本节的主要结果
。

定理 毖 若存在 t。 〔 B
,

及 久。
) 0

,

使得 E , ,。
> a ,

久。
、

( E , , 。一 a ) == 0
,

且

s
uP ( E 二 , + 兄。 E g ,

) “ xE
: 。 + 几。 E g . 。

t 仁 B

( 5 )

则 t 。是 a 一 最优解
。

证明 是显然的
。

对于 之> O
,

令

B* = { t 任 T
:

E ( x , + 久, , )
一

< oo 飞

可以看出
,

要使得问题 ( P )其正能够化为无约束条件的问题来解
,

还需要将 (5 )式中的 B

取代为 B ;。 。

对此
,

我们有

定理 3 (l ) 若存在 # > 0 ,

使得
s u p E ( x , + 拼, , ) < oo

f e B ”

并且 场> 0
, 。 = 1

,

2
,
一

,

则对任意的 0 《 人 < 拼
,

有 B ` = B ;
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2( )若 毛, .

〕:
二 1
满足条件 E su p !酬 < oo

,

则对任意 的 久) 0
,

有 B * = .B

证明 对于任意的 久> 0
,

任意的 t 〔 B
,

由 x(
, 十幼 )

一

( 叮 + 厉
,

知必有 B C B
, 。

下面考虑相反的包含关系
。

( l) 对于任意的 0 《 几 < # ,

任意取 t’ 任 B , ,

有

E (
x , ` + 户夕, `

)
一

( E ( x , ` + 几夕
, , )

一

< co

于是 t` 任 B
, ,

因而 B , c B
, ,

且

一
oo < E ( x , , + 几, , , )

.

《 s u p E ( x , + 又, ,

)
` 任 B 月

(
s u p ,。 , 。

E ( x , + 拼g ,

) < co

由此可知
x , , + 几, , ,

是可积的
。

而 已知 x . , + 拼, : ,

可积
,

故可知 x 。 , , g “ 都可积
,

则 t ,

〔 B
。

这说明了 B
* c B

。

( 2) 对任意给定的 兄> O
,

任意的 扩〔 B * ,

由条件 E s
叩 l协 l < co

,

知 E !y
. `

, < co
,

故

E 二 ;
,《 E ( x ` , 十几, . ,

)
一 + E只,补 < 。

因此 t`任 B
,

自日B 、 c B
。

这样
,

由定理 2
,

定理 3
,

通过解随机序列 {
x : 十只夕

。

}下
= ,
的无约束条件的最优停止问

题
,

可以求解问题 ( )P
,

其中几> o为参数
。

取 如 = 一 n , n = 1
,

2
,

…
,

对定理 3 作一些修

改郎得 【4」的基本结论
。

最后
,

我们指出
,

上述结果也可以用于 多个约束条件的情况
。

以下我们考虑 a 《 厂, , :
的情况

。

1
.

有限情形
。

所谓有限情形
,

就是指对于 乏了
,

}件
二 : ,

{介
,

}督
二 : ,

毛, 。

}全
二 , ,

N < oo 考虑相应的问厢

( P ) 的最优停止 问 题
。

此 时 重 新 规定
,

刀二
+ : = 刀, ,

设
。 = F

, , , 一 a , a ,
= 犷

, , 。 一 “ ,

。 = 1
,

2
,

…
,

N
。

其他记号如前
。

引理 1 对于 { g 。 ,

了
。

飞督
二 ; ,

其中M 《 oo
。

对于任意给定的 K < M
,

若 t为 { , 。 ,

了
。

}俘峨

的无约束最优停止规则
,

则对任意的 A 任了 K , t 也是 {几 , 。 ,
`

牙
,

}瞥畔的无约束条件的最

优停止规则
。

证明 如若不然
,

则存在停止规则
: 任 T

, s
> K

,

E ( ,
:

I刀
一

< OO
,

使得 E , . I A
<

E g
:

I 刁
。

令
. ,

「
“ = 1

(在 A 上 )

(在月
“

上 )

则易知 f e T
,

尸》 K
,

且 E厉
,

< co
。

但是 E g ` r
= 百g

:

I 才 + E v :
I 刁

。

> 百夕
.

1月 + E g ` I 刁
。

二均
`

= F 。 ,

这与 犷
, , ,
的定义矛盾

。

故 t 应是 {夕
。

I公誉峨的无约束最优停止规则
。

引理 牙 对于给定的正整数
n

< N
,

任意 的 t 任 D
, ,

存在 尸 e D
。 十 : ,

使得在(t > 的

上
, t ` = * 。
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证明 令
: 。 ,

t 。分别为 {协
,

了砂全
二 。 , : ,

{协
,

了
。

}公
, 。

的无约束最优停止规则 (由〔l]

中定理 3
.

2知这样的
: 。 , t 。 是存在的 )

。

令

` ,
一

!
S 。 ,

(在 (`一 二
)上 )

、̀声、 .了产nù月了J`、矛.̀

t t ,

(在 ( t >
。

)上 )

则易知 r ` 任 T
, t ,

>
n + i

,

E 叮
`

< co
。

故 t ,
任 C , , 。 , ; ,

并有

E 夕` ,
二 E ,

5 0 1 ( : = 。 ) + E夕.
1 (` , 。 )

= E夕
: o + E , .

1 ( . > 。 ) 一 E夕
: 0

1
( . > 。 )

== 犷刀
, 。 , l + E夕

:

I ( , , ” ) 一 E , ; 0 1 (̀ > 。 )

下面证明

E夕
: 0 1 (` > , ) 一 E 夕` I (` > 。 ) 《 e

如若不然
,

则存在 d > 。 ,

使得

E 夕
: 0 1 ( . > 。 ) 一 E , .

1 (` 》 , ) = ￡ + d
, `

令

t 。 ,

(在 ( t == n )上 )

s 。 ,

(在 ( 亡>
n )上 )

则易知 .t 〔 C
, , 。 ,

由引理 1 得

犷
u , 。

== E , 。 o簇 E , . + 。

= E夕
。

I
《 : 二 , ) + E 夕

:

I ( : 》 。 》
午

。

( E 夕
. 0

1
( `二 。 ) + E夕

; 0 1 ( : , 。 ) + :

= E 功 , 一 d < E gt .

这与犷
, , 。

定义矛盾
,

故 ( 7) 式成立
,

再由 (6 )式郎得

E g . ,

> V , , 。 十 1 一 e

由 t ` 的取法即知其满足要求
。

引理 3 对每
n 二 l

,

2
,

… N

刀
.

( x .

V E (刀
。 + ;

! 了
,

)
。

证明 对于固定的 1《 。 《 N
,

当
n = N 时结论是 显 然

。

考 虑 1《 。
< N 情形

。

由引

理 2 知
,

对任意的 t e D
, ,

存在 lt 任 D心 : ,

使得在 ( t > n) 上
,

lt = t
。

故对任意的 A 任了
, ,

有

{
,

一 J
汉 《 . = . 》二 +

丁
, ( . , 。 ,一

一
{

_ 、

二 , +

f
、

x 一

J 月 气侣吕 ” J J 注 `已》 们 声

、
{

_ 一

`

J 月 ( 口 = n )

,

十

f
、

,
。 + :

J刁 L t 》 目 J

、
J厂

·

v E “̀一 ,`
·

,

由 A的任意性知
,

有 E ( x ,

}了
,

) 《 .x V E (刀
. * :

}了
.

)
。

再 由 t 的任意性及刀
,

的定

义
,

则得

夕
.

( x o

V E (刀
。 + :

! 了
。

)
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现在用后退归纳法证明本段主要定理
。

定理 吸 在有限情形下
,

令
r 。 = i n f {k >

, : x 。
> E (刀

。 + :
}了

. ) }
, , == l

, 2 ,

…
,

N

则

( l ) E ( x r 。

1
.

厂
.

) 》 刀
. , , 二 1

,
2

,

…
,

N
.

(2 ) 当
: 。
任 D

。

时
,

则
r .

对于 {了
.

}仁
。 ,

{孙 }尝。
,

{夕
。

}仁
.

是 a 。

一最优

停止规则
。 n = 1 ,

2
,

…
,

N
.

证明 (l ) 当
。 二 N 时

,

因为 E刀拟 “ 厂。
沽> 厂

, , , 一 e = a , ,

印 = N
,

故 结 论显然

成立
。

假设对 N
,

N 一 1
, … , 。 + 1结论已成立

,

考虑
n
的情况

。

对任意 的 A任了
。 ,

有

f 【
.

( x

J歹
! .

= J , ` , ,

) 二 `夕
, * : l了

。
, , x . +

J
, 。二

。
< E `刀

。 * : ! ,
,

, , r ” + `

》
J

, 《二
,

, 二 《 ,
, , : . ,

。
》 , 二 +

J
, 《二

。
< : 《 ,

。 * 、 , ,
。
》 , ,

。 , :

一

J
, X·

V E “̀一 ’
·

犷
·

,

>
J

,
,

·

因此
,

由 A 的任意性
,

得 E 夕 r 。

! 了
.

) > 凡
.

( 2 ) 当
: . 〔 D

。

时
,

由 ( l )
,

对任意的 t任 D
。 ,

有

E (x : .

1了
.

) > E x(
`

,了
。

)

故 E x介> 万
劣 . 。

则 ( 2) 成立
。

忿
.

无限惰形 在有限情形中
,

引理 2 起着主要的作用
。

但在 无 限 情形中
,

相应的

结 论 不 成 立
。

例 如
,

设 口 = 〔。
,

l]
,

了 = , 0[
,

11
,
尸为 0[

,

1] 上的 L eb se g ue
一
测度

,

A = [ o
,

1 /幻
,

B 二 [o
, 2 / 3 ]

, 夕: = I A , , .
= ( l 一 z /

n ) I , , 。 == 2
,

3
, … ,

了
。

= 口 (夕: , g : ,

…
, 刀 .

)
。

则 犷
, , : = 犷 , , : 二 2 / 3 。

令
。 == l / 2

,

取
,

(在 A 上 )
,

,

(在月
c

上 )
,

.

1上,目.rJ

I
一一

则知 f 任 D : ,

但是易知不存在 lt 任 D
Z ,

使得在 (t > l) 上
,

有 t’ 二 t 。

这 就 需要修改
a .

的定义
。

令
。 二犷 , , : 一 a ,

取 v
> 0

,

及实数列 e ,

t t (。 + t,)
,

D
.
二 { t 〔 C , , 。 ,

E 夕
.
> 犷

, , 。 一 。 .

}
, 。 = 1

,
2

,

…

e : = 。 。

设

口̀口ō ||||||l

…

即取 a : = 犷夕
, 。 一 e 。 。

由于可取 。 任意小
,

所以这样可 以 看 作是把 .D 略徽改变一下
。

对任意的月〔
`

犷
, ,

以 犷 , , ,

( A )记随机序列 勿
。

I
月

}蒸
.

的值
。

引理 魂 对任意的 t 〔 D
, ,

存在 t ,

〔 D
. + : ,

使得 在 ( ` >
。 )上

, t ,

= t 。

其 中
。 =

l
,

2
,

…
。

证明 由 {
e 。

}的取法知
, 。 . + : 一 e 。

> 0
,

故存在
: 。 〔 q

, , + : ,

使得

八 ~ r 产
.

e 。 二 。
一 e .

几
。 》 氏

· , , 十

兴犷
二

令
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s 。 ,

(在 ( t = n )上 )

犷
,

(在 ( t 》 n + 1)上 )

则易知 t ,

〔 C
, , 。 + : ,

且

E刀
, ,

= E ,
: 0 1 (* 二 ” ) + E夕t

l
(* 》 , )

= E 夕
, o + E 夕.

1 一
, > 。 ) 一 E夕

: 0 1 ( , > 。 )

> V
· ,

一丛护
+ E 。 , I 《

, 》 · 》 一 E 。
· 。 I ( ,

二 )

( 8 )

下面证明

E 夕
: 。

I
( , > 。 ) 一

E刀
,

I (` > 。 ) ( e 。

如若不然
,

则存在占> 0
,

使

E 夕
: 0 1 ( , > 。 ) 一

E刀
,

I
( . > 。 ) == e 。 + d

取停止规则 t : ,

使得

E夕
. , I ( . 二 。 )

) 犷
, , 。

( { t = 。
} ) 一 冲:

其中 , :
为充分小的一个数

,

令

( 9 )

(在 ( t = n
)上 )

,

(在 ( t >
。 )上 )

,

粗二nō
子̀S

护. ..,
.

.气

一一
.

故有

犷。 , ,

蕊E , ` + e .
== E刀. 1 (̀ 二 . ) + E g .

I (` > , ) + 、: , :

( E 夕
` 一

I ( : 。 。 ) + 峥l + E 夕
.

1 ( . > , ) + e ,

= E夕
` 1 1 ( 。 = 。 ) + 叮i + E ,

: 0
1 ( . > ” )一 。 。 一 肖+ : , .

二 E 功
.

+ 叭 一 d

只要取 , :
充分小

,

便有

犷一 ` E 。 , 一

号
这与 厂

, , .

的定义矛盾
,

说明 (9) 式是成立的
。

再由 (8) 式
,

得

E夕
` ,

> 厂。 , 。 + , -
召” + 1 d e .

2

一 e 。

> F , , 。 +

一
e 。 + 1

由 t’ 之定义
,

知其就是所求
。

推论 5 设
。

< 。 ,

则 对 任 意 的 t 〔 刀
。 ,

存在扩〔 D
。 * , ,

使 得在 ( t 》 ,
的上

,

t 护 = t
.

证明 用数学归纳法证明
。

对于 t 〔 D
” ,

由引理 4 ,

存在 t : 〔 D,
, : ,

使得 在 (t >

” + 1 )上
,

t : 二 t
.

假设巳证得
:
对 k 一 1

,

( k ( 二 一 , )
,

有 t 。 一 : 〔 D
。 + 。 一 : ,

使得在 ( t >
n + k 一 l) 上

,

有 ` _ 1 = t 。

考虑 k 的情 况
,

因 t卜 : 〔 D +ft 。 一 , ,

故 仍 有 引 理 4 知
,

存在

t . 〔 D
一+ . ,

使 得 在 ( t 。 一 :
>

, + k )上
,

有 t . = t一 : : 而 ( t >
,: 牛 k ) c (t >

n 十 k 一 1)
,

故 在

(t >
。 + k) 上有

, t , = 九
_ : = t 。

由归纳法原理 郎得
。

由引理 3 的证明可以看出
,

在无限情形中
,

相应引理 3 的结论也成立
。

郎

刀
。

簇 x .

V E (刀
. +

小笋
”

)
, , = l

,
2…

引理 6 若 t 〔 D : ,

则对每个 ” = 2
,

3
, … ,
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( 1 ) 在 ( t >
” ) 上

,

有 E (x `

}了
.

)毛口
. ,

( 2 ) 在 ( t>
n )上

,

E (x : 一

!了
:

) > E (刀二
+ :

}
.

厂
.

)
。

证明 ( l ) 由引理 4 的推论
,

知存在 t ` 〔 D
。 ,

使得在 ( t > n )上
, t ,

= t 。

故在 ( t> n
)上

E x(
,

{了
,

) = E (x 川 了
。

) ( 刀
。

( 2 ) 由 ( 1 )
,

可取 t户 〔 D
, + : ,

使在 ( t >
。 )上

, t户二 t ,

且

E ( x ,

!
`

犷
。 + : ) = E (x ,

川了
, + : ) 《 刀

, + :

再由 J e n s e n
不等式

,

知在 ( t >
” )上

E (x ` 一

}了
。

) = E ( E ( x 一 }了
。 * : ) !了

。

)

> E ( E (x :

!了
, + : )

一

{了
.

)

> E (凡
+ :
一了

。

)

引理 7 若
: , t任 D

l ,

且对一切
n ,

有

E (x
:

}了刁> x , ,

在 (
:

>
n )上

,

E (x :

!了
。

) 《 x , ,

在 (
: = 。 , 才> 。 )上

,

则必有 E 几> 百劣
: 。

证明 可参见 〔l] 引理 3
.

2 的证明方法
。

设 t e B
, t >

n ,

称 t 为
n
一可取的

,

指对任意的 j >
,
有

E (x ,

! 了
, ) > x , ,

在 ( t > j )上
,

简称 1 一可取的停止规则为可取的
。

对于每个
n = 1

,

2
,

3
,

一
,

令
二 ,

= i n f {壳> n : x ,
> E (刀

. * :
! 了

. ) )

定理 5 ( l) 若
: ; 任 D : ,

且
r :
是可取的

,

则
二 :
是 a 一最优停止规则

。

(2 ) 若问题 (P )存在 a 一最优停止规则 t 。 ,

且 t 。 >
T : ,

万 , r : 》 a ,

则
T ,
也是问肠 (P )

的 a 一最优停止规 则
。

证明 ( l) 由
r : 可 取 性

,

在 ( r :
> j )上

,

有 E ( xr
:
! 了刁>

x , ,

j = 1
,

2
, …

。

再由引

理 6 ,

对任意 的 t 任 D
, ,

在 ( t 》 j )上
,

有 E ( x,l
.

厂户 ( 夕
, ,

j = 1, .2
~ ,

故在 ( T : = ,’,

t > j )上
,

有

E ( x `

1
.

少户蕊刀
, 《 xj V E (局

十 :
1

.

犷 , ) = x,

由引理 7
,

郎知 E x
: :

> E x : ,

因而
r :
是 a 一最优停止规则

。

( 2 ) 由 t 。>
r , ,

有

声人

J’:x
: 一

J
(二 : 一 , 。 , ·丁。 +

I
(
· :

< `。 ) ·丁
1

一

!
(二 : 一 , 。 )

·
;
。 +

愈J
(
二 : 一。 < ,。 )·、

、
J

( : : 一 , . ) ·
;
。 +

禽J
(

r : 一。 < , . ) E ( ,
,

一 } ,
·

)

、
J

(: : 一 , 。 ) ·
;
。 +

急丁
( : ,一。< ,。 ) E (、

。
l

、

二 · )

= E x丁。
< oo

其 中最后第二等式用到引理 6
。

因而
T : 任 D : ,

再对介
:
重复地作类似 ( 2) 的步砚

,

可知
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E粉
:

> E x , 。 。

所以
: :
也是 a 一最优的停止规 则

。

令
a 。

= i n f {秃> : : 介 = y ,
}

, ” = 1
,

2
, …

,

我们知道
,

{ ? 。

}下
二 : 是控制 { x ,

} : = ,
的最小 C

一
正则上鞍

。

对于 { x 。

}蒸
: ,

{了
,

}育
= ,

的无约

束最优停止问题 ( 0)
,

在一些条件下
,

几 具有最小性
,

最优性和唯一性等优良性质 (参见

【l]
,

【3〕)
。

但是
,

对于带约束条件的最优停止问题是 ( )P
, r :

并 不完全具有上述性质
,

{凡 } :
二 :
也并不完全具有类似 {下

。

} : 二 :
的性质

。

其主要原因在于 D
。

中不 满 足上端运算封

闭性
,

郎当 t : , t : 任 D
,

时
, t ;

V 九不一定属于 D
。 。

例 令 D = { , : ,
w Z ,

二 3
}

,

了 = 夕 (口 )
,

(其中夕 (口 )表示口 的全体子集 )
。

再令 月
,

=

{ w :
}

,
A Z二 {二

2
}

,

A
: = {。

3
}

,

了
: = {功

,

口
,

A : U A Z ,

A 3
}

,

了
2 = 了

3 =
.

厂
。

P (月 : ) =

” , 」 、 。 , J 、

l
尸 ( A Z

) = 尸 ( A :
) 二令

。

3
’

x l 二 8
·

I 月 1 + 8 1
刁 : + 1

·

I
A 3 ,

x Z 二 4
·

I
A : 十 6

·

I
刁 2 十 5

·

I
A 3

x 3 = 9 1 刁 l + 2 1 刁 2 + 1 1
刁 s

刀一= 1 1
月 一+ 1 1

刁 2 + 4 1
月 a

, : ” 5 1
月 l + 4 1

刁 2 + 1 1
刁 3

, : = 3 1
刁 一+ Z J

才 : + 1 1
刁 3

考虑 {了
。

}
,

三: ,

{ x 。

}
,

三; ,

{协 }
”

三;
的带约束条件的最优停止问题 (尸 )

。

通过计算
,

易知 犷 , , : == 1 3 / 3
,

犷 , , : = 1 0 / 3
,

取 a = a : = 1 2 / 3
, a Z = s / 3

, a 3 = 4 / 3
,

则停时 l 。 = 3 I A : + 2了, : + 1 1
通 3是 a 一最 优 停 止 规 则

。

再 取 久二 2
,

则可以验证 t 。还是

{ x 。 十彻
, ,

了好
.

竺
:
的无约束条件最优停止规则 ; 而且 t 。 ,

久满足定理 2 的条件
。

但是此

时可知有
二 : = I A : + 1月 : + 2刀 : , 二 :

不满足 E折
:
> a ,

而且
r :
不是 a 一最优停止规则

。

这也明说了
,

当问题 (尸 )可以用第二部分的方法求解时
,

并不一定能由第三部分的方法

求出最优解
。

四

在文献 【6 1中
,

提出了随机向量序列的最优停止问题
。

这 里 我们给出一个命题
,

指

出可以由解带约束条件的最优停止问题来求解随机向量序列的最优停止问题
。

定义 t 任 B 称为是随机向量序列 { (x
。 ,

协 ) }集
:
的有效解是指 B 中没有这样的停时

s ,

使

( E x : ,

E , : )《 ( E x
: ,

E ,
`

)

其中对于 ( a ,

b )
,

( c ,

d ) 任 R Z

( a ,

b ) 《 ( e ,

d )

表示
a ( c ,

b ( d
,

且至少有一个为严格不等式
。

按 〔6 ]中的提法
,

一般地
,

随机向量序列的最优停止问题就是求出所有有效解
,

令
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a 一二 s u P E x :

t e B

F 二 { t任 B :

a Z = s u p
户任 B

E幼
,

= a :
}

,

.xE甄
S U P
t 任 F

一 仁 K》

当 F 戈功

当 F 二功

r.气奋、

一一
口口

命肠 t’ 任 B 是有效解的充分必要条件 是 存在 a .
任 【b : , a Z

]
,

使得 t’ 是 a ’
一最优

停止规则且对任意的 a ’

一最优停止规 则 t ,

有 E 夕
,

= E刀
` . 。

证明 必要性 首先
,

由定义知必有 E , ` ’ > b Z。

令 a . 二 E夕` . 。

如果存在
! 任 B

,

使 E从 > a . 二 E夕
: ` ,

则由于 t’ 是有效解
,

不 可 能 有 E x ` ,

< E 劣 : 。

则 E x
:

蕊 E 二
. , 。

因

而 t’ 是 a ’

一最优解
。

另外
,

若 尹是一个 a .

最优解
,

郎 E 二
. 。

= E 二 。` ,

E 夕
: ,》 a . = E 刀

, , ,

同理
,

由于不存在 E夕
: ,

> E 夕
: ` ,

故必有 E夕
: `

= a

一 E从
, 。

充分性 若 t’ 不是有效解
,

则存在
: 任 B

,

使得 ( E x : . ,

E 从 .) ( ( E :
` ,

E从 )
。

由

于 E 从> E 刀
: .

> a . ,

并且 t .

是 a

一最优解
,

不可能有 E xa > 万士。 . 。

因而
,

E x :

= E x ` 。 ,

这样
, S

也是 a

一最优解
。

由假设应有 E ,
:

二 E , . 。 ,

发生矛盾
,

故户 是有效解
。
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{

x ” ,

了
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}育
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