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正态迫近
、

若干矩公式及其在非线性

系统状态估计中的应用

茅 宁

提 要 本文首先推导 了若干矩阵 函数对向量变量的求导公式
,

并以 此为

基拙对任意 的随机 向量
,

给出其分布 密度 函数 的正 态迫近表示
。

其次
,

文中给

出 了关于正态随机 向童的若干矩公式
。

作 为上述结果的应 用
,

文 中讨论 了非线

性系统状态估计的一种迫近方法
。

一
、

问 题 的 提 出
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二
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n
推随机向量X 二 (X

: … X
。

) 丁 的分布密度函数
,
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显然
,

由于上述迫近公式在结构上比较松散
,

使用起来是很不方便的
。

本文将用矩

阵形式给出 k二 4 时的正态迫近表示
,

更高阶的形式也 可 以类似推出
。

然后
,

利用正态
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迫近讨论非线性系统状态估计的一种方法
。

二
、

有关的导数公式及正态迫近表示

首先研究一下有关向量
、

矩阵函数对向 量变量 的求导 公式
。

为叙述方便
,

记任意
。 x 二 矩阵 A 的第 i 列元素为 .A

, ,
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.

,
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它们分别为
n二 推列向量和

。 , 椎行向量
。

此外记⑧为矩阵的 K or ne ck
e : 积

。

假设 凡
x ,
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,

则我们知道如下事实
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其中 x 为
。
推列向量

。

此外可推得以下几个求导公式 (证明见附录 )
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利用上远公式可方便地得到标量函数
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,

关于 f ( x) 的正态迫近公式为
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特别
,

若 X 、 N
。

x(
:

戈
,

)P
,

则易推得 b ` = 。 , `= 1
,

…
, 4

.

关于上述公式的迫近精度
,

当戈和 尸接近于X 的真实均值 E 〔X 」和真实方差犷
。 ,

【X l

时
,
b `将很小

。

当然
,

我们可 类似定义 b , ( j > 4)
,

此时它们可 略去 不计
。

另外
,

关于

b ` l(’ = 1
,

一
,

4) 的计算问题
,

实际上是计算X 的各阶矩
。

在真实分 布未知 的爆合
,

这些

矩可以通过近似的方法估计出
。

三
、

随机向量的若干矩公式及利用正态迫近的井线性滤波方法

考虑如下非线性系统

X ` 十 ,
= f ( X

x .

k ) + 牙
`

Z ` = h ( X ` ,

k ) + 犷二

( 3
.

1 )

( 3
.

2 )

其中X K
和 Z K

分别为
。
雄状态向量和 二推观测向量

,

{那对
、

{厂时 为互相独立的正态白

噪声序列
,

E 【牙 ` 」= o
,

犷
a ,

〔附 `
1 = O ` ,

E 〔犷幻 二 o
,
犷

。 ,

〔犷 r] 二 R l
.

现 要 在给定观测

集ZK = ( Z : .

…
,

Z ` ) 的条件下
,

求状态向量X K的条件均值估计

戈 ` /二 = E [X
`
IZK ]

,

( 3
.

3 )

解决上述问题的途径有许多
,

下面讨论利用正态迫近的方法
。

首先我们给出有关正态随机向量的若干矩公式
。

设X ~ N
。

x(
:
0

,

)P
,

则有 (证明见
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附录 )

I
O
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利用上述结果来解决非线性系统状态估计的正态迫近问题
。

设 p (
·

) 为分布密度函

数
,

则由 B a y es 公式

尹 (x
`
!ZK ) = p (x ` IZ K 一 ` ) p ( Z x Ix
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.

1 3 )
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: . ·
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Z
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。

下面分别对上式右端各项进行研究
:
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:
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}
〔( X一 ` x/ 一 ) ( xK 一 , 叮一 )一 尸灯一 , , xx( .z K一 ) d X·

选择适当的戈二 K/
一 ,
和 尸` / K 一 , ,

使 b
,
和 b

:
为零

,

则有

` 叮

一 xJ
· ,
x(t }邵

一

l) d xK 一

J,
x(一 , , x( K一 ,Z K一

尸 K /

一 J
(
X

一 “ /
一 ) ( X一 ` ! /一

: )· , (X· ,二一 )

d x K ( 3
.

1 4 )

d x K

一 Q K一 +

J
( , (X

K一 ) 一 ` 叮一 , (, ( X一 ) 一 , 、 ; 一 , , , `X一 `Z K一 , d X` 一

( 3
.

1 5 )

则此时有
p ( x` }Z K一 `

)二 N
。

(砧
: 戈叮

` 一 1 , p叮
二 一 : )

其中戈 t/
K 一 :
和 尸灯

K 一 :
分别由 ( 3

.

14) 和 (3
.

1 5) 确定
。

( 2 ) 夕 ( Z
x
,Z

` 一 ` ) : 同样
,

将 p ( Z 二
,Z

K一 `
) 在 玄

` /̀ 一 ;
和 C二 /二一 1

略去三阶以上项
,

并适当选择 么xx/
一 :
和 C叮

K 一 ,

使系数 b :
和 b : 为零

。

p ( Z
`
}Z K 一 ` ) = N .

( Z
` :

么` / ` 一 : ,

C
二 / x 一 ,

)

其中

(3
.

16 )

处做正 态迫 近并

则有

( 3
.

1 7 )

“ ` /

一 J
` (X ` ) , (xK !Z一 , d X!

c r/
!

一 J
(” (、 ) 一 “ 。 ! 一 ) (̀ xs( , 一 “ K /

一 , · , (X 【 ,Z一 , d X· 十 R·

( 3
.

1 8 )

( 3
.

1 9 )

(3 ) 抓 xZ xl幻
:

将 夕 ( Z` {介 ) 在 么
` /盆

一 :
和 C叮

` 一 :
做正态迫 近 并略 去三阶以上

项
,

则有

夕 ( Z
x
}xx ) = N . ( Z ` :

玄二 / ` 一 ; ,

C叮
` 一 : ) [ z + H T (ZK

一 么二 / ` 一 :

) b :

+

合
`· `H : `z K 一 “ 。一 , “ 2 , ,

其中
,

若记
v ` = 寿

一 么叮
` 一 ; ,

则

H
: 伽二 ) = 汽 ; 二

一 ; v `

H
: (v x ) 二 一 C灭; 二

一 : + C元三
二一 Iv ` v孟C又;

x 一 、

“ 1 一

J
V ! , ( Z ! I

X K ) “二一 * (、 ) 一 “ K

。
一 :

“ 2一

I
〔一 c 。一

+ (… 。 〕, ( z ·
!。 )

= 一

G /二 _ , + 几 十 h( xx( ) 一 玄r/
` _ :

) h( x( `
) 一 玄s/

K _ :

于是

p ( Z `
l
x x
) = N . ( Z二

:

么叮
二 一 : ,

C
二 / 二 一 1 ) [ i + ( h (纽 ) 一 么岁

x 一 : ) r
C岁

x _ ; v 二

+ 要
,: [ (一 ` / ` _ : + 尸二 + (。恤 ) 一 名。

` 一 :

) (。 xx( ) 一 玄。
` 一 :

) T )刁 ( v `川
`

(3
.

2 0 )
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A(v x )

综上所述
,

我们得到关于

= 一 C砂
K 一 , 十心坛

一 ,
vK峰心 ;

K 一 ,

p x( r
IZ

K ) 的正态迫近公式

( 3
。

2 1)

p (犯 IZ
K
) = N

,

(x ` : 戈` / x 一 : ,

P叮
二一 : ) p ( 3

.

2 2 )

其中

p = ; + (* (x 二 ) 一 么二 / ` 一 1

) ,

心 ;
二一 : v ` +

冬
` ,
[ (

一
c
` / ` 一 : + 几

`

+ (h (x曰 一 么岁
二 _ l ) ( h (x ` ) 一 忿x / x _ l ) r ) A (v 二 ) ] ( 3

.

2 3 )

下面具体推导丈岁
K 的递推计算公式

。

首先将非线性函数 h (X `
) 在戈

` / 工 一 :
处展开

至二阶项

: ,

v
、 , ,

奋
、 .

, 守
.

1
, ,

资 ~ 舒
h (X ` ) = h (X

x / ` _ : ) + h x X
x / x _ : + 会h x x (X x / 二 _ 1

⑧叉 x / ` 一 1 )
一 、 一

`

一 ` 一 一 一一 2 一
、 一 产

一
`

一 一
一

“

其中 hx 为 Jac ob i 阵
,

hx
x
为 H es s e

阵
,

叉灯
K 一 1= X ` 一 戈叮

K一 : .

于是

“ 。
一 J

“ (。 ) , (二 ,z一 , d。

一

J
` (二 ) N

.

(一 , · /一
: , 尸· /一

: ) 、 X ·

一 ” ( , K /̀ 一 ) +

专
” X
二

: (几 /一 ,
`

( 3
.

2 4 )

` /

一 f
1

, , ,

~
,

L” 工工K/
盆 一 ` 一百

n x x 、怎岁
K 一 ’
四

劣
岁

二 _ : 一 e s ( P 二 / `
一 :

) ) + 犷 r
]

!
“ · , · /
一

+

合
” 1· “

一
⑧ , · /

一
N

,

(牙̀ / x 一 : : 0
,

P ` / ` 一 : ) d 至二 / x 一 : + R 二

。 : 、尸` / ` 一 :

) ) + 。 ·

{
’

n
, 二

.

1
, r n ~ n

. , 。 ~ 。 ,

,
,
,

` 、

= 八工厂 ` / K
一 I n无十 甲厂 n矛 x L厂 ` /` 一 l叱3厂了 / ` 一 十 气厂` /`

一 l坛乡 --I
.

I L八 l几 一 1 ) …
任

尸二 /工一 :⑧尸
.。

( K / K 一 1) )〕h歹
x 十 R` ( 3

。

2 5 )

其中 只
` (K / K 一 D

, i = 1
,

一
, n
为 凡 / K 一 :

的第 i 列元素
。

于是

。 一 ` 一

合
·̀ 「̀c 分一 + ” X p K / ! 一 ” ; , A 一̀ , , + ,弄/ K一好心 ,

K一 , `

B · ( , ` / K一 ) ”升 c 、 ,` 一 , K +

合
`分

K一”歹A (v · ,” x ` x / K一z一2
十

+

粤
,弄/` _ ;、工只 (v x ) 、 x 二刀 ( , ` /` _ : ) +

粤刀
, (* ` /二 一 : )

4 4

h奚
x
A (v 二 ) h

x恋二 / 二 一 :

+

合
B

’ “ ` / ! 一 , ”升 A `, ` , “工 X B ` , K / ` 一 , ( 3
.

2 6 )

其中
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c 分` _ :一粤 h二 [几/ 二 _ :⑧凡。
_ :十 (
助

` _ :

⑧尸
. : (K / K 一 1) .二

任

尸` / K 一 :。 只
,

( K / K
一 1) ) 1好

x

B (恋
x / ` 一 ,

) = 恋叮
x 一 :⑧至岁 ` 一 : 一 e ` ( KP

/二 一 : )

(3
.

2 7 )

(3
.

2 8 )

若记
。

一 J
(二一 , 。一 ) , (X K

/ z
K ) d X·

考虑到奇次项积分为零
,

有
a

一 J
, 。 一 N

·

`, 。 t
一 0

,

p · /
一 , 。 d ,、 一

一

J
, · /一 ( , · /

一、 c 、 ,

一
+

专
, 、 一“ ; A `二 ,`二 B `, · /

一 ,

I n , , 、 , , , , 、 , , 、 、 , 工 , ` 。

一 万
~

0 气x K / x
一 l少n见x点 气v K 夕n l x x / ` 一 l ) I v 。 气x ` / K 一 l : V , 厂 K / K一少 a x K / K一

任

利用本节给出的矩公式
,

并注意到 好A (vK ) hx
x
满足条件 ( 3

.

6)
,

则
a ` == P x / 二 一 l h歹C又玉卜

: v x + ( P叮
x 一 :⑧ r s

( P
二 / 二 一 , ) ) e s ( h歹A ( , ` ) ) h: x

而由 a K 的定义
,

显然
a ` = 戈叮

K 一 戈盯
` 一 :

于是

戈` / ` = 戈刀
` _ : + 几 / ` _ :

码心坛
_ : v ` 十 (尸` / `

一 : ⑧ : :
(尸叮

` 一 : ))

· c s (h奚A v( ` ) h x x ) ( 5
.

2 9 )

在另一方面
,

估值误差方差阵为

助一 J
(X一 , ` /` ) (X一 ` 叮! ) · , x(

`
.2

` )、 X`

一

J
, x/ 一

: ,、 一
: , ( xK }z

K ) d X`

一
` 。 ;

同样注意到关于 牙K / ` 一 :
的奇数项积分为零并略去六阶以上项可得

P x / ` “ P 二 / ` 一 : 一 P岁
` 一 ,

h歹C元玉
x 一 :

h x P K/
` _ : + D (KP

/ ` _ 1 ) ( 3
.

3 0 )

其中

D (尸` / x 一 ;

) 二 〔I
。

⑧ (h多
x
C万三

` 一 : v ` ) ,
] [

c s (KP
/ ` 一 : )②只 : (K / K

一 1 ) …

“ · `几 /一 ,。 p二 ` K` K 一 ` , , 一告
`· 〔c : 。 : 一 A v( · , ,

( 3
.

3 1 )

以上我们已经得到了戈
` /̀ 和 尸 r/

`
的计算公式

,

特别若观测方程是线性的
,

即

h (x日 = H
K

xt

则易推得此时

戈盯
` 二 戈叮

` 一 : 十尸叮
` 一 :

H弄C补
` 一 :

vK

尸 r/
二 = 尸盯

二 _ : 一 尸` / ` _ :
H姜C补

` 一 :
H
二尸` / K 一 :
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C / r
` 一 := H

r P二/ x一 :
H弄+ R`

这正是最佳线性滤波的结论
。

为了完成滤波的递推运算
,

剩下的工作是求出戈
工 + :

x/ 和 rP
+ : / `

.

同样
,

将 非线性

函数 f( X x) 在戈
` / ` 处展开并取二阶项

f ( x
` ) = f (戈 r/

` ) 十 fx 戈x/
` +
粤fx

二 (戈 x/
` ⑧戈 x/ 动

`

其中 fx 和 lx
x
分别是 J a c o

b i 阵和 H e s s e
阵

,

叉叮
` 一 X ` 一 戈二

众
·

则由 ( 3
·

1 4 )
、

( 3
·

1 5 )

` · + ! /

一 J,
x( K ), x( : Z · ) d X·

二 f (戈 x/
K ) + 喜xf

二 。 : (尸叮动
`

( 3
.

3 2 )

p ·
* : / K一

!
( , (X

【 ) 一 “ · 十 ! /· ) ( , (
X· , 一 “ K一 /̀ , , , 。̀ ,Z

` , d X r + Q·

= xf 尸
K / K f歹+ Q` 十 U K

其中

“ 一 {!xfj
· 。 ` /

小扒+xl 抄
灯

` 。 ·

x(’/ 幻 xlI

+

扣
X B “ 叮 K ) B · ( , · / K ) xxl 〕, (X二 , z K ) d X·

B (云二 / x ) = 牙 x / x⑧污̀ / x 一 c s (尸工 /̀ )

可以把 U
二
化成关于 云叮

` 一 :

的积分而求出其具体形式
,

但这样做 结果比较复杂
。

单起见
,

认为 p (x 引 Z勺去 N
,

x( K :

戈 ` / ` ,

尸盆 /幻
,

则

3 3 )

为简

“ 一沙
X X ” 恢

/ K ,“ · (初
` , xfl N

·

知
【 : “ ,

凡 /

浏耘 / 【

一
粤xj

二
[尸

K / ` ⑧ sP
/ ` 十 (凡 K/ ②尸

.
;

( K / K .) 二尸叮
`⑧尸

.
”

(K / K ” 】fxx
任

(3
.

3 4 )

其中 .P
` ( K / K ) 为 尸岁

`
的第 ` 列元素

,

i = 1
,

一
, n .

显 然
,

若状态方程是线性的
,

郎

f X(
` ) = 功

二 + :
,

` X 二

则有

戈` * : / ` = 功
二 + ;

.

二戈 ` / x

P ` + : / 二二 功
` 十 1 ,

二P灯
`
功姜

、 ; , x + Q 二

这也是我们所熟悉的最佳线性滤波公式
。

上述关于非线性滤波的迫近公式归纳如下
:

、 .尸
,̀、少丁且百且

了.、 J
、̀戈 : + , / 二 = f (戈

` / ` ) + 喜f
x x c : (尸二 / ` )

乙

戈 ` 十 : / ` + : = 戈 ` 十 : / ` + p ` 十 : / x h歹心草
1 / ` v ` 、 : + ( P ` 十 : / x

⑧ r s ( P ` 十 : / ` ) ) c s (好A v( ` 十:
) h

x x )
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P ` +: /二 ==,
二 P` /`拜 + Q

: + U二 ( I )

几
+ 、 /` + , = P ` , 、 / ` 一 P

二 , 1 / ,

峪C万车
1 / 二 h x P`

十 I / : + 口 ( P 二
十 1 /二 ) (W )

其中 C二
+ 1 / 二 ,

A ( , :
十 ,
)

,

U 二 ,

D ( P
` 十 1 / : ) 分别由 ( 3

.

2 5 )
、

( 3
.

2 1)
、

( 3
.

3 4 ) 和 ( 3
.

3 1 )

所决定
。

本文仅从理论上对非线性滤波的正态迫近方法进行 了探 讨
。

由于结 果中考 虑到 了

尸` / ` 和 尸` 十 , / ` 的平方项
,

增加 了计算量
,

但这些计算 (如矩阵的拉直
、

K
r o
ne

c k e r
积

等 ) 在许算机上是很容易实现的
。

虽然本文没有涉及具体的计算
,

但正如其它非线性滤

波方法一样
,

本文提出的算法不可能一致地优于其它方法
,

其适用性是有一定条件的
。

附 录

一
、

若干导数公式的证明

1
。

注意到

a
。 _

香
二 , 尸二

,

二一 , Le
一

J二
O 工 `

一 习 尸
` ,幻 e

j 雪 1

一

扣印
二

一
(xP ) `。

一

妙印
二

则

(弃
( ,

。 一

,
二丁尸二 )

)
l盯

,

l

要 (A
e 一

蚤”
’

尸 , ) 一 } : }一 (xP )⑧ A e 一

舌
` T尸`

姗 !
_

l

}其 ( A
。 一

香
` T尸 z

) }
、 U几 /

同理可证 ( 2
.

6)
。

2
·

注意到 xxP
, 尸 的 第 i 行 l(’ 一 l

, … , ,
) 为全 尸` , x j

尸尸
,

则

具 {全尸
` ,。二尸1

。 工几 L i = I J

= P ` , x , P + ( P x) ` P 。 ,

k = 1
, … , ”

郎有

尸xx
r 尸 ) = 尸.K x , 尸 + 几

.

② (尸X )

`

d一X

一泛口

从而

r .P lx , 尸 、 r尸
:

影xxP 甲
, 一

}
`

_ _

!
+

}
`只产

望
尸 夕 `凡

.

⑧ (凡 )

.

⑧ (尸劣 ) {一
’ · ’ · `xP ’

同理可证 ( 2
.

8)
.

o3 因为 (尸工
)⑧尸 的第 f 块元素 ( f= 1

,

…
,

的 为 万 尸 ` , x, 尸
,

j = 1
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道一大
.

_

声 _学一 护

念(部
内刁

一 尸萨 k =1
, … , ”

故有

典 [ (xP )⑧尸 1一 (P
.

,⑧尸… 只
。

⑧ )P 一尸⑧尸
O X

.

4
。

由于

!
、

一一xP)P

( 尸
. :尸` 、

岛
〔“ · `尸 , (x)P ” 一

卜
.。

弘
, .

}
一 “

乏̀p ,尸`·

故

晶
〔二 ` )P `xP , ” - (

e s ( P ) P I. … e s ( P )氏
.

) = e s ( )P
r s (乃

5
。

因为

尸因P一一

、 ...1.户

奥 〔尸⑧ (xP )卜
O x ` {

尸 , :
.P

` … 尸 : .

.P
`

尸: 。

.P
` … P

. ”

只
`

故

备
〔尸。 (x)P 卜 `尸。 .P

! …尸。 尸二 ,

一一

、 ...............

6
。

晶
【Y o A , -

舞
, + , 1

瓮
…

舞
` + 。 !

缓
三

’

一 三 券
。 “ + 犷。

多

毅
` 十协

碧
…

毅
` 十 。。

鬓

二
、

若干矩公式的证明

1
。

注意到 ( X 因 X ) (X ⑧ X ) , 的第 ii 块元素 ( `
,

了= 1
, · ” , ”

) 为X `X , X X , ,

而

E [X
`X , X X ,

] == p
. , p + p

. ` p , , + .P , p
` .

则
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E【( X ⑧X (X ) OX ),

尸 1 1尸

尸扭尸

… .P
: 尸`

一 尸
. ,

尸
。 . {

....r.、

一一

尸
. 1尸

. 1 … 尸
. ,

尸1
.

只
: 尸

,
.

尸
。
尸

,

产......、

+

二 尸⑧尸 + c s ( P )
r s (尸) 十 (尸⑧尸

.

: … 尸⑧尸
.

。

)

2
。

注意到X X r A ( X ⑧X ) 的第 f 行元素 (l’ 二 1
, …

,

的 为 X ` X T A (X ⑧ X )
,

且

E [X
. X T

A ( X ⑧ X )」= 名 o,
.

E 〔X , X , ( X ⑧ X )]
j = 1

= 万
a ,

.

[ P
` , e s ( P ) + P : 因 P

.

, + P
.

,⑧ P
.

。
]

j = 1

其中

习
a ,

.

P ` , c s ( P ) =
= 1

艺 ( P ` , a J ,… P ` , a , 。 “
) c s ( P ) = { P A

e s ( P ) }
`

艺 内
.

(尸
.

,②尸
.

` ) =

I = 1

习 a,
.

(尸
.

`⑧尸
.

户 二

习 (尸大
= 1

。 P
`

.

) a丁
.

== { (
r s ( p )⑧ P ) r s 丁 ( A ) }

`

目 1

艺 (
a , , P ` , P , : +

= 1

… + a : , 。 , _ , + , P
。” P , : )

+ 艺 ( a Z , P ` : P , : + … + a 2 . 。 : 一 。 + , P ` ,

P j Z) + …
1 . 1

+ 艺 (
a 。 , P ` : P , 。 + …

户= 1

+ a , . , : 一 。 十 , p ` ,

马
f,

)

二 ( P `
.

O
r s ( P ) ) c s (A ) = { ( P⑧ r s ( P ) )

e s (A ) }
`

故 ( 3
.

5) 成立
。

特别若 A 满足 ( 3
.

6)
,

则

艺 幻
.

(尸
.

,⑧尸
.

` )二 习 a ,
.

(尸
.

`⑧尸
.

户 i二 1
, … , ”

= 1 二 l

也郎有

( P⑧ r s ( P ) ) e s ( A ) = ( r s ( P )⑧ P ) r s 丁 (A )
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