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二 次 规 划 的 分 解 问 题

吴 秉 惠

提 要 二 次规划在规划论研究中起著重要的作用
。

能 够对更多更 广的一

类二次规划 给出一个 可行的算法是人们长期一直探求的工作
。

本文在很一般的

饭设下证明 了一个二次规划 总可以 使之成为凸 的超平 面上进行分解
,

并且分解

后 的每个子规划也是二 次的
。

符 号 说 明

1
.

用大写的英文字母表示集合
,

如 R
、

尸
、

M ;

2
.

用小写的英文或希腊文字母表示数
,

如 a 、

h
、

l
、 ￡

3
.

用大写的英文黑体字母表示矩阵
,

如 A
、

B
、

C ;

4
.

用小写的英文黑体字母表示向量
,

如 b
、

t
、

d
、

q
.

一
、

基 本 问 题

给出一个二次规划的一般形式

m i。 z 二。 十 b : , + 还
一

, : c ,

2

( Q P )

S t
。

A劣` d

其中 C 是对称矩阵
, 劣 是 n

推变量
。

令

C 一 s 一

(’
` 一 ; .

)
s

S 是可逆方阵
。

若 h 二 O
,

那么 ( Q尸 ) 是凸规划
:
若 h = 。 ,

那么 ( Q尸 ) 是另一类特殊的

规划
。

我们仅考虑 O< h <
n 的情况

。

注意到这时 C 是可逆的
。
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令

其中 S :
是 h x n
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阶的满行秩矩阵
,

我们假定 ( O尸)的可行集非空
,

令

M = { t 任 R .
!t = S : 劣 ,

A 劣簇d }

称M为 (O尸) 的分解可行集
,

其中 R山 是 h 推向量集
。

又令

f ( t ) = m i n
· + 。·二 +

食
二 · c 二 } A 二、 d

,

s : 二一 `

}
称 f 为 ( Q尸) 的分解目标函数

。

M 是一个多面体
。

若存在有限多个多面体

M
: ,

…
,

M
, ,

使

M = U M
`

` = 1

那么称 { M
: ,

…
,

M
,

} 为 M的一个有限多面体分解
,

每个 M
。
称为 M的一个分解多面体

。

定理 1 对于规划 ( Q尸)
,

存在分解可行集 M的一个有限多面体分解
,

使分解目标

函数 f 在 M 的每个分解多面体上是二次的
。

二
、

预 备 知 识

给出一个凸二次规划的一般形式

_ _ .

, _
_ 几 , _

.

1
_ _ , 。 _

U l l n 乙 二 口 个 t, 沂 个 二二劣
`

七 劣
2

( C Q P ) S t
.

A劣 ( d

B 劣 = e

其中 Z 二 Z (x ) 在 ( C O尸 )的可行集上是凸函数
。

设 d 是二推的
, e 是 h 推的

。

对于
。
> 0

,

令

「 l ql \ 1
.

_ …
, , . _

.

…
, , , , 、

_
, ,

_ _
. ,

_
_ , 、 . 、

_ 1
L L￡) = l q = t

_ 。

: q
`

是 m推四
,

q
`

是 h 推四
,

厄们田分量均任卜
e , 召 ) 之但 J t

o

气 、叨
`

/ I J

对于 q 任 L ( e)
,

定义规划

m i 。 z 二 。 + b
: 二 + 李二

: c 二

2

( C Q P ) 。 S t
.

A 劣《 d + q
,

B 劣 = e + q Z

我们说规划 (C O尸 ) 是合理的
,

指对于任意
。
> 0

,

使规划 (C Q尸 ) 。 的可行 集 非空

且为凸的 q 〔 L ( 。 ) 之全体 M ( 。 ) 含有 。 + h 推欧氏空间中的非空 开 集
。

本节我们假定

( CO尸 ) 是合理的
。

令

R = { 1
,

…
, 。 }
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一
一

-

一

一一
一 一

一— — — 一 _ _ _ _ _
_

_ _ 一
一 一

一
定理 , 对于任意的

:
> 。 ,

总存在 q 任 M (。 ) 和 R 的子集尸
,

使规划 ( c o 尸 ) 。 的最

优解 劣 (q ) 满足

尸
几A

p劣 ( q ) = d , + q声
a 一 p劣 (q ) < d

, _ , + 叮篇
一 ,

( 1)

并且矩阵

(言)
是满行秩的

。

证 对于任意的 q 任 M ( e)
,

总存在 R 的子集 尸使得 (1 )成立
,

若矩阵

盯击 、
、 B /

不是满行秩的
,

我们证明这样的 q 之全体 N ( 。 )不含非空开集
。

对于 q 任 N ( 。 )
,

存在一

个非罕行向量 砰
, ,

使

二
·

(七)
一 。

从而

详
·

嘟
二
(q) 一
叭作黝

一 。

因此由 R的子集尸是有限的得到 N (的

在一个 q 任 M (。 ) 一 N (
e )二

因为 ( C O尸) 是凸二次规划
,

那么

. ,

满足

不含非空开集
,

由于 ( C Q尸 ) 是合理的
,

所以存

劣 是它的最优解
,

其充要条件 是 存 在 向量 “ 和

b + C劣 + A T“ + B T . == 0

“ T
( A 公 一 ` ) = O

A 劣 一
d 《 O

一 份 ( O

B 劣 一 e 二 O

( 2 )

/犷.les夕“.1..飞、

设尸是 尸的子集
,

且满足

A ,劣 一 d p = O

A
: 一 ,劣 一 d : 一 ,

< 。

令
、、.J产

护
ó

尸.公公
爪了rL、

一一U

由 ( 2 )可推出 u . _ p = 0
,

又记

{

劣 = 劣 , ,

那么 ( 2) 式变成

b + C劣 + 通知
, + B , . = o

月 , 劣 , 一 d
, = 0

B劣
r 一 e = 0

“ 尹> 0

( 3 )
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_
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_

_
_

_

_
令

E一 (言 )
,

一 (亡)
若 E

p
是满行秩的

,

那么由 ( 3) 式可以得到

劣 , == C
一 ` E声(E

, C
一 `

E不)
一 ’ (E

, C
一 `

b + e , ) 一 C
一 ’

b

(
“ ·

、一 (二
, 。一二 ; )一 (二 , 。一。 + 。 , )

、 砂 I

由此我们得到下定理
。

定理 3 若存在 R 的子集尸使 E
,
满行秩且 劣 , 是 ( C O P ) 的可行解

, “ p 》 0
.

那么

劣 , 是 (CO尸 )的最优解
。

定理 弓 对于规划 (C Q尸 )
,

存在 R 的子集 尸使 E ,
满行秩

,

且 劣 ,
是 (C O尸)的可行

解
, u ,

> 0
.

从而 劣 , 是 ( C Q尸 )的最优解
。

证 由于 ( C Q )P 是合理的
,

对于任意的
。
> o

,

存在 q 任 M (的 使 (C Q尸 ) 。 是凸规

划
。

对于任 意 的
。
> 0

,

存 在 q任 M (约 一 N (的
,

使 E
, 是 满 行 秩 的

,

且 劣 ,
(q) 是

( C Q P ) 。 的最优解且 “ , ( q ) > 0
,

其中

劣 , ( q ) = C
一 ` E不( E

, C E 不)
一 ` ( E , C

一 ’
6 + e , + q , ) 一 C

一 ’
6

介
· q̀ ,、一 (二

, e 二 ; )一 (二
, e 一 。 + e · + 。 · )

\ 秒 /

、、.,产
.

哪矿了..f、
,

一一小

由于 R 的子集是有限的
,

当
。
* O 时存在 q e M (的 一 N ( : )

,

与之对 应 的尸的子集尸是

不变的
,

从而

劣 p = l im
己
呻 0

劣 , ( q ) = l i m 劣 p (q )

u p = l im u , ( q ) = l im “ , (q )

这样 E
, 是满行秩的

,

且 劣 ,

是 ( C O尸)的可行解
,

且 “ , 》 0
.

由定理 3 得到证明
。

.

三
、

定理 1 的证明

对于规划 ( O尸 )
,

给一参数规划

( Q P ) .

。 二 , _
.

1 _ , 。 _
m in Z 二 a 十 b

T劣 + 喜劣
T C劣

2 一

S t
.

月劣 ( b

5
2劣 = t

其中 t 任 M
.

定理 6

证 首先

对于每个 t e M
,

规划 (Q尸 ) , 是凸且合理的
。

(Q尸 )
.

的可行集是非空的
。

由于 z , Z (劣 ) 在限制 S :劣 = t 下是 凸的
,

从



二 次 规 划 的 分

而 ( O尸 ). 是凸的
。

同样对于任意
。
> O

,

q 任 L (。 )
,

解 问 越

规划 ( QP ) : 。 只要 可行集 非空总是

凸的
。

现在我们来找个开集使得规划 ( Q尸 ) . 。
的可行集非空的 q 任 去 ( : ) 之全体 材

. ( : )包

含它
。

设 念 。
是 (Q尸 ) .

的可行解
,

取一个 m 推的开集 G T
,

其定义如下
:

l _ 、 肠
了、 一 l 己 、

行 r = 气万
’ “

/

从而存在一个
。
摧的含原点的开集 G 呈

,

使得

A (劣。 + 即) ( d + 犷: ,

V 犷任 G 芝
,

V 沙: 任 G T

因为 5 2

空
。

令

` 乡= S
: ·

G 罗

G全= G纽门 ( 一 : , 。 ) `

是满行秩的
,

从而 G 纽是 h 推的含原点的开集
。

那么 G之也是 h 推 的 开 集 且非

G = (` T
, ` 空)

,

组成一个 , 十 h 推的非空开集且

G g M 。 (。 )

郎 ( Q P ) ` 是合理的
。

I

因此
,

由定理 4 ,

对于每个 t 任 M
,

存在一个 尸的子集尸使矩阵

二一 (幼
是满行秩的

,

令

I d 护 、
e , ( t , 一气

,
)

那么

劣 , ( t ) = C
一 ’

E 不(E
p C

一 ’
E 不)

一 `
(E

p C
一 ’

b + e , ( t ) ) 一 C
一 `

b

是 (O尸 ) .
的最优解

,

令

(
“ · (` ’ 、一 ( e

, e 一二 ; )一 (二 , e 一 b + e · “ , ,

\ 幻 ( t ) /

那么

“ , ( t ) 》 0

对于这样的尸
,

我们令

M , = { t 匡
, ( t ) 是 (Q P )

.

的可行解且 “ , ( t )户 。 ;
-

那么 M ,
是 M的子集且是一个多面体

。

由于这样的 尸是有限的
,

从而有M的一个有限多

面体分解 {M
,
}

,

在每个 M
, 上

, 劣 , ( )t 是 ( Q尸 ) ` 的最优解
,

也就是

, , , 、 .

1 , _
工 , 、 .

1 _
r , , 、

刀
_ . , ` 、

I 、 ` , = 。 十 ”
`

劣 p 、 ` 少
一 2拓户、 ` 少` 万 护 、 ` 尹

一 a +

告
`E , c 一 b + e · “ , , , (E

· C一 E , )一 ` E · c一 b+ e · (̀ , ,
_ 1 b TC

一 ’
b

2

这是一个二次函数
,

定理 1 得证
。
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四
、

举 明

例 i 对于规划 ( OP ) 令

a = O l= n 一 1

宫口

_ .
_

, L 二 _ _ ,

1
, _

,
.

m ` n 乙 = 犷 沂 十万哆衬
” ’

十 “
一 ’ 一

气 ) s
.

t
.

月劣 ( d

那么由定理 1 知道 了(踢 ) m i {n Z }A劣《 d
, x ,

固定 }

是个分段二次函数
。

例 2 给出规划

m in Z 二 二
荃十 x 圣

一 x
羞 S t

. x : + Zx : 一 x : ( 8

Z x : 一 x Z + 3 x 3 ( 6 x : , x Z , x 3
> 0

那么 f
一 x

I 气工 生 ) : 二二 嘴
“ ’

1 0 , 2
气O山 3

2
3

一 3 6 x s + 3 6
,

0簇 x :

< 2

2 ( x 3 ( 4

这是个分段二次函数
,

并且很容易得到在 x : = 9/ 2 时达到最小值 m i nj = 一 9/ 2
.

本文是在许国志研究员的指点下写的
,

从中一直得到刘德铭副教授和张千宗副教授

的指导
,

作者在此一并致谢
。

参 考 文 献

〔z ] M
.

A v r i e l
,

N o n l i n e a r P r o g r a m m i n g ,

P r e n t i e e一 H a l l

[2 ] R
.

T
.

R o e k a f e l l a i
· ,

C o n v e x A n a ly s i s
,

P r i n e e t o n

P r i n e e t o n ,

N
.

J
. ,

1 9 7 0
.

[ 3〕 S a e h e r ,

D e e o m p o s i t i o n A l g o r i t h m f o r Q u a d r a t i e

P r o g r a m m i n g 18 ( 19 8 0 ) 1 6一 3 0
.

I n 。 ,

19 7 6
.

U n i v e r s i t y P r e s s -

P r o g ar m m i n g ,

M
a t h

P r o b le m o f eD
e o m p as it i o n o f Q u ad ar ti e Por g ar m m in g

W
u B i n g h u i

人 b s t r a e t

T h i s p a p e r t h e o r e t i e a l ly s o l v e s t h e P r o b l e m o f d e e o m P o s i t i o n o f t h e

g e n e r a l q u a d r a t i e p r o g r a m m i n g a n d p r o v e s t h a t t h e P r o g r a m m i n g a f t e r

d e e o m p o s i t i o n 15 a l s o l o e a l ly q u a d r a t i e
.

S e e t i o n 1 e o n s i s t s o f t h e g e n e r a l

p r o
b l

e m o f d e e o m p o s i t i o n a n d t h e m a i n r e s u l t
.

S e e t i o n 2 15 a P r e l im i n a r y

a n d s e e t i o n 3 P r e s e n t s a p r o v e f o r t h e m a i n r e s u l t
.


