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关于离散时间
、

时不变系统的可达性

与可控性的若干定理

刘 良 佐

提 要 本文对离散时间
、

时不 变系统 的可达性与可控性的若 + 引理
、

定

理及 系作 出 了一个系统的严格的证明
。

L
o u i s P a d u l o

,

M i e h a o l A r b ib 著 咤S y
s t e m T h

e o r y 》 [ , ]一书第四章第三节
,

对离散

时间
、

时不变系统刃的可达性与可控性作了比较详细的讨论
。

但该节中定理 2 的证明
,

采用了一个不明显的等式 式令:
一 , (s ;+x0:

,

u `一

, ( 2 , 9页 )
。

这个式子的不明显性在

于
:

一个从状态二。 可以通过 j 步
,

j < 卜 k
,

达到的状态 * 。 式川
,

一般地
,

找 不到一个

二任式叹及一个。 。 沙
一 , ,

使 , 一州
二 , 。 ) 。 , s( ;火

,

少
一 ` )

。

本文打算对该节中的各个引理
、

定理及系作出一个比较系统的严格的证明
,

供大家

参考
。

本文采用的符号与该书采用的符 号完全相同
。

设刃是一个离散时间
、

时不变系统
,

其状态空间为X
,

输入集为 U
,

输出集为 y

状态转移函数和输出函数分别为

和

甲 :

X x U
.

.

一今尤

叮 :

X
一一- > y

其中U .
为所有有限长输入序列的集合

U
’ = {

。 。 u : … u , 一 :

In > o
, 。 , 任 U }

V x 。 e X
,

令

s ( x 。 ) 一 { , 任尤 旧 二 任 u
· ,

使 甲 (x 。 ,

二 ) 一 , }

二 甲 (x 。 ,

U ,)

亏{
` 。 ’ 一 r, ! :

u 。 : : … u卜 : , u ` 。 。
,

使 , ( x 。
, u o u : … 。 , 一 ;

) 一 , }

= 切 (x 。 ,
[J j )

,

本文 1. a 4年1么月1 6日收到
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U
J
表示卡的逊乘积 U

x U x 一 x
U

加一里
一这

、 、 ~ 一 ~ ,
.

一
尸

j 个

s ;
` 。 ’ 一 { , 1三

。 。。 , … 。 , 一 : ,
o簇 j 《 k

,

一
就oz , u 鱿x0 ’ u … u 亏妙

’

u ` 〔 U
,

使 中 ( x 。 , u o u l… u , 一 : ) == 念}

性 , ` s “ 。 ’ 一
,

亘云{
` ” 一 。

点
S
;
` 。 , ,

而且

s ;
’ 。 ’二 s :

x 。 ’二 s ;
, 。 , c “

.

二 s “
。 ’

证 从状态 x 。 通过 j 个输入值可 达 的每一个状态是一个从
x 。
可达 的状态

。

因此

“ “
。 ’二 ,

西
。

鱿
` 。 ’ 一 。

Q
。

sx10
’

·

反之
,

对于从状
朴

可达 的 每一个状 态 ’ ,

u,
一 , 〔 U

.

使

, 一 * (x
。 , u 。 u ; … u , 一 :

) 。亏:
` 。

,

因此 S “ 。 ’ 〔 ,

口
。

夕{
` 。 ’ 一 。

吼
s ;

` ”
·

所以

s “ 。 ’ 一 ,

口
。

夕:
’ 。 ’ 一 。

口
。 S ;

` 。 ’

包含关系

定理

5 :x0
’二 、 {

` 。 ’二 :sx
。 ’二…二 s(

` 。 ’是显然的
。

幼 设
二 。是系统刃的一个状态

,

S ;
二 。

, _

如果存在整数 。
,

使 s ;
xo , 二 s (二 o

)

人+ 1 ,

s ( ` o )

证 先证 ” 澎 > *
,

有 丈于
o) 一 : ;x0

’
.

我们采用归纳法
,

当 澎 = k + l 时
,

根据已知条件
,

有

“

扮
’ 一

欢
’ 一

护
’

现在假定对于 澎二 l( > k) 有

叼 ( ` o
) _ 。 ( 1 0 )

` J 子
ee

` 叫J 台

下证才 {
’ 一
:sx

。 ’

首先
,

因为

s
; f {

’ 一 s ;
` 。 ’ u 亏;贾了

’ 一 s {
` 。 ’

我们得到

亏;二了
’二 s

;
x 。 ’

其次
,

因为刃是一个确定性系统
,

则 切满足相容性条件

甲 (x 。 , ` o u l … u : )

= 甲 ( x 。 ,

( u 。“ : … “ 一) ( . , + , … u 一) )

= 中 (甲 ( x 。 , u o u ; … 。 , )
, u . + : … u : )
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因此有 绘护
二叫

x 。 ,

沙
· ` )

二甲 ( x0
,

U
“ 十 I

U
` 一 “

一 , (绘 : ’
,

考虑到 (
。
) 式

,

得知

U 孟一 )

欢护
一 ,
试公

’ ,

u ` 一 “ ,

二 * ( s ;
x 。 ’ ,

“ 卜 “ )

C s :
’ 。 ,

因此

s
:万:

’ = s
:
` 。 ’ u夕:幸:

’

一 s :
二。

)

一 。 (
x o

)

ee
` 沪 口 (由归纳法假定 )

于是 v *
,

> *
,

有 叉种
’ 一 s :

x0 ’
.

根据明显成立的引理 3
,

得到
R

.

。 (
x o

) _ 叼 ( 劣。
)

`一 J

—
. , 碑 匆

引理 8 如果存在整数 k 〔 N
,

s ( ’ 0 ) 二

使 s {万
。 , 一 s

{
’ 。 ’ ,

V 、 ,》 *
,

那么
月

,

O
。 ( ` o ) _ 。 (

x o )

以 了 一 以 今

因为 成
` 。 ’ =c 武

’ 。 ’ c … 二才
, ’ 一
索 ;

’

一
,

这个引理是显然成立的
。

下面考虑离散时间
、

时不变线性系统万 二 ( F
,

G
,

月 ) :

x ( t + 1 ) = F x ( t ) + G u ( t )

夕( t ) = H
x ( t )

这个系统的状态转移函数 甲 :

X x U
.

一
X 由下式确定

甲 ( x 。 , u o u , … u , 一 :

)

= F
“ 二。 +
艺

`二卜 J一 , 。 。 J ,

k> O
,

V
x 。 〔 X

, 。 。u : … u , 一 : 。 。
’ .

记 s ;
o x , 一 5 . ,

考;
。X , 一亏

. ,

: `” x ’ 一 5
.

引理 弓 离散时间
、

时不变线性系统 ( F
,

G
,

H )的所有从零状态至多 k 步可达的状

态的集合等于线性变换

〔F 卜 ’ G
,

F “ 一 Z G
, … ,

G 」:
U

.

一
X

的值城
.

证 注意到 吐 = F ox 十口。 , ,

舍= 中 ( 0二
, u o “ : … u一 : )

。

于是

有 凡 = S 。 .

所以
,

V 舍〔 S , ,

〕 u 。 “ : … u , 一 : 〔 U
今 ,

使
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S 。 〕 忿 = 切 ( o x
, u o u ; …

几一 1

= F 卜 ` o x + 习

u一 : )

F 卜 j 一 IG u ,

= F 卜 IG “ o + F 卜
ZG u : +

二 〔 F 卜 ` G
,

F
“ 一 ZG

,

…

… 十 ` “ 合 _ ,

厂
。

!
,

· ,

}愧
`

}
L u * 一 I J

〔 R【F卜 ` G
,

尸卜 ’ G
,

…
,

` ]

由此可见

S , = R〔F 卜“
,

F 卜 ’ `
, … ,

G】

定理 6 如果离散时间
、

时不变线性系统 ( F
,

` ,

H )是 n
推的

,

那么每一个从零状

态可达的状态至多
n
步可达

,

郎

S
。
= S

证 V牙
, 牙〔 S 一

,

存在
u o u : … 。一 :

及
v o 。 : … 。 ` 一 : 〔 U

. ,

o 《 S
, t ( k

,

使

至= 中 ( 0二
, u o u : … “ 一 :

J 一 1

二 艺 F 卜 j 一 ’ ` 峋
j = O

无= 甲 ( o x , v o刀 : … U : 一 :

t一 1

二 习 F
`一 j 一 `

G
”

j = 0

因为 F
,

G 为线性映射
,

则 F 心
,

f = l
,
2

,

…
,

全为线性映射
。

所以
. 一 1 t we l

牙十 至= 习 F
J 一 , 一 ’ G构 + 艺 F

’ 一 J一 `口内

r 一 1

= 名 F
, 一 , 一 ’ G二 , ,

其中
r = m a x

{
! , t }

,

脚 , 任 U
.

因此 至 + 无 e s二 其次
,

V 只〔 r ( r 为 向量空间X 和 U 的共同系数域 )
,

` 一 l

几云 = 几名 F 一 J一互G u,

` 一 1

= 名 F 卜 J一 ’
G (几u , ) 任 S

-

i = 0

所以 5 .
是X 的子空间

。

考虑子空间序列

oS c S
: c S Z c … c s

。 _ : c 凡 c … c s

果如 S卜 : = .s
,

则由定理 2

S == S
。 _ 一 = 5

.

如果 又
一 : 护 S

。 ,

则 s0 沪 S
; ,

S : 沪 5 2 ,

一
,

凡
一 : 护 S卜 ;

.

因 为
,

若 对 于 某个 1 ( j < 氏

S
, 一 : = S

, ,

则必推出 又
一 : = .S

,

矛盾
.

因此

0 = d i m s
。
< d i m s

:
< d i m凡 < … < d i m s

-
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由此可见

d im又 > 。

另一方面 S
,

是 X 的子空间
,

有

d i m s
,

《 d im X = 九

所议

d i m s
,

二 n

因而 S
” 二 X

,

又 因 S
o

c s c X
,

故

S = S
,

系 6 n
推线性系统 ( F

,

` ,

H )从 0x 可达
,

当且仅当
r a n k [ F 卜

`G
,

F 卜 Z G
,

…
,

G 〕= 。

证
: ( F

,

G
,

H ) 从 o x 可达

嘴= 奋 X = S

专 = 》 X = 5
.

(由定理 2 )

令今 X 二 R【F 卜 I
G

,

F
” 一 2` , …

,

G」 (由引理 4 )

嘴= 乡 d i m R 【F 卜 ,
G

,

F 一
Z
G

,

…
,

G 〕= n

<
二
=势 r a 了, k t F 卜

`
G

,

F
“ 一 Z

G
,

·

… G ] =
n

引理 7 设 id m 一 二 。 ,

F : X , X为任一线性变换
,

那么

R ( F
”

) C R ( F ` )
,

V f 任N

R ( F
”

) = R ( F ` )
, 犷) n

其中 R ( F ` ) = F ` (X )为线性变换 F `
的值域

。

证 设 x 任 R ( F ` 十 ` )
,

那么存在 夕任 X
,

使

x = F
`十 1 (刀)

= F ` ( F 夕)

任 F
` ( X ) = R ( F ` )

所 以 R ( F `+ ’
) c R ( F ` )

,

因此有子空间序列

( o
x

) =c … c R ( F ` + ` ) c R ( F ` ) c … c R ( F Z ) c R ( F ) c 尸 ( F “ ) = X

可见对于小于或等于
,
的 i ,

有

R ( F
。

) C R ( F
`
)

其次
,

如果所有的 R ( F 勺
,

R ( F
” 一 ’ )

,

一
,

R ( F )
,

R ( F O) = X 互不相等
,

则

d i m R ( F
“

) < d im R ( F
” 一 ` ) < … < d im X = n

此时
,

必有 d i m R ( F
“

) = 0
,

从而 R ( F
.

) = {o
x
}
。

于是

{o
x
} = R ( F

”

) = R ( F
. + ’ ) = … …

如果 R ( F 勺
, … ,

R ( F )
,

R ( F 。 ) 二 X 中有相邻的两个相等
,

则令 ` 是使

R ( F ` + , ) = R ( F ` )
, 。 一 1镇 f粗 0

的最大的一个指标
,

这时有

( 1 )
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可见对所有的 k》 l
,

有
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R ( F ` 十 2 ) = F ` + 2 ( X )

= F ( F ` 十 王X )

= F ( F `X )

= F ` 十 IX

= R ( F ` + 王)

== R ( F ` )

R ( F ` 十 3 ) = R ( F `十 2 )

== R ( F ` )

R ( F “ “ ) = R ( F ` )

于是

R ( F
`
) = R ( F

“

) = R ( F
“ 十 1) == … …

因此对 》̀ 。
恒有

R ( F
“

) = R ( F ` ) ( 2 )

由 ( l)
,

( 2) 两式可见

R ( F
.

) =c R ( F ` )
,

V i 任 N
.

定理 8
。
推系统 ( F

,

` ) : 城 t + 1) F x( )t 十 G u( O 可控
,

当且仅当

G̀R ( F
.

) c R [ F 卜
’ G

,

F
“ 一 ZG

,

证 当
,

设有

R ( F
.

) c R 〔F
“ 一 ’ G

,

F 卜 Z G
,

那么
,

V x 〔 X

F
. 二任 R ( F

.

)

〔 R 〔F
” 一 ’ G

,

F
“ 一 2` , … ,

G 〕

故存在 u0
“ : … u 。 _ :

e U
. ,

使

ōU.二U材

F 、 二 〔F
” 一 ’ G

,

F 卜
2`

,

…
,

G ]

“ 二 ,

. 一 1

二 名 F
, 一 J 一 ’ ` “

j = 0

因此
,

有

甲 ( x
,

( 一 u 。 ) ( 一 。 : ) … ( 一 u , 一 : ) )
. 一 1

二 F
. x 十 名 F 一 J 一 ’ ` ( 一 “ , )

j = 0

二 F
“ x 一

名 F 卜 , 一 ’ ` “ ,

, x0

这就是说
,

存在一个输入序列
一 u0

, 一 。 : , 一 u 。 一 : ,

使系统从状 态
x
转变成琴状态
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由 x e X 的任意性
,

知 ( F
,

` ) 是可按的
。

仅当
,

设 ( F
,

G )是可控的
,

那么存在 k任 N
,

使

R ( F
.

) c R【F 一 ’
G

,
F 卜 ZG

, …
,

G ]

由引理 7
,

有

R ( F
”

) =c R ( F 七 ) c R 〔F
’

今一 ’召
,

…
,

G )

二 5
. ( 由引理 4 )

C S
。

(由定理 5 )

= R〔F
, 一 ’ `

,

F
, 一 Z

G
,

…
,

` J
.

系 9 对于
,
推系统 ( F

,

G )
,

有

( i ) ( F
,

G )可达协 ( F
,

G )可控

( ii ) ( F
,

` )可控
,

且 F 可逆片 ( F
,

G )可达

证 ( i ) ( 尸
,

G ) 可达

井
r a n

k〔F 卜 ,
G

, … ,

G ] =
。 (由系 6 )

垮R 〔F 卜 ’
G

, … ,

G」二 X

片 R ( F
”

) C R 【F 一 IG
, … ,

G】

井 ( F
,

` ) 可按 (由定理 8 )

( ii ) 由于 F 是可逆的
,

这意味着 F 是一个双射
,

因此R ( 尸 ) = X
,

从而 R ( F 吟二 X

又因为 ( F
, ` )可控

,

那么由定理 8
,

有

R ( F
”

) c R〔F
” 一 ’ G

,

F
“ 一 ZG

, … ,

G ]

因此

从而

X c R 〔F
” 一 ’

G
,

R [ F
” 一

“
,

d i n ,尸〔F
” 一 `口

,

G ]

F
, 一 Z

G
, …

,

` ]

= X
,

` 1二
。

r a n
k〔F一 ’

G
, … ,

G l =
。

因系统 ( F
,

` )是
。
雄的

,

那么由系 6
,

( F
,

G )是可达的
。

系 10 如果 F 是幕零的
,

那么
n
推系统 ( F

,

` ) : x ( t + 1) 二 F
x
(O + 口 u( f) 是可控

的
。

证 因 F是幕零的
,

那么存在 k任 N
,

使 F
.
二 0

,

从而 R ( F 与 = 。
.

由引理 7

R ( F
”

) c R ( 卢
’
.

)

因此
,

R ( F
”

) = ( o
x
} C R 〔F 一 ’ G

,

F
几一 ZG

, … ,

G 〕

由定理 8
,

系统 ( F
,

G )是可控的
。

例
:
如图 1 所示 2 推系统

,

有方程

x (一+ 1 ) = F x ( r ) + 召“ ( r )
,

刀( t ) = H
x ( t )
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中其
二一

}言昙}
。 一

}:」
H一 〔一 “ ,

考察矩阵

C一 〔F G
,

G卜
[漪暑}

注意到
,

当 Q 笋 0
,

刀护 0 时
,

F 是可逆的
。

此时如果
a , O或 b二 O或 a = 刀

,

则有

d e t C = a b ( a 一 夕) = 0

r a n
k C 笋 2

。

因此
,

由系 6 此系统不可达
,

从而由系 9 ii( )
,

此系统不可控
。

图 1
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