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椭圆型方程 G a!e rk n i方法的研究
’

黄 允 忠

提 要 本文考察一类二阶椭圆型方程 的 G l ae rk n i方 法
,

首先
,

借 助于

( 一 才 )
一 ’ ,

将方法呈 于算子框架中
,

然 后
,

应 用葬子方程的近似理论
,

研究 了

方法 的收效性
,

知 同往常那样
,

有限元近似的误差枯计是
口1 . 。 一 11 . L .l

。 . 。
. 2 沪 ~ L告 + 1 … 吕

1! u o 一 臼几 !】
。

+ 左 !翻。 一 劫几!
.

簇洛 C八
一 ’ 几

!u o !
。 ,

. 。

一 ” 日。 ( 0 ) ` “ 一 , H I `。 ) 一 ’ . ’

妞 * + l ( 0 )
-

同时
,

得到 了 A u
ib

n 一 N i t sc h e 技巧的一种易于应用的形式 ( 定理 2 )
。

丈献 〔l]

及【幻中的方法和文献 【3] 及【5 1中的一些结果得到 了推广
。

引 古口

设 R
.

力口 是一个多角形区域
。

规定 H . = 万二
2 (口 )

.

如所周知
,

H “
中的范数与半范分别是

及

v
· 。 H

。 ,

}!
·
:!。 一

仇
,

一
,D二 }

Zd ·

}
’ ` ’

}

一 {几
, ,
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在 H。二 L: ( D ) 中
,

分别以 (
· ,

·

)及 }l
·

1}记作内积与范数
,

郎

v `
, 。 任 H

。 ,

(l
,
夕 ) 一

几
, g d二

! } g }】= ( g
, g ) `

,

在 H占= (
。
{

t, 任 H
` ; v l

, 。 = o } 中
,

由 F r i e d r i
一
h 不等式

,

我们 可 取半范 I
·

I
:
作为

等价范数
,

相应的内积是

、 二 , 。 。 二占
,

( u
, 。 ) ; 一

f 。
。

.

。 。 、 二
.

J 口

并且因此
,

在 H
一 ’ 二 ( H占)

`

中的范数可定义为
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:

此处
, ` · , ·

> 是 H
一 ’ x H后到 R 内的一个双线性映射

。

现在
,

考虑如下的抽象变分问题
:
寻找

u 〔 H孟使

V z, 任H 3
,

( L u , 。 ) = ( F u , 。 )
,

( 1 )

此处
,

L 是一个线性二阶椭圆型偏微分算子的主 部
,

而 F u 是 满 足 如下条 件 的 变元

` , 夕= u 及 z ` 二氏。 的通常函数
:

V 。 〔 H吕
,

F t, 〔 H
一 ’ .

(2 )

于是
,

所谓 C a ler ik n
方法在此便是

:
在 H 石的 k一 L ag ar n ge 有 限 元子空间 夕

·“
中寻求

u ,
使

V
。 。 〔 S 奋

, . ,

( L u . , t, . ) == ( F u . , 。 . )
.

( 3 )

A
.

H
.

S hc at : (「5」) 和李荣华 (【3 1) 在 F
。
关于 梦和

z `
为线性的情形讨论 了这个方

法
,

而本文则不要求 F u 的线性性质
,

在 〔11 中
,

林群先生曾如下定义了算子 A
: t, = A u

当且仅当

V 护任 H占
,

( 。
,

甲 ) : = ( 一 刃登
u ` a

` 。 + 夕
,

甲 )
.

事实上
,

A u 二 K ( 一 刃全
u `
氏

u + g)
,

此处 K = ( 一 了 )
一 ’
是 H

一 ’
到 H孟上的等矩同构

,

利

用算子K
,

不仅能够方便地建立起 C al 二 ik
n
方法的算子框架

,

而且也利于问题的讨论
。

二
、

算 子 框 架

我们从 C a ler ik
。
方法的算子框架开始

,

让我们约定
,

同一个字母
c
表 示 不 同的正

常数
。

假定双线性型 ( L 。 ,

的 是正定的
,

井且是速续的
,

郎

V 。 任 H 合
, e :

l
u
}资( ( L 。 , u )

,

( 4 )

此处
, ` :

与
u
无关

,

并具

V
。 , 。 任 H 合

,

I( L
。 , t, ) I (

c :
}
。
!
:
l
t,
!

, ,

( 5 )

此处
` :
与 。 , 。 无关

,

那么存在可逆算子
二
使

丫。
, 。 任 H 吕

,

( L u , 。 ) = (二 u , 。 ) : ,

( 6 )

并且
: 一 `
是速续的 (参阅文献 〔s] )

.

由K 的意义
,

成立

V
u , 。 任H 占

,

( F u , v ) = ( K F
。 , 。 ) : ( 7 )

因而
,

方程 (1 )可以改写为算子方程

u 任H 告
, u = T 。 ( T = T 一 ’

K F )
.

( 8)

同样可以引入算子
r . 任了 ( S “

,
S “ “ ) .

V u . ,

t,. 任 S含
·

气 ( L u一 , 。 . ) == ( r . u . , 口一 ) : .

( 9 )

并且 叮
`

,

存在及 任了 ( S “
,

夕二 )
。

这样
,

方程 ( 3) 就等价于算子方程
。 . 任 S ` ·

气
u 。二 Q . T u . ( Q . = r了` .P

r )
,

( 1 0 )

此处
,

凡 是 H 丢到 S 今
·毛 上的 R i e s :

投影
,

仓口

P芳二 P 。 ( 11 )
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并且

V u, v 任 H 孟
,

( P . u , v ) ; 二 ( 。
,

P 。。 ) : .

容易证明在 S 场 中
,

r . = 尸. r .

事实上
,

由 ( 6) 式我们有

V
“ . , v 。任 S 七·

气 ( L “ . , 刀 。 ) = (二 u 。 , v . ) :

== ( : u . ,
P 。刀 . ) : = ( P o r “ 、 , v 。 ) : ,

结合 ( 9) 式
,

成立

V
u . , v . 任 S

介·

气 ( r o u . , v 。) : == ( P
. : u 。 , 口。 ) ; ,

上式给出 ( 13 )式
。

引理 1 0
、 二叮

, P 杯 是 H孟到 夕
·几 上的一个线性投影

,

Q莞二 Q。

并且

Q
.

川 = 夕
·

气

其证明可由 ( 13 )式得到
。

从此看出
,

方程 ( 10) 正是方程 ( 8) 的

( 1 2 )

( 13 )

( 1 4 )

( 15 )

C a l。 : k i n
近似

。

三
、

收致性
,

H
` 一 估计

定理 1 假定方程 ( 8) 存在孤立 解
u 。 ,

并设 F 是全速续的 (作为 I了占到月
一 `
内的算

子 )
。

如果 F 在 。 。
速续 F r亡hc et 可微

,

那么
,

对于充分小的 h
,

方程 (l 0) 在
“ 。
的邻近

有唯一解
u . ,

而且
“ .
满足

!
u 。 一 u o

l
:簇 c

!Q
`山 , u 。

}
: ,

( 1 6 )

此处
, c

与 h 无关
,

Q (几, = I
一 Q。 .

证
:

首先证明 0
.
在 H 吕中是一致有界的

,

并且当 h , 。 时 0 .
强做于 了

.

由 ( 4 )
、

( 5 )两式
,

成立

V
u . 任 S 二

“ , c :
.
u 、
!釜《 (五。 。 , u . ) = ( r 。。 . , 。 。 ) ;簇 [

r 。 u o
l
:
l
u o

l
: ,

或者
,

” r .
}, _

, 。
:.

。。
`

乒 c : ,

因而速同叮
` 一起

,

仇二 :
尹乃

:
是一致 有 界的

。

紧接
~

、
目

` ”
一

”
夕 ( S二

, S
’ . ”

)一
一 三 矛

~
` ’ . J

~
`

一

砚 ’ ”

~
矛

、 -
一 “ -

一
`

~ ~
、 ’

“
’ -

一
` ” ’ 一

’

着
,

由凡 强激于 I 可得有关 Q 。
的第二个论断

,

事实上
,

l( 3) 式推山 (Q
幻尸 . = 0

,

故

Q ( . ) == Q
`几, P `. , + Q (汤 ) P

。 = Q
`. ) P 几̀ , ,

此处
,

尸山 = I 一
几

,

由于已经得 O
。
的一致有界性

,

从而速同 几 一起
,

0 .
强激于 1

.

由以 上所证
,

本定理的所有断言可直接从文献 〔4 1中定理 19
.

7道接推出
。

推论 如果
u 。任 H 卜

’ ,

那末对于充分小的 h
,

}
u 。 一 。 。

!
: 《 c h .

!
u
!
. + : ,

( 1 7 )

此处
, c

与 h 无关
。

证
:
设 二。 是 H合到 S ` · 几 上的择值算子

,

并且记 二 `几 , = I
一 二 。 ,

由 ( x6 )式得

}
u 。 一 “ .

}
: 《 c

IQ “ ) 。 。
}
: 《 e

!Q ( . ) P ( . ) u 。
}
:

簇 。
}p

`几 , u 。
{
: 《 c

l二 (几) u 。!
:
< c h

白
}u
。
}
, , : ,
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此处
, c
与 h 无关

,

上面最后一个不等式来之于柿值不等式
。

四
、

H
。 一 估计

在本段中
,

假定双线性型 ( L u ,

的 还是对称的
,

如

V
u , v 任 H 占

,

( L u , t, ) = ( u ,

L v )
.

( 18 )

不失一般性
,

设 L 二 一 刀
,

那末
,

易见
: = : 。 = I

,

Q一尸。 ,

而方程 ( l。 )化为更简洁

的形式
:

“ 。 任 S
今·而 , u . = P o

T
` 。 .

( 1 0
`

)

定理 2 假定定理 l 中的诸条件成立
,

设 F
`

( u0 ) 任了 (H
“ ,

H
一 `

)
.

如果在
u 。
的邻近

存在一致有界的二阶 F r ` hc et 导算子 F
少 (的

,

那么对充分小的 h
,

成立

}}
。 。

1!《 e h ` + `
{
u 。

}
。 , : .

( 19 )

此处
, c
与 h 无关

。

证
:
证明主要依赖于下述的

引理 2 (林群
, 29 5 0 ) 如果 。 任 H

. + `门 H 合
,

那么
,

对充分小 h

! }P
`西 , u

}!《 e h卜 `
!
u
!
。 ; : ,

( 2 0 )

此处
, c

与 h 无关
。

证
:

由正则性引理
,

成立

V g 任 H O ,

K 夕任 H
Z门 H合

,

( 2 1)

并且

】IK 夕 }1
2《 c

}}夕 }!
,

( 2 2 )

此处
, c

与 g 无关
,

既然 H
。仁H

一 , ,

故

V 夕 e H
o ,

}( P
` . ) u ,

g ) }二 ! ( P
`. , u ,

K g ) :
}

= 1( P “ ,。 ,

P (几 )尤夕)
:
!《 ! P

`几’ u
}
:
! P

`“ , K 夕 }
;

( c h七 }
u
1
. + : · c h }K 夕 I

: 《 e h . + ’
l
u
}
。 十 1

!t夕 ,I
,

此处
, c

与 g 、
h 无关

,

或等价地
,

( 2 0) 式成立
。

现在来证明定理
,

记

了
. = T

u 。 一
T

u 。 一 T
`
(“ 。 ) ( “ 。 一 u 。 )

.

由定理的条件
,

可设 F 户 ( u) 在某球B
,
= 〔训。 任 H 石; }

v 一
叫

; ( p , p 是某一正常数 )内是

一致有界的
。

由定理 1 的推论知
,

当 h 充分小时
u :

落入 B
。

中
,

于是

}}凡了
.
1!《 e

}P
。

了
.
}
:
( c {了

一
}
:

( “ S· p ·。 · ,
1IT

’
(
“
) 11, (。 后

: 。 吕
,

。 合) }
“

一
“ ,

,荃

( c h 2 .
}封
。
}
一+ : ,

其中
, c

与 h 无关
。

容易验证

[ I 一 P .
T

,

( “ 。 ) ] (“
。 一 u 。 ) = P `. ) 。 。 一 P .

了
. ,

联系弓!理 2 及 ( 23 )式
,

便得

( 2 3 )
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} 1【 I一 P .T
,

( u 。 ) ] (
u 。 一 u . ) }} ( {}P

` . , 。 。 11+ !}几了
.
!!

(
。 h今

+ `
l
。 。

}
一+ : ,

此处
, 。

与 h 无关
。

为了得到定理
,

剩下只须证明
:

当 h 充分小时
,

I 一

hP IT (“ 0) 在H
。
中

是可逆的
,

并且其逆一致有界
。

事实上
,

设 f 任 H
O ,

使 得 f = 尸 ( u0 f)
,

那 么 由于 尹 ( u0 ) = : 一 ’ K F
`

( u0 ) 是 H “
到

H 孟中的算子
,

所 以 f 任 H 孟
,

但是 I
一

T’ ( u0 ) 在 月志中 可 逆
,

故 f 只 能 是 o
,

因此

I 一尸 (u 0) 如同在 H 合中那样在 H
“
中亦是可逆的 ; 另一方面

,

由嵌入引理知 T’ (u 0) 在

H
“
中是全速续算子

,

结果
,

〔I 一
T’ (u 。 ) ]

一 `

在 H
”
中存在且有界

。

现在
,

I
一

凡 T
,

( u 。 ) = I
一

T
`

( “ 。 ) + P ( . ’
T

`

( u 。 )
.

而当 h 充分小时
,

(P
幻尹 (构 ) 在 H

“
中是小算子

,

事实上

V 夕任 H
O ,

】IP `而 , T
,

(“ 。 ) 夕 }! (
c h !T

`

( 。 。 )夕 }
1簇 c h }!夕 }}

,

此处
, c

与 h
、

g 无关
,

这意味着上述断言成立
,

由此 知 算 子 I
一
几尸 (lt 0) 可逆

,

并

且其逆一致有界
。

证完
。

五
、

应 用

在本段中
,

我们将举例说明定理 2 的应用
,

为简短起见
,

对于所述例子就不一一去

验证它们与定理 1 的相容性 了
。

例 1 设 。 。任 H卜
’ 门H 孟是如下方程的一个解

:

习 r a ` ( 一 a ` ,山“ ) = 刃空b` 0` u + b。 u + f
, ( 2 4 )

此处
, “ ` , ,

” ` 任 “ ’ (。 )
, “ 。任 c o (。 )

,

f 任 H
。 ,

并且双线性型荞全
a ` , “ 占,是正定的

。

由 F r e dh
o lm 二择一原理

, u 。是方程 ( 2 4 )的唯一解
。

记 F 。 = 刃 rb ` 0 ` u + b。。 + f
.

那末
,

V g 任H
o
及 V

o e 月合
,

卜F
`
( u 。) 夕

, 。 >
}

= 卜刃贾b
` a `夕+ b。夕

, 。 >
}

= 卜
一 刃受夕a` b` + 6

。 g
, v > 一 刃全<b

` g ,
O` v >

}

《 c
}} g !】{。 }

: ,

此处
, c
与 夕 、 。

无关
,

或等价地
,

{! F
,

(。 。 ) 夕】卜 : 《 c }}夕 }1
.

这葱含了 F
`
( u 。 ) 任了 ( H

。 ,

H
一 ’ )

,

结合 F 气 u) 二 O
,

便知定理 2 有效
。

注 1 由这个例子
,

可以看出
,

至少在线性爆合中
,

定理 2与 A u b in
一 N i t s hc e

技巧

等效
。

例 穷 设口 任 R气并且 u’ 任 ( H
Z) 3
是下列变分问翅的孤立解

:

寻求
“ 〔 ( H 3 )

. ,

使得

V 。 任 (月志)
3 ,

(
u , 。

)
: = ( 一 刃登。

`
a
` u + f

, 。 )
,

( 2 5 )

此处
, u == (

u : , u Z , u 。 )
,

f = ( f
: ,

八
,

f
3 ) 任 ( H

O ) 3 ,

并且内积为

(
“ , 。 ) 一 艺 登r

。, u `。 ,。 `
J 二

` ·
i 沙扮
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( ,
,

g) 一 , ,
分

`。 `

.dx

由嵌入引理
,

成立 11
u .

1.
: . 《 D ) 《 。

}1
u .

}l
: .

记 F 。 = 一 刃全
u ` a `。 + f

,

那末
,

V 夕任 ( H
o ) .

及 V 。 任 ( H舀)气 卜F
,

( u . ) 夕
, 。 >

}

, I
<一 刃贾(

u
了0

`夕 + 夕` a` u
了)

,

t,> }

= }刃贾
<夕 a` u

梦
一 d` (夕 u .

) 一 夕` d`。
. , v >

!

《 c
l}
“ .

1}
:
f19 }日t, i

: ,

此处
, e

与夕
、 。

无关
,

或等价地
,

}】F
,

( u
.

) 夕! J
_ . ( c

}}夕 !I
,

这表明 F
`
( 。 . ) 任了 ( H

o ,

H
一 ` )

,

联系 F
夕 ( u) 二 O

,

便知定理 2 有效
。

注 2 此例替在文献 〔l] 中被讨论过
,

在那里是用 A ub i -n N i t hc
e
技巧得 到 H 。 一估

什
。

最后
,

我们考虑两点边值问题

{
一 u 户 = f ( x

, u , u `

)
, x e ( 0

,

1 )
,

“ ( 0 ) = u ( 1 ) == 0
,

( 26 )

此处
,

f 二 f x(
, 夕 ,

)z 为二阶速续可微的通常函数
,

且其二阶偏导数在 R ,
内是一致有界

的
。

假定
u 。 任H

Z是问髓 ( 2 6 )的孤立解
,

由嵌入引理
, u 。 〔 e ’

[ 0
,
1 ]

,

并且

V t, 〔 H
’ ,

}}
。
}}

: . (。 , : , 《 c
}
。
{
: ,

此处
, c

与
。
无关

,

记 F
。 = f x(

, u ,

矿 )
,

则

V 夕6 H
o
及 V 。 任H 名

,

卜 F
`
( 。 。) 夕

,

* 】

= } f<
, ( x

, u 。 , 。
石)夕 + f

二

(二
, 。 。 , u

占) 夕
` , v >

1

= 卜f
, ( x

, u 。 , u

`) 夕
,

。 一 < [f
,

( x
, 。 。 , u

石)
。
]
’ , 夕> }

= 卜f
, ( x

, u 。 , u

石) 一 I
二:

(二
, u 。 , 。

乙) 一 产
一:

( x
, 。 。 , 。

石)
u

石
一 f

: :
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。
恶
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,

( x
, u 。 , 。石) 。
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!

《 卜f , ( x
, 。 。 , u

石) 一八
:

(x
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, .

( x
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u
石
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{
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:
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二

(x
, u 。 , u

石)
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}
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川
u 。

!}
:
!}g !{+
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}19 }}

《 c l}g {日
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此处
, 。

与 夕
、 t,

无关
,

由此得 II F
,

( u 。 ) 夕 l卜
: 《 e

11夕! I
,

郎 F
`
(“ 。 )任 2 ( H

o ,

H
一 ’ )

.

另一方面
,

对于 H 合中的任一个固定的球 B
,

有

V u 〔 B 及 V 。 : 、

t,t
、 。 〔 H合

,

!
< F 户 ( u ) t, : 人

, 。 >
l

= ! <f
一 , ( x

, u , 。 `
) 。 : t,t + f

一。

(二
, u , 。 `

) 。 : 。 二
+ f

, :

(x
, u ,

矿 ) 。盆
。 : + f

: :

( x
, u , “ `

) 。 ; 。茎
,

沙 1

《 e
}
。 :
}

:
{
。 :

l
:
}。 {

: ,

此处
, 。

与巧
、

t,t
、

, 无关
,

或 F
夕 ( u) 是一致有界的

,

结果
,

定理 2 有效
。

注 3 企图验证上述问题的共扼变分问肠的正则性
,

似乎比较困难
,

而应用定理 2

来得到H
“ 一估汁则比较容易

。
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