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关 节倒 摆 的 数 字 控 制

陈 汤

提 要 关于例摆独制
,

早就 引起 了自动控制专家们的重视
,
目前大都米

用车一摆结构
。

本文作者对另一种结构 的倒摆— 关节倒摆的数字控制的有关

问题进行 了研究
,

实现了关节倒摆在
u p 一 u p 和 do w n 一 u p 两种典型 状 态下的计

算机实时稳定控制和 d o w n 一 u p 系统摆上的计葬机控制
。

文 中给出 了实脸结果
。

古口

倒立摆系统的控制早在六十年代就引起了国 外 的 重视
。

特别是 K
.

F ur ut
a
等人从

1 9 7 6年开始对倒摆的控制问题进行了深入的研究
,

先后实现了单倒摆的模拟稳定控制和

采用b a n g一。 一 b a n g 控制规律的摆上 ( S w i gn in g一 uP )计算机控制 ( 19 7 6 ) ;二级倒摆的计算机

稳定控制 ( 1 9 7 8 ) ; 二级倒摆在倾斜导轨上位置的计算机控制 ( 19 8 0 )
。

在 1 9 8 3年又实现 了

三级倒摆的计算机稳定控制
。

又有M an
s
ou

r
和 S c h au fe l ber g er 也实现了单倒摆的摆上计

算机控制 ( 19 8 1 )
,

所采用的是 ba gn
一 b a n g 控制加上非线性反馈的控制规律

。

以 上 各位

专家所采用的实验模型为车一摆结构
。

而且
,

对倒摆的控制也 由模拟电路
,

发展到利用

计算机
,

从控制手段上来说更为先进了
。

国内对倒摆的控制问题的研究也早就引起 了重视
,

但从 目前情况来看
,

有必要对这

一实验装置继续完善
,

进行进一步的研究
。

而且
,

倒摆控制问题的研究除 了可以作为自

动控制教学的一部分内容
,

具有理论意义外
,

还有一定的工程意义
。

根据上述情况
,

作者对倒摆的数字控制的有关问题进行了研究
,

所采用的实验模型

是关节倒摆
’ 。

这种倒摆的设计有其独到之处
,

与车
-
摆模型比起来

,

关节倒摆的结构更

为简单
,

从而造价更低
,

占用爆地更小
,

同样具有所需要的动力学特性
。

通过研究
,

作者实现了关节倒摆在 uP
一
uP 和 do w n 一

uP 两种典型 状 态下的计算机稳

定控制和 d o w n 一 u p 系统摆上的计算机控制
。

本文 1 9 5 6 年 9 月 8 日收到
.

关节倒摆由国防科大 3 0 4研究室设计
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二
、

关节倒摆的数学描述

图 1 所示的关节倒摆为双关节单级 自由倒摆
。

它可以有四种平衡状态 (图 2 )
,

分

别称作
u
d o w n 一 d o w n ”

状态 ( a )
, “

d o w n 一 u p ”

状态 ( b )
, “ u p 一 d o w n ”

状态 ( e )
, “ u p 一 u p , ,

状态

( d )
。

其中
,

只有 ( b )
、

( d) 两种状态杆 l : 是处于倒立向上位置
,

对 其进行控制具有典型

意义
。

因此
,

作者研究了关节倒摆在这两种典型状态下的控制问题
。

/了/
刀刁口:

角度传感器

功率放大器

{
D C电动机

角度传感器

图 1
。

双关节单级自由倒摇

( b ) ( e )

图 2
.

四种平衡状态

图 3
.

u p 一 u p 状态 图 4



关 节 侧 翔 的 数 字 控 制 之g的 字 控 制

首先
,

对模型作如下假设
,

、 -

一

( 1) 杆 I: 和杆 几为均质刚体
。

(2 ) 电机轴处的摩擦力矩与 才沙
:
成比例 ; 刀口:

传感器处的康擦力矩 与 刀沙
:
成比

例
。 `

( 3) 电机输出力矩 M
。

与控制电压 U 成比例
,

M
。 = K 分心

,

尤
, 为比例常数

。

由图 3 和图 4 可得关节倒摆系统的动力学方程如下
。

u p一 u p 系统
:

Z a ·

刀口: + c (刀百: + 刀口: ) C o S刁 0 , 一 c ·

刀夕f
s i n 刁 0: = d s i n 刀口, + K

, U 一 F : 刁口:

Zb
·

(刁夕: + J O: ) + c
·

万 J
; e o s刁夕: + c ·

刁夕登
s i n 刀口: = e s i n (刀口

: + 刀 0: ) 一 F
: 刁沙

:

( 2
.

1 )

}

、

,
于

勺曰
.2

了.、

、 .....̀...百龟,

d o w n 一 u p 系统
:

( Z a 一 e · e o s刁 0: )刁夕: + c · e o s才 6 : ·

刁 J ,

= c (刁d
: 一 J 沙

: ) Z s i n刁 8: 一
F

: 刁d
: + d s i n 刁 0: + K

,
U

( 一 Zb + c · e o s J S: )刁口: + Zb
·

刁口:

= e ·

刁沙荃
5 1。刀 8: 一 F

: 刀沙
: + e s i n (才 0: 一 J 口

,

)

方程 ( 2
.

1) 和 ( 2
.

2) 中系数为

一 (
1

_ _ _ .

1
_ _ _ .

1
_

一: 甲介` 1 ` l一
`
吮丁

,
了了̀ 里 . 卜

~
二~ 介` ,

6
一

2
一

Z )
` ,+

合
`

1
=

-二 ,于刀 , t ;

6

1
, ,

〔 二二二

—
刀忍, ` 一 ` ,

2

/ 1

二
、

,

“ “ 火百 n2 ’ 十 m , 十解 3

/
g “

式中

“ 一

晋
m Z。 , 2

,

物理量的意义及大小参阅表 1

表 l 关节例摆来统物理参数

几 下杆长度

几 上杆长度

阴 :
下杆质 t

爪 2
上杆质 t

。 3 测 刁 e
:
的角度传感器质 t

J 电机轴等效转动惯t

K 下 电动机电压一力矩比例系数

F :
电机轴处等效康擦系数

F
: 刁夕:

传感器处等效序擦系数

夕 重力加速度

0
。 3 5 恤

0
。

3毛s m

0
.

0 6 0 , 一 k g

0
。

0 5 8 5 1 k g

0
.

0 7 1今3 k g

0
.

0 0 0` 6 7 k g
.

m ,

0
.

2 N二 /V

0
.

0 5一5 k g二
名 / s

0
.

0 0 0 5 k g一
,
/
s

匀
.

8 . /
s 名
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在研究关节倒摆的稳定控制时
,

把 方 程 ( 2
.

1 )
、

( 2
.

2) 在系统的平衡 点 刁口, = 0
、

才 e : = 0处进行线性化
,

且略去F
: 、

F
:
对系统的影响

。

取状态变量为

X = ( 刁 0 : ,

刁日: ,

刁沙
: ,

刀沙
: )

`

则系统状态方程为

X = A X 十 B U

Y 二 CX } ( 2
.

3 )

其中
,

J = 4 a b 一 e Z

。 p一。 p 系统
:

\

1
.

||
.

|
二

|
.

|
es
.

0

Zbd

刁

一 C e

刁

} 几

Za e + c e 一 之b d 一 c d Za e + c e
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.
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一一
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计算得
.

u P一 UP .



关 节 倒 拱 的 数 字 垃 侧

n甘,二
00

00
A =

0

0

2 9
。

3 6 7

一 3 1
.

4 4 8

0

0

一 1 1
.

0 9 3

7 0
。

5 8 2

B =

do w n 一。 P :

ǎ
U人U

00

0

0

5 1
.

5 5

一 6 9
.

5

0

0

一 1 1
。

0 9

4 8
。

3 9

B =

0

0

1 4
.

7 3 9

一 7
。

6 8 9

三
、

控 制 器 设 计

1
.

粗定控制律的设计

给出二次型性能指标

, : =粤厂x(
, 。 x + Ru) 、 ,

乙 J O

( 3
.

1 )

其中 O为半正定对称矩阵
,

R 为正数
。

’

可以求出使 J :
取极小值的最优控制及对应的闭环系统在 S 平面 上的最优极点

,

经

才变换后得到 Z 平面上对应的极点
。

这样
,

离散系统的控
.

{律为

U (” ) = 一 K
` ·

X ( ” ) ( 3
.

2 )

式中 K
`
可由 A ck er m an

n
公式求出

。

K
一== ( 0

, … ,
0

,
1 )

·

[B
一 ,

A 一B ` , … ,

A 二
一 , B 一 ]

一 ` ·
a 。

( A d ) ( 3
.

3 )

a 。
(劝 为期望的离散闭环系统特征多项式

。

r r r 、

A . = e ” ,

B’ == { l
e “ d t 卜 B

、 J O J

您
.

现浦砚的设计

系统只有 X : = 刁 e : ,

X : = 刁 0 : 可值接测量
,

故引入最小阶观 测 器 ( G叩 i an t h)

如下
:

含= 通Z + 力Y 十 J u

玄 = 口Z + D Y

把 ( 3
.

4) 式离散化后得离散观测器方程

( 3
.

4 )

Z ( n + 1 ) 二才声 (力 ) + 力` Y ( ” ) + J
` U ( n )

玄 ( 。 ) == 亡Z ( , ) + 力Y ( n ) ( 3
.

5 )

式中

, ` 一 。
乌

f , 。一 {{
r e

乌“ ,

}
·

。 ,

, ` 一

f【
几 J O J ` J

人
e月 .

d t

在计算机中实现 ( 3
,

5) 就得到状态的沽计值
。
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四
、

计算机实时控制实验

在系统实验中
,

计算机采用 2 8 0 0 0单板机 (钟频4 M H : ,

字长 16 位 ;) 数
一
模

、

模
一
数

转换用A D A 一 161 2转换板
。

A /D
、

D / A 转换的有效位数均为 12 位 ; A /D 转换的时间约

为30 “ s ,

D /A 转换的时间约为 5尸 5
.

计算机实时控制系统速接如下图所示
。

PPP r e
.

A m PPPPP 2 8 0 0 000

图 5
.

计算机实时控翻系统 ( u p ~ 。 p 状态 )

在用汇编语言编制实时控制程序时
,

作者深入地分析了系统的动态范围
、

信号的大

小
、

数据运算的取值范围以及 2 8 0 0 0微处理机的汇编语言指令结构
。

对数据采用定点
、

补码运算
,

关缝地方采用长字运算以减少数据运算过程中溢出的次数
,

从而减少了对溢

出的处理次数
,

既保证了计算精度
,

又提高了程序运算速度
,

且 使 得采 样周期
“

规格

化 ” 。

实践证明
:
这样的处理方法是简便可行的

。

在汇编程序中
,

控制器所需要的全部

参数都可通过键盘修改
,

因此调试十分方便
。

计算机实时稳定控制的汇编程序主要由S T A R T
、

sl G N
、

T R A s
、

L O O P
、

C T R L
、

O B S E R
、

D E L A Y 等程序段组成
,

其原理框图参阅图 6 ,

整个程序占内存不到 o
.

S K 字

节 (约 4 0 0 个字节 )
。

取采样周期 T = 0
.

s m s ,

把观测器的极点 ( S 平面 ) 设置在
一 名

, 一 8处
。

则

亡一

{叉]
,

” 一

!众
经数字模拟和实验调试

,

下面的参数使系统具有较好的稳定性能
。

( 1) u p 一 u p 系统

Q = d i a g ( 5
, 1 ,

0
.

0 2 ,

0
.

02 )
,

R = 1

K ` = 一 ( 2 0
.

19
, 1 9

.

2 2 6
, 5

.

0 9 5
, 2

.

8 2 9 )

通
` = 0

.

9 9 3 6 2 1
·

I : ,

。 。一

{
一 “

·

” 2 76 2

L 一 0
.

0 2 6

一 0
.

0 08 8

0
.

0 05 2 5

J
` 一

{
“

·

“ “ , ` 7 5

L一 0
.

0 2 96

图 7给出 了杆 l: 受冲击干扰时的稳定控制实验曲线
。

从图中可以看出
,

在稳态时
,

!J O :
!

《 0
.

9
。 ,

}J 么 { ( 2
.

65
“ .

-

一
一



关少节 栩 挤 !的 毅 字
.

控 翻 穷急

由实验知
,

稳定控制程序对实际系统参数的变化具有一定的适应性 ; 随着采样周期

的增加
,

关节倒摆的受控性能变差 ; 另外
,

关节倒摆不只是能德走在零状态附近
,

而且

也能在较大范围内稳定
。 i ,

(2 ) do w n 一 u p 系统
一 . 一

厂
.

`,

Q二 d i a g ( 2 0
, 1 0 0

,

1
, l )

,

R = 1

K
` 二 ( 2 2

.

3 0 2
, 一 3 0

.

6 7 6 , 0
.

2 2 1 , 一 4
.

4 3 8 )

直` = 0
.

9 9 3 6 2 1
·

1 2 ,

.

9 9 2 8 x 1 0
一 3

.

0 5 5 4

一 8
.

8 4 4 x 1 0
一 3

一 0
.

1 2 45
J

` ==
0

.

0 1 17 5

一 6
.

13 x 1 0
一 3

八Uē0
一一

r...
....̀

一一`户

杆 l: 受冲击干扰的实验曲线见图 8
.

,,

一 闭环系统反姆参数乓
’’

`̀ ’

观测器参数的设置毛 清零零

矛矛戈 ( 。 ) = 亡z ( ” ) + DY ( 。 )))
一一

U ( , ) = 一 K 一 X (
” )))

滋滋出钊断及处理理
输输出口 (司 , O / A

··

图 6
.

实时控们程序框图
、 .

全 丫
`

, _ . _
、

`



乙氏

0
。

吕 5
.

0

.

s s e e

圈 7
.

杆 ` 受冲击千扰时毯定控翻曲线

4
.

4 去2
.

圈 二 杆 ` , 受冲击千扰时趁定控侧曲经



关 节 倒 纽 的 数 字 控 树 会S

五
、

d o w
~

p 系统的摆上控制

对关节倒摆系统
,

作者也研究了在 do w n 一

uP 状态下的摆上控制 问 题
。

郎
:

寻找控

制函数 U ( t )
,

把关节倒摆从初始的自然下垂位置 ( do w n 一
do w n

状态 ) 摆上成为 do 二
n 一

uP

状态
,

然后换接稳定控制
,

使关节倒摆最终能稳定于 do w n 一 u p状态
。

从摆上控制的角度

来说
,

只要能找到某个控制函数
,

把关节倒摆
“

摆上
”

郎可
。

但为 了避免冗余
,

这里采

用时间最优控制来研究
。

郎寻找一最优控制函数 U
.

( )t
,

使关节倒摆从初 始 的 do , n -

d o w n
状态以最短的时间摆上成为 do w n一

uP 状态
。

把方程 ( 2
.

2) 改写为
.

!二:;{
一 ,

。 (“ “ : )
·

【
2。一 。 .

::
s、 。 一 c · e o s才 8:

2。 一 c · e o s才夕: }
c (刁汐

: 一 刀沙
: ) 2 5全n刁 0: 一 F

: ·

刁沙
: + d s i n刁 8: + K

r U

c刁夕荃
s i n刁 0: 一 F

: ·

刁夕
: + e s i n (刁 6: 一 刁 6: )

( 5
。

1 )

式中 IU ( t )! 《 U。 = 2
.

5 v

f
。 (才 B: ) = ( 4 a b一 c二 e o s Z刁 0: )

一 i

令 X = (刁夕: ,

刁 6 : ,

刁夕
: ,

J 汐
: ) ,

则 戈 = j( X
,

U )

f
: = x 3

f
: = x `

f
: = f

。 x( 2 )
·

bZ K
f
U 十 (不包括U 的项 )

f
` = f

。 (x Z )
·

( Zb 一 c · e o s x Z )
·

K
,
U + (不包括 U 的项 )

我们希望把系统以初态

X ( o ) = ( o
, 一 二 ,

o
,
o ) ’

以最短时间转移到终态

X ( t , ) = 0 或 ,! X ( t , ) l! (
e

。 为给定正数

弓!入性能指标

( 5
.

2 )

( 5
。

3 )

( 5
.

4 )

1
·

d t == t r ( 5
.

5 )l
J

一一t
占二J

最优控制 U ,( )t 使 J t, 取极小值
。

令哈密顿函数为

H ( X
,

P
,

U ) = 1 十 P
, ·

f ( X
,

U )

= f
。 ( x Z )

·

K
, ·

[Z b夕 3 + ( Zb 一 e
·

e o s x Z)夕 . 〕U

+ (不包括 U的项 ) ( 5
.

6 )

其中
,

P ( )t 为伴随函数
,

满足伴随方程
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六
, , 、

OH
厂 欠` 少二 一 -不布歹

口名又
( 5

.

7 )

二由极大值原理得

U . ( t ) “ 一 U 。
·

S , 。

{K
,

·

f 。 ( x Z)
·

【Z b尸3 + ( Zb 一 e
·

e o s x Z)夕一〕) ( 5
.

8 )

郎最优控制是 b a n g一 b a n g 控制
。

对于 ab
n g一 b a n g 控制这样一种控制函数

,

如果我们知道控制量的初始值以及各开关

时间
,

那 么我们的问题就解决了
。

不幸的是
,

这些都不知道
。

由式 (5
.

6)
,

(5
.

7)
,

(5
.

8)

可以看出
,

要求出 U
.

( t) 的解析解是非常困难的
,

或几乎是不可能的
。

事实上
,

当
n 》 3

时
,

要想求出开关超曲面几乎是 不 可 能 的
。

因此
,

采用试探法进行数值仿具
,

先求出

U
.

( )t 的初步分析值
,

然后再经试验修正
,

最后得出一组可以实现摆上 控 制的 参数如

下
:

JJJ T III

刁刁 T ZZZ

t ( s e e
.

)

图 9

图 9 为摆上控制函数 U
.

( t)
,

其中 刁 T , 为
“

等待时间
” ,

在此时 间内
,

如果系统

状态已达到给定精度
,

就转接稳定控制
。

由图可知
,

只要两次开 关 就 可 以 使 摆 进 入

d o w n 一 u p稳定区域
。

图1 0
、

图 11 给出了摆上控制的物理过程示意图和实测曲线
,

而实现摆上控制的程序

框图则如图 12 所示
。

及
,

\
一

了
\

介
`

丫

图 1 0
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启 动

图 1 2

六
、

结 束 语

本文通过对关节倒摆数字控制系统有关问题的研究
,

实现了关节倒摆的稳定控制和

摆上控制
。

作者认为
,

该装置可以作为一个完整的现代控制理论和数字控制的教学实验

模型
。
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