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块对角主元法的并行计算

李晓梅 何新芳

提 要 本文给 出块对角主元法的并行计葬
,

证明 了用这种方法分解矩阵

是稳定 的
。

同时编制了向量 F O R T R A N 程序
,

在向量机上进行 了数 值试 脸
。

计算结果表明
:
当 n

> 10 0 时
,

向量计算比标量计葬快 10 倍以上
。

一
、

前 古p

解系数矩阵为
n
阶对称方阵的线性代数方程组

月尤二 B

的直接解法中
,

有高斯消去法
、

乔利斯基分解法
、

三对角形 因式 分解法
、

对 角主 元法

等
。

关于这些方法的稳定性
、

运算量和所需的存赊空 间
,

B o
cn h和 P ar le tt [ ` ] 给 出了分

析
,

我们在表 1 中列出了综合结果
。

众所周知
,

一个实的
、

对称正定矩阵月具有唯一的三角分解
:

A 二 M D M
T ( 1

.

1 )

其中M是单位下三角矩阵
,

D 是对角矩阵
。

在这种分解下
,

乔
;

利斯基法和三对角因式分

解法运算速度最快
、

稳定并保持对称性
。

但当 A 不稳定时
,

郎使 A 对称
,

分解式 (1
.

1)

也不总存在
。

如果存在
,

也会产生不精确的结果
,

在这种情况下
,

采取的补救办法是
:

(1 ) 决定一个交换矩阵 尸
,

使

尸丁月尸二M D M
T ( 1

.

2 )

但这种办法对某些特殊矩阵也会失效 ;

( 2) 一般情况下
,

采用高斯主元消去法
,

但这样体现不出 A 的对称性优点
,

而且运

算量大
。

1 9 6 5年
,

w
·

K ha
a n
考虑了二种对角主元法

,

一种是使用 二 。 = m ax { A 苦
, ` ,

IA ,
,

, A .,.
` 。

j , 庵

一 A萝
.

目}搜索整个矩阵
,

如果 。 。 = A 爹
, ` ,

则将 才` . `
作为 1 x i 主元块

,

并交换 第 l 和第

f姓
; 。

A
: ,

1
i 行和列

。

如果 二 。 = 卜寿
,

, A 。
.
: 一 ,

鲜
.。
}

,

则将 !
一

了
’ ` 一

了
”
l作为 2 x Z 主元块

,

并交换第 l
`

”
’

` ’ 一 ’ 一

L儿
二
吞 ..J

”
- -

一
- - - - , ·

- -

一
与第 j 行和列

,

第 2 与第 k 行和列
。

但这样 做比 高斯 全选主 元消去 法用的 乘 法多
。

K a h o n
考虑的第二种方法是仅对第一列和主对角线元素 进行 搜索

,

即 使用 m p = m a x

` ·
j

本文 1 0 5 5 年 6 月 6 日收到
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块 对 向 主 元 法 的 并 行 计 算 10 3

F EC丁 1
A一【。 ,

l
其中 C是 (n 一 S ) X S 阶矩阵

,

B 是二(n
一 : )不阶方阵

,

而 E 的选择 要保证分解 过程的稳

定
。

若 S = l
,

则 A 分解如下
:

E
一 I
C

T

I (一 1 )
( 2

.

1 )

,人
0

..1

.

..

.1, .

1
.....1

E0
,.j

.

.

..̀, .....J` 一

!套圳
一

峪
二

一 :
0

J (一 1 )

0

A ( ” 一 1 )

其中 A ` , 一 ” = B 一 C E
一 IC T 为 ( 。 一 l) 阶方阵

,

I `“ 一 ` ,
为 (n 一 1) 阶方阵

.

若 S = 2
,

则 A分解为
:

.. ..r..-t一J......

r E C T 1 r l
A = 1 1= l

LC B J LC E
一 1

0

I (一 2 )

0

只 ( ” 一 2 )

I ( 2 ) E
一 I
C

T

0 1 (一 2 )
( 2

.

2 )
E0

.r....L, ....皿」

其中 A (一苦) = B 一 C E
一 `
C

T ,

D e t ( E )共 0
.

E称为主元块
,

A `“ 一” 和 月 ` , 一幻 称 A 的减缩矩阵
。

对 刁
`一 ” 和 A `“ 一 ” 又可 作类似

分解
,

道到得到分解式 ( 1
.

2) 为止
。

这种分解法称为块对角主元法
。

如果合边
`” = 月

,

A 内 为月 的 k 阶减缩矩阵
,

则 由 A 内 到 A 夕
一 ` ,
的 分 解 过 程 如

下
:

第一步决 定 郊扔 = n 】a X

2` 犷` 为

A认飞}
。

若 矛扔 二 o
,

则 k 一 1送 k
,

再 执行 第一步
,

否则

合
r
为冈认飞}二邵扔 的最小行标

。

第二步若 }A l(t 飞I> a 兄内
,

则取 尸内 二 I
,

S = l 转到第七步执行
。

第三步决定 。 `幻 二 m ax !A软乙}
。

1 ` 邢 ` 几
用 呐 F

第四步若 !A (lt 飞fa 必 > a (刀 .) ) 2 ,

则取 尸尚 = I
,

S = 1转到第七步执行
。

第五步若 lA .(t 乙!》 a a( 幻 ,

则交换 A 内 的第 1与第
『
行和列

,

并取 S 二 1
,

执行
。

第六步交换 A 内 的第 2 与第
r
行和列

,

使叼认盖卜矛幻
,

取 S 二 2
.

第七步计算 A `卜
口 , 。

若 S二 1
,

则在置换 月内 以后计算

A认了
’ ) = A钾

, .

1+ : 一 A气份
: , : A界

: . 1

( A (lt 飞)
一工 , `

,

j = 1 , 2 , … ,

尤
一 1

若 S 二 2 ,

则在置换 A `幻 以后计算
。

转第七步

( 2
.

3 )

成佗丁
2 , = 辫份

2 ,

了+ 2 -
( A代

2 , : A认飞
一A代

2 . : 月认气) A界
2 , : + ( A锌

2 , Z A (lt 卜月柑
2 , : A认飞) A钾灿

一
一

一而啾月认U 月认飞一 A欲气)月欲气

,

j 二 1
,

2
,

一
,

K 一 2 ( 2
.

4 )

第八步K 一 S 送K
,

若 K > 1 转第一步继续执行
,

否则分解结束
。

为使减缩矩阵元素增长界达到最小
, a 值应取为

l + 丫万
8

= 0
.

6 4 0 4 : s ]
。

这种 串行工

作的流程图和运算童如图 l 所示
。
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寻找久( 今 ) :

l 刀 ., :
l》 a 久(含 ) ?

!

(K
一 幻 次比较

一次比较
,

一次乘法运算

( K 一 2 )次比较

一次比较
,

二次乘法运算

一次比较
,

一次乘法 运算

二次乘法
,

一次加法运算

K 一 1次
g 一 1次

乘法
除法

( K
一 1 ) K

2

1 土伙
、

eY
s

…
寻

犷
一 _

_

卜兰些…
` “ “̀ “ ” “ ’

1 I.y
s : ` 、

杏
“
气

, 、

……厂犷
a _ 一 `

’

1 } }
_ _

} N O

1 { { Y e s

今便用 2 x 2主元块

川
”

铡
式

杏 告 告使用 l x i主 令

计算乘式 元块 什算乘式 4 ( K
一 2) 次乘法

, 2

次乘法

和加法
土

( K
.

次

一幻次加法
除法运算

l
形成(A 为一 l)

形式不 ` 一幻 ( K 一
l) 《 K 一 2) 次乘法和加法运算

K
:
= K 一 l l

K
:
= K 一 2

三
、

块对角主元法拜行计算

上述串行算法如不加改造就道接搬到向量机上
,

就不能高效稳定运行
。

为此
,

我们

将它改造成并行算法
,

其计算步骤如下
:

第一步并行 寻找 刀
“ , 二 1l l a X

2减 “ 自

}A认左}
。

假定向量机的向量长度 为 L
.

不失一般 性
,

设 L = 2价
.

当尤
一 1> L 时 (除去 }月诀1! )

,

先在 K
一 1个元素中挑选 L 个绝对值较大的

元素
,

然后使用折半法从 L 个较大元素中挑选出绝对值最大的元素和相应的行标号
/

.

第二步比较 IA诀几}> 。 几沟
,

若成立
,

置 尸`“ , 二 I
,

S 二 1 转第七步计算
。

第三步在第
犷
行元素中

,

并行寻找 a ` k) = m a x }A煞套I
,

并行执行方法与第一步同
。

1 厦 m ` k
加 幸 f

`

第四步比较 !月欣左卜
`幻> IA认1} (矛

句 2 。

若成立
,

则 置 尸内 = I
,

S = 1
,

转 第七步执行
。

第五步比较 }月认于}》 。 。 `幻
,

若成立
,

置 尸`幻 = I :
,
, ,

然后并行执行

P (今 ,月 (今 ) P r今 , r

其中 I
; , ,

为交换单位矩阵第 1行与第
犷
行产生的置换矩阵

,

再转第七步执行
。

第六步令 (P
幻 = 1 2

. , ,

并行执行
,

尸`幻 A `幻尸 `k) 丁 ,

然后转第八步执行
。

第七步使用 1 x l 主元块
,

在置换 月 (幻 以后
,

并行计算 A `卜 ” 。

6IJ 对于 某一固定的

j
,

计算
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( i )

( 11 )

“ = A胃
: , :
/A针飞

尸钾
,

! !聪知 1 洲约

{
“

誉>ll
一

{
“

粉
` ’

…一…
“

州
l减之二受乡

.

尸 ! A诀备
+ : 」 LA欲左」

( 3
.

1 )

公式 (3
.

1) 中
,

当K 一 1> L 时
,

需对 K
一 1进行分段

,

不妨设 (尤
一 l)

计算 (3
.

1) 式
,

最后转第九步
。

夕L 二 K
, ,

再分创

第八步使用 2 x Z主元块
。

在置换 A `幻纵后
,

并行计算姓
`卜 ” ,

郎对某一固定的 j
,

计算

“ , = A界
2 , : ,
月认飞

“ 2 = 刁界
2
,.a A&l(, 飞

a 3 = 1 /(月气性飞
,
A认飞一 ( A认1)

2 )

刁,

l
、.

,JJ
山甲份

,占2

.

力
`

吞

、JZ,i、少-

此观聪
.:

` r.

ll
J

.

J.
.̀

...一

台

,口

「A认否

= 〔。
: 一 A锹

, A认)2

C

C Z , 1

〔a : 一 A认气
.

( 3
.

2 )一一

ō .......̀.,.....

C 。 _ 2 , - …A认飞

!
〕
·
, 、

2, :

{
1
·
A 、

. 2

,

l
.

ee
JJ ,.卫..J

十!!
.`J

`

J

r卫,.rI.

;
.̀.L

!形理} f

…训
一

{A认)l + :

b 2
.

,

b 3 . ,

b一 2
.

]

{七
` , ’

1争
[肠

一 : , :

= 1
, 2 , … ,

尤
一 2

同理若尤
一 2> L

的计算
。

需对、 一 2进行分段
,

不妨设 ( K
一 2 ) /“ 一 K ` 。 段迸卜粼刃

第九步K
一 S 送 K

,

若 K > 1转第一步继续执行
,

否则分解结束
。

其并行计算流程图和运算量如图 e
.
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并行寻找久(幻

}
l诬( l t飞 l》 a *` 。 )?

}

二
,

: 1
。 g : 乙: 次比 ,

,

二
,
一

(
`云

1

)

一次比较
,

一次乘法运算

K
,

r l o g
, L l次比软

一次比较
,

二次乘法

一次比软
,

一次乘法

二次乘法
,

一次加法和除法

22一K图ǔ一
i掐

K
尸

(K 一 l) 次乘
K

夕

(K 一 1 )次加
i 次除法

{ }
N
。

Y妇. 1 岁

…
并

了“
“

一 `

’
`

…
’
一

}

二
” ’

里笃
“ “̀ `” ” ’

1…“

“
` 、

去N
。 , . 、

……
,

一巴犷笠
、 一 _ ’

, } { 一 ! N O

1 1 } y . s

小 ( 2 、 2)主元块

{ 1{
” 算

尸
式

杏 杏杏
_

今
形成 A (掩一 U 形成月 ( k一 2〕 SK

’
(K

一 2 ) + 盛乘法

K
:
二 K

一 1

4 K
夕

(K
一 2 ) + 1加法

四
、

块对角主元法稳定性分析

使用第三部分方法解线性方程组 A X = B
,

其 中 A 为
n
阶对称非奇异 矩阵

,

B 为
n

推常向量
。

若X 表示 A
一 ’ B 的近似解

,

则存在
。
阶矩阵 E

,

使卞式成立

( A + E )戈 二 B ( 4
.

1 )

如果 E 很小 (在某种意义下 )
,

我们就认为叉接近原方程组精确解
,

并称该方法是

稳定的
。

下面
,

我们给出稳定性二种钊别标准
。

( 1) 对于某一个范数 }!
·

}}
,

如果比值

1IE !l

{{才 }1
( 4

.

2 )

很小
,

则称该法稳定
。

其中范戮采用
. -

}{ A ! {
. = 宜n a l

主̀ i一

: 二 二 n l a X
1 ` j ` ”

忍 fA
` , ,
f

习 IA
,

,

,
!

( 4
.

3 )

( 4
.

4 )A

当月为对称矩阵时
,

成立

}{IA }
. = 日A l }

:
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() 2设 月内 为A 的K 阶减缩矩阵
,

如果比值
:

T经哟
黔于.lA

,

,I ( 4
.

5 )

一致有界
,

则称该法稳定
。

下面
,

我们分析第三部分算法的稳定性
。

合
:

产 = m a X
1“

。
I `

.

拼`几)

!月
, , ,
1

!麟飞备t

( 4
.

右)

二二 n l a X
l “

,
I ` 为

( `
.

7 )

注意到第三部分的 邓幻 和 。 `幻 或者小于 川幻 ,

或者等于 l; `幻
。

如果使用 1 x l 主元块
,

在置换 A内 以后有

由算法第二步

由算法第四步

由算法第五步

.(A 飞了工
) = 码份

、 , , , : 一 A柑
: , :通W

: , :
}A铃 }

一 1

, 。 _ , 、 , ; ` 、
. , 。 一 、 ,

/ 。 ` 、

/
, .

1 \
拼

、 一 ` 产

` 尧 拼
、 ’ `

十刃 一 ’

/ a 气拼
、

” t l --I 一了 l
、 “ /

拜 (卜 ’ ) ( 拼`“ ) + (不` ) ) 2 / !A认飞! 《 升“ ) + 。 “ )
/ a

,
,
一 /二 1 、

《 拼 `.) 1 1 + 牛 】
、 口 /

, 。 _ , 、 ,
, . 、

. , 。 、 , , , , 、

/二 1 \
拼 “ 一 ` , ( 拜` B ’ 」

一
a ( ` , / a 健拼“ ,

1 1 + 人 }
、 a /

之遥
.

8 )
` 石

( 4
.

9 )

( 4
,

功 )

( 4
.

1 1 )

如果使用 2 x Z

月布
2 ) = A钾

2 , , 十 2

_

叼 i丝坦丝望玉

主元块
,

在置换 (A 扔 以后有

一 A卿
: , Z A 丛塑二军

2 , : + ( A锉坦丝三悠二丝锉
2丝丝望D丝雀二

( A气

(几 )
2 一 1

)为)

1 , 1
姓针飞/ A欲1

一 A认理)只认履
( 4

.

1 2 )

由算法第四
、

第五步

因此有

从而可以推出

IA (1t 飞I a `几’
<

a (几( 为, ) 2

}A认)2l < a a ( 几’

!月气飞飞! l只欲飞{ < a Z(兄`寿 ) , 2

}A l(t 气A欲训只针飞
一 月认飞i > 不

` ) ( 1一 砂 )

也就是

由此可以得到

一一一
;
卫匕一一一

一了 _

_ 王一
一

冈欣左月认 ,z/ A欲飞
一 月认左! 、 不` , ( 1 一 a2 )

产( 几一 2 )簇 产 ( ` ) + (只〔 k ) a 了寿) + a `汤 )元̀寿) )不寿 ) + ( a (方 )
}刁叭人}+ (兄`介 ) )

2

)。 `“ ’

以
( “ ) ) 2 ( 1 一 a Z

)
( 4

.

1 3 )

由第四步不等式得到 拼`* 一” 《 召 ( 为) + ( a a (几 ) + a `盛’ + a q 〔几 ) + a (几) ) / ( l
一 a Z )

( 拼 (` ) ( l + 2 ( 1 + a ) / ( 1 一 a Z ) )

= 群 (几 ) ( 1 + 2 / ( 1
一 a ) )

( 4
.

1 1 )
、

( 4
.

14 ) 得到

( 4
,

1 4 )

利用 ( 4
.

9 )
、

( 4
.

20 )
、

.am
· ; ( 。 ) ( m二 {(

1
J 个—

, “ + 2 / ( `一 ,了钾一
,一

}
;

( 4
.

15户
七

ō
.

`、、.了/
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当
(

1+

含 )
’ 一

(
1十

击 )
成`

,

“。当 a

一
( ` + 侧“ , /8一 。

·

6` ” `时
,

有

m a x 拼 (为 ) ( 拜 ( 2
.

5 6 )
” 一 ’ ( 4

.

1 6 )

( 4
.

16 )式说明第三部分方法是稳定的
。

uB cn h[ “ 1进一步证明 了块对角主元法的减缩矩阵元素增长界为 3 fn (n )
,

而全选主元

高斯消去法的减缩矩阵元素增长界为丫万 f (
。 )

,

其中

, 、

香
f (

” ) 一又*=zII 尤两 ) < `
·

“ n “
” ” “

五
、

数 值 试 验

我们在向量机上
,

针对列选主 元的高斯消去 法和 块对角主元法 分别编 制了标量

F O R T R A N 程序
,

伺时又编制 了块对角主元法的向量 F O R T R A N 程序
,

对不同阶数
”

进行了计算
。

它们的运算速度对比分别列在表 2 和表 3 中
。

计算结果表明
,

对于
刀
阶矩

表 2 块对角主元法与高斯列选主元法分解
。 阶

对称矩阵标量运葬速度比较表

。
一

T一T一T一比一度一速一法一方一种一
司一时一算一计

卜一法(s一一兀
,
2一兹T一角一对一块一

1
1
一
l

一
l

间时计算|法:(s一兀
,

.七T列斯一高
一

一

一
ù

矩阵阶数
。

2 5 6 3 4
。

3 19 1 9
。 0 6 7 1

。 8 0 0

12 8 4
。

6 6 4

_ _

经 2
。

8 0 6 1
。

6 6 2

8 0 1
。

2 5 3 0
。
79 5 1

。 5 76

6 0 0
。

3 50 0
。

24 3 1
。

4 4 1

表 3 块对角主元法分解 n 阶对称拒阵的向量与

标量运葬速度比较表

矩阵阶数
。

标里计算时间T
,
(
s
) 向呈计算时间T

Z
( s)

标量
、

向量速度比
丁二 T I/ T

:

5 0 0 1 29
。

0 4 3 5
。

12 7 2 5
。

1 7 1

2 5 8 1 9
。

0 0 7 l
。

0 4 5 18
。

2 3 9

1 8 0 7 。
07 4 0

。

4 7 4 14 。
9 3 5

2
。

肠0 6 0
。

2 2 7 东2
。 3 7 3

1
。

4 4 0 0
。

13 5 10
。

6 6 9

0
。

08 5 9
。

3 3 8

0
。

0 3 3 7
。

2 6 0

一8ùO一O一Où2一O一.一
.0

0
。

0 1 3 5
。

5 9 6

目0
19口ù,玉9411

叮了2一0
.一.一.

3 0
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阵分解来说
,

块对角主元法的标量计算比列主元高斯消去法标量计算快一倍左右
。

对同

一块对角主元法来讲
,

当
。
> 100 时

,

向量计算比标量计算快 10 倍以上
。

这说明研究算

法井行性对提高机器效率起 了重要作用
。

附 录 块对角主元法分解
n
阶对称矩 阵 的尚量 oF R T R A N

程序
’

1 3 0

S U B RO U T IN E V S I F A ( A
,

L D A
,

N
,

K P V T
,

IN F O
,

T )

I N T E G E R K P V T (
,

)

R E A L A ( L D A
, .

)
,

T (
.

)
,

M U L K
,

M U L K I

L O G I C A L SW A P

}
一

1 P IV O T B L O C K

R E R F O RM A N IN T E R C H A N G E

T ( 1
:
IM A X ) = A ( 1

:
IM A X

,

IM A X )

A ( l
:
IM A X

,

IM A X ) == A ( l * IM A X
,

K )

A ( 1
:
IM A X

,

K ) = T ( 1 : IM A X )

D O 1 1 0 J J二 IM A X
,

K

J二 K + IM A X 一 J J

T I = A ( J
,

K )

A ( J
,

K ) 二 A ( IM A X
,

J )

A ( IM A Y
,

J ) = T l

C O N T IN U E

P E R F O RM E L IM IN A T IO N

D O 1 3 0 J J = 1
,

K M I

J = K 一 J J

T ( J ) 二 一 A ( J
,

K ) / A ( K
,

K )

A ( 1
:
J

,

J ) 二 A ( l
:
J

,

J ) + T ( J )
一
A ( 1

*
J

,

K )

C O N T IN U E

A ( 1
一
K M I

,

K ) = T ( 1 . K M I )

2 x Z P IV O T B L O C K

P E R F O RM A N IN T E R C H A N G E

T ( 1 : IM A X ) = A
`

( 1
:
IM A X

,

IM A X )

A ( 1 , IM A X
,

IM A X ) = A ( l
,
IM A X

,

K 一 1 )

A ( 1 : IM A X
,
K 一 l ) = T ( l : IM A X )

D O 15 0 J J = IM A X
,

K M I

J = K M I + IM A X 一 J J

CU

VC
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15 0

17 0

8 0 1

T l =A仃
,
K 一 1)

A ( J
,

K 一 1 ) = A ( IM A X
,

J )

A ( IM A X
,

J ) = T l

C O N T IN U E

T l 二 A ( K 一 1
,
K )

A ( K 一 l
,

K ) = A ( IM A X
,

K )

A ( IM A X
,

K ) = T l

A ( IM A X
,
IM A X

. K ) = A ( K
一 1

,
IM A X

* K )

A ( K 一 1
.

,
IM A X * K ) = T ( IM A X

,
K )

P E R F O RM E L IM IN A T IO N

K M Z= K
一 2

I F ( K M 2
.

E Q
.

0 ) G O T O 18 0

D E N OM = A ( K 一 l ,
K )

一
A ( K 一 l ,

K ) 一 A ( K 一 1 ,
K 一 1 )

.
A ( K

,

K )

D E N O M = l 、 0 /D E N OM

D O 1 7 0 J J = 1 ,

K M Z

J二 K M I 一 J J

T ( J ) = ( A ( K 一 1 ,
K 一 1 )

一
A ( J

,
K ) 一 A ( J

,
K 一 1 )

一
A (K 一 1

,
K ) )

.
D E N O M

M U L K I = ( A ( J
,
K 一 1 )

.
A (K

,
K ) 一 A ( J

,
K )

.
A ( K 一 1 ,

K ) )
.
D E N OM

A ( 1 . J
,

J ) = A ( 1
z
J

,
J ) + T ( J )

.
A ( 1 , J

,
K )

A ( l * J
,

J ) = A ( 1 : J
,

J ) + M U L K I
.
A ( 1 一J

,

K 一 l )

A ( J
,
K 一 1 ) 二 M U L K I

C O N T IN U E

A ( 1
.
K M Z ,

K ) = T ( 1 : J )

C O N T IN U E

月

R E T U R N

E N D
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