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快速多项式变换 ( F P T)

及其在计算机上的实现

蒋增荣 赵殿阳

提 要 本文首先推导了两 种 快速多 项式 ( F P T )葬法
,

所需加法次数均为

A一= M N
. l o g :

N

然后讨论了 F P T 在计葬机上的实现
,

给出了详细框 困
。

在附录 中给出 了 F P T

的F O R T R A N源程序
。

引 古口

目前
,

多项式变换巳成功地用来计算一推及多推数字卷积
、

多推 离 散富里叶变换

( D F T ) 以及多项式的乘积
、

大整数 的 乘积 t 月
、 〔幻

、 〔 8 1
。

应 用多项式变换来计算二

推数字卷积及二雄 D F T
,

与常用二推 F F T 法相比
,

所需的加法次数相同
,

乘法次数可

减少3 0、 40 %
,

特别是 F P T 法具有高度的并行处理特性
,

从 而节省了计 算时间
。

1 9 8 3

年下半年
,

我们在 C Y B E R一 7 30 计算机上用 F P T 法计算二推数字卷积和二推 D F T (改

有考虑并行性 )
,

结果表明
,

计算时间减少了20 ~ 40 %
,

若用并行处理
,

计算时间可望

节省 6。、 70 % [ 4 ,
、

[刹
,

因此
,

国内外对多项式变换已 日感兴趣
,

正积极将它应用于工

业
、

农业及国防建设
,

以便取得更大的经济效盒
。

我们在〔6」中已详细地讨论 了当模M (习是有理数城的可约或不可约多项式时
,

多项

式变换存在的一系列条件
,

特别指出了当 N = 2
`

( t = l
, 2 , ” ·

)
,

M 二 2叹 m 二 一 1
,

。 ,

卜 ..)

时
,

如下一对变换是互逆变换
,

且具有循环卷积特性 ( C C )P
:

N一 1

五. (二 ) , 习 A
.

( z )乏
一七

m o d (二 . 万 + 1) ( 1
.

1 )

A
.

(之 )
柑` i _

习 且 , (二 )艺
一 ” `

m o d (二叮 N + 1 ) ( 1
.

2 )

其 中 乏= 二 2忍
,

{A
,

( )z }是已知的长为 N 的M N
一 1次多项式序列

:

,
.

(二 ) 一与
’ , 、` , z ` ( 。 一 。 , 1 , … , 、 一 1 )

本义19 B`年 ` 月2 6 日收刹
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A二
` ’ = R A乳

` ’ + f刁I 反
` ’ (n = o

,

z
,

…
,

N 一 1 , f 二 o
,

1
,

…
,

N M 一 l )

计算 ( 1
.

1) 及 ( 1
.

2) 完全不要乘法
,

这是多项式变澳获得许多应用的贡要原因
。

直接计算

( 1
.

飞)或 (1
.

2)
,

需要 N ( N 一 1) 对次数为 N M
一 1灼多项式加法

,

每对这样的多项式加法

需N M 次加法 (复加 )
,

所以直接计算 ( 1
.

)J 或 ( 1
.

2) 式共需

A 吞== M N Z ( N 一 1 ) ( 1
.

3 )

次加法
,

当N
,

M较大时
,

加法量是很大的
,

本文首先推导 ( 1
.

1) 及 ( 1
.

2) 的快速算法 (称为快逮多项式变换一 F P
`

r )
.

所需的加

法次数是
、

一 ` 一 M N V吨
,

N 莎
一

(l .4 )

与 ( 1
.

3) 相比
,

运算量的减少是明显的
。

然后讨论如何在计 算 机上实现这种算法
,

在附

条中给出 了F P T的 F O R T R人 N源程序
。

_

由于

; , 肚
·

多
, 万 `万一 ’ ) 二 l m o d (` 盆 N + 飞)

所以 ( ; )
一 ,
二 (二 , “ )

一 , , : , 叮 “ 一 ` , m o d (二 “ , + i ) ( 1
.

5 )

所以在 ( 1
.

2) 中以护盆 `”
` , 代替 (幻

一 ’ ,

便得到与 (飞
.

D 相 同的结构
,

因此 只 需讨论正变

换 ( 1
.

1) 的快速算法
。

二
、

快速多项式变换 ( F P T )的推导

为了方便
,

这里讨论 。 三
一

、的情况
。

这时 ( 1
.

; )成为
乙 /

通
, (二 ) ,

窗志 (二 )二
· , 柑

m o d (二
,

( k = 0
, 1 , …

+ 1 )
,

N 一 1)

( 2
.

1 )

由于 N 二 2, ( t = l, 冬… )
,

故设

k二 2卜 ` 》
: ` , + 2 `一 Zk

. _ : + … + 2吞; + 儿。 = ( k一
, ,

吞
` 一 : ,

一
,

k
l ,

k 。 )

。 二 2 ` 一 , : . _ : + 2 `一 2。 , _ : + … + Z n , + 。 。 = (。
, 一 1 , n一 , ,

…
, n , , ” 。 )

其中。 . , 。 ` 一 。 , 1 (、一 。
,

z
,

… , t 一 1 )
,

注意到 二 , 二 l m o d (二髻+ 1)
,

有

: , , 二 z ( 2 `一 I k : 一 1 + … + 2 k l + k 。
)

·

( 2 `一 I n 。一 z + 一 + 2 0 2 + n o )

兰 之 2 `一 l 。 : 一 z k o · 2 2 `一 2。 : 一 : ( 2儿一 + k o
)

. .

… z Z n l ( 2 `一 Z k ` 一 : + “ ·

+ 2九l + ` o )

二 , 。 ( 2`一 ’ “ 一 : + … + Z k : + ; 。
) m ( ,

d (二
诬

月二
。 , , : , … , 二 : _ , ( z ) = A

。 . _ 、 , …

+ 1 )

月 ” 移o

(习

( 2
.

2 )

( 2
.

3 )

( 2
.

1) 式就成为

万“ ,
一 : ,

…
, “ : ,

、 。
(二 ) 二

1

习
”
一 孰二 0

A
’

( z ) 之 2 `一 ’ n 卜 ,
k。

” o , n l ,

二
, 介 名一 1



快速乡项式变换( F P ) T及其在计算机上的实现

二 2 ` 一 2 。 ` 一 2 ( Z k 一+ k
o)

. .

… 二Z n一( 2 `一 Z k一 2 + … + Z k
一+ k

o
)

.

尹
。、: ` 一 ’ * : ~: + 一 + , “ : + “ 。 , m o d (声

十 1 )

。 ` 一 l y

注意到
z ` = 广 “

刀

` l m o d ( 2 理 + l )
,

并合

厂
N

o 一拍一 ,

一
” ` 一 2 ,

k o (之 ) ,
一

1 )
n 一 1 k o

m o d ( z 互 + 1 )
1
习

. t一 i =

。 A二
。 , 。 : ,

…
, , 一 : (二 ) (

又跳几
二 : ,

…
,
; : ,

;
。

(
` )

( 二 )尹
`一 ’ ” ` 一 2` 。

( 一 : )
” ` 一 Z k `

m o d1
习

” t 一 2

= 。 诬
·

;:孟
: , -

一
“ 。

N
,

(刁 , + 1)

万̀:一
,

、 、
, ` 。 `· , : 宾

。 ,豁 ;
, ,

* , 一 3 ,

…
,

; 。
( · )一

`2 ` ’ 3“ `

一 一 + 2儿l + 儿。 )

砚
·

( 一 z )
” ` k ` 一 2

N

m o d (之
又

“飞
`

六
1 , … ,

* : ,
; 。

( · ,一
。

宾
。 “豁 :

一 , , … ,
* : , 。 。

(· )一
`2 ` 一 ’ “ · - 2

一
“ :

一
,

.

( 一 1 )
。 。 “ `一 :

二 d (声
+ 1 )

柑

通. (二 )二互公) (
二 ) m o d (二

l + 1 ) ( k = o ,

1
,

…
,

N 一 z ) ( 2
.

4 )

方程组 ( 1 )就是多项式变 换 (2
.

1 ) 的迭 代 算 法一 F P T
,

首先根据 ( 2
.

3) 式算出 (礁
(习 }

,

它与〔月
。

( z) }仅在排列次序上有所不同
,

然后根据 ( I )依次算出又梦’ (劝
,

五沪 ( 二 )’

二 , ` 、 , 、 ,
_

、 。 、

一
, 。 ~

_
,

二 , 、 * . ` ,
_

,

、
, , 、 ,

~ ~
、 :

一
、 , _ : _ 。 、

_ 、 ,

N
.

一 * ~ 一一
…

,

A 丫
产

L 之 ) ,

田昭
.

4 少燕便份羊Ud 叭 z 少
.

毋吠达 1戈俐j女 rT 异 v1 河次欲为五 一 1 浏 乡现熟娜
`

法
,

共迭代 t 二 l o g Z N 次
,

所以本算法所需的加法次数是

, 一 、 ` ( ) 9 2、
·

夸
一

;
N Z`《

,

g ZN
( 2

.

5 )

由方程组 ( 1 )可画出 F P T流程图
。

例如 N 二 8
,

这时 ( I )就成为

月二
。 , 。 : , 。 :

(
z ) = A

。 : , 。 : , 。 。

( ` )

“忠
· : ,

k 。
( · ,一

慕
。 A二

。 , · : , · :

(· , ( 一 ` ,
” 2“ 。 1

一 d (· ` + ` ,

。 五思
。 : , 。 。

( “ ) 2 2儿。 ” ’
( 一 1 )

” ’ ` :
m o d (二 ` + 1 )

i
习丫
i习

还念
* : , 、 。

( ` ) !

A
( 3 ) ( z )
聪天, , ` 。又z

” 0
二 ! ,

及豁
* , , 、 。

(二 ) 二
” 。 `2“ 十 ` 。 ’ ( 一 1 )

” 。 ` 。
m o d (二

` + 1 )

又。 : , 、 : , 、 。 ( ` ) “ 月奚飞;
; , ,

* 。

(二 ) m o d ( z ` + z )

流程图如图 1所示
。



日 技 夫
·

1立后 国 防 科 技 大断 李 李 报

图 I N = 8 F PT 流程图

若将 ( 2
.

) 2式改写一下
,

还可得到另一种快速算法
。

_ . , _ _
( 2 , 一 l ” 一 r + … + Z o t + , o ) (名`一 王几一 l + … + 2` 一 + 人。 )

` 一 `

_
_ ` o (: 一 1。一 l + … + 2。 一+ n o )

. , 2` l ( 2 `一 Z n 卜 2 + … + 2。 : + 。 o
)

;二 . ` ` 卜 ~ 舀 .

. .

… 2z
, 一 , k ` 一 : ( , , , + ” 。 )

. 二“ `一 ` k ` 一 : ” N
o

m o d (之
, + l ) ( 2

.

6 )

于是

嘴
1

五。` 一 、 ,

…
,

。 : ,

;
。

( 二 ) 二 习 全
1 1

习 习 A
。 . _ : , 。 . _ 2 ,

…
, 。 : , 。 。

( z )
. 0二 0 . x = 0

n ` 一 2 = 0 月 . 0
已一 l

. 二“ 。 (“ `一 ` tt 卜 、 + … + 2二 、 + ” 。 )
.

产“ , ( “ ` 一 ’ 。 卜 2 +
一 + 2儿一+ 瓦。

)

. : : ` 一 2 ; 一 2 (:
· : +

一 )
. : 2 `一 ’ k ` 一 ,

一m o d ( 二侣+ i )

令

厂A说
n ` 一 2 ,

…
, 。 , , , 。

(之 ) `
1

习
” = 0

月
。 : 一 ; , , `一 2 , … , 。 : , 。 。

( 二 ) ( 一 z ) k 。 。 `一 :

` 一 l
, ~ 。 N

· 名儿。 (么
一 ` ” `一 2 +

`
二 + Z n : + ” o ) m o ( l ( 之

2 + 1 )

“豁。 : , … , 。 : , , 。

`· ) ·
。

之
。

毗
。 一 2 ,

…
, 。 , , 。 。

( · ) ( 一 1 ) “ :

一
. 宕 2` i ( 2 `一 3 。 : 一 s + … + 2 , : + : o ) m o d

万

( 之
1 + 1 )

1习了ù一A粽爱
)
一,

…
,

h一 2一” o ( 之 ) 通`卜矛)
_ _ . _

_

( 二 ) ( 一 z )秃
: 一 Z n : · 二2 `一 Z k

: _ , 。 。

o ` 咨为。 ,

k . ,

一 , n l , n o \ · / 、 孟 z
- - ·

-

N

n i o d ( 之
, + 1 )

A豁
* ,

:.
,

如
一 1 ( 之 ) `

界
月

。 A森孟;
,

…
,

*
. _ 2 , · 。

( 一 1 )寿

一
m o d ( 二

· + 1 )

就有
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一

一
一

一一
一

-
一

一
一

、 .

~
`

~ , ~ , r ~ , 侧 . . ~ , 口

柑

万。` 一 : ,

*一 2 ,

一 。 . , 。。
( z ) · 弋飞

, : ,

一 , 。 , _ 2 ,

。 . _ : (二 )。 O d ( z · + i ) ( 2
。

7 )

根据方程组 ( I )依次迭代算出月公) (z )
,

月份
、 ( )z

, … ,

月公) (幻
,

最后由 (2
.

7) 式便有

河. ( z ) ·那
) ( z ) m o d (声

+ z )

其中 k 是 m 的二进制逆序所对应的整数
:

k = 2
`一 l m o + 2卜 , m l +

· ` ·

+ 2胡卜 : + m `一

沉 二 Z t 一 l m卜 l + 2一爪一 : + … + Z m l + 勿。

这种快速算法所需的加法次数也如 (2
.

5) 式所示
。

当N == s 时
,

( I )成为

A豁
。 : , 。 。 ( ` ) `

峨几
。 : ,。 ( ` ) ,

弋
。 : ,

。 :

( : ) ·

河; : ,

。 : , 。。
(二 ) ,

流程图如图 2所示
。

哀
。 “ · : , · : , , 。`· ,`一 ` ,“ 。 ·

…
“ 。 “̀一 ’ 一 , nI o d (一 + 1 )

哀
。

弋
· : ,

二`· ) `一 ` ) ` : , :

一
“ :

一
d (一 + 1 )

哀
。

毗
* : , · 。`· ,` 一 ` ,“

: “ 。
m o d`一 + ` ,

月戳
。 : , 。 :

( , ) m o d (二` + z )

~ i ~ i

圈 Z N = 8 F P T 的流程圈

将 ( 2
.

2) 式变成其它形式
,

还可得到其它形式的快逮算法
,

读者不难自行推导
。

对于模为尹 . + 1
、

根为护万
、

长为N 的一般形式的多项式变换 ( 1
.

1) 式
,

其快速算法

可与上述算法一样建立起来
,

只要在图 i (图 2 ) 的流程图中
,

各中间步赚的乘积因子

以砂 ` 代换
z ,

就得到 (1
.

1 )式的快速算法流程图
。

这时所需要的加法次数为

A 一== M N
名10 9 :

N ( 2
.

8 )
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三
、

快速多项式变换在计算机上的实现

以图 1 表示的快速算法为例来说明F P T 在计算机丰的夹现
。

由于 F P T 和 F F T 形式

上极为相似
,

在下面的叙述中
,

采取 F F T的有关术语
。

在图 1 中
,

以 I 表示各纵列的编号
,

从左到右 依次编为 I = t
, … ,

2
,

1( N = 2’ )
,

每

一纵列对偶结点的距离为N
: 二 N / 2 ` ,

每对对偶结点均可用下述一对公式表示
:

过 ; 1

( 二 ) ! 丑 ; 1

( : ) + 二: ` 一 ` *召、 :

(二 )二。。 ( J
+ i ) ( 3

.

1 )

月* :

( z ) ! 刀* : ( 二 ) 一 二 2 `一 `
*刀* :

(二 ) m o d (岁+ i ) ( 3
.

2 )

其中 N = 2 ` ,

l = t
,

… , , 2 ,: z ,

N
: = N / 2` ,

k
:

= k + Z f N : ,
k : = k

: + N : ,

k = 0
, 1

,

… ,

N : -

1
,

f = 0
,

1 , …
,

2 `一 ` 一 1
.

对于编 号为 l( t > l》 1) 的纵列
,

(3
.

1) 及 ( 3
.

2) 式右边 B k : (习和

B k:

( 二 )是上一纵列结点 k :
不叻

2
处已经计算出的值

,

左边刁k :

(劝和刁`
:

(劝是当前纵列对偶

结点 k :
和k Z

处 的值
,

当 l = t时
,

B k :

(习及 B k
:

(习郎为给定多项式序列 t心 (幻 )的第k
: ,

k Z

个值
,

当 l = 1时
,

月几
:

( 二 )与月` :

(二 )官日为所求值通介
:

( 二 )与月` 2

(二 )
。

因此
,

只要 依次按 l = t
,

…
,

2 , 1 , f 二 0
,

1
,

… , 2 `一 ’ 一 1 ,

k = o
, 1 , … ,

N
: 一 1计算 ( 3

.

1) 及 (3
.

2) 式
,

最后便得到结果
。

下面讨论 ( 3
.

1) 及 ( 3
.

2) 式的实现
,

设

髻一
:

B 一( 二 ) = 习 B ( i ,

j ) z , ( 3
.

3 )
j = 0

争
,

A ` (怡 ) = 习 A ( f ,

j ) 二 J

j = O

于是 ( 3
.

1) 和招
.

2 )式便成为

勺、
1 ,

` ’砂 -

了= 0

督
一 :

’ 一

习 月 Lk : ,

j ) 二 J 二

j = 0

B ( k , ,

j ) 之 j + 二 : ` 一 ’ 髻
一 i

k 习 B ( k : ,

j )二 , m o d ( z 花 + 1 )
j = 0

, _ ,

q--l
刀 ( k , ,

z ) z 夕 一 二 2
一

“ 习 B ( k
Z ,

j
N

) 之 J m o d ( 之
理 + 1 )

注意到尹 二 l m od (

当k = 0时
,

刀

之 全

那

+ 1 )
, 之 , ` 一 l m o d ( 多

j . 0

N
交 + 1 )

,

便有

--l1习=j0妇名间

N一2= B ( k
: ,

j ) + B ( k : ,

j )

二 刀 ( k : ,

j ) 一 B ( k : ,

j )
( j = 0 , 1 , … ,

一 1 ) ( 3
.

4 )

、 .产`、2;
J。.

Jkk
了t了.、

才刁

当k笋 0时
,

月 ( k : ,

j ) = B ( k ; ,

j ) 一 B ( k : , 一 2 ` 一 `
k + j )

( j = 0
, 1 ,

…
,

2 `一 ,
k 一 1 ) ( 3

.

5 )

刁 ( k : ,

j ) 二刀 ( k
, ,

j’ ) 飞
一

B ( k : , 一 2` 一 ’
k 十 )j

N一ZN一22.
.

1
二

2

11

甲、
份

一

N一2A ( k
: ,

j ) 二 B (寿1 ,

j ) + B ( k : ,

j 一 2 ` 一 `
秃)

A ( k : ,

j ) = B ( k : ,

j ) 一 刀丈k : ,

j 一 2 ` 一 ’
k )

(] = 2 `一 ’
k

, …
( 3

.

6 )
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只要按 ( 3
.

4 ) ~ ( 3
.

6 )计算
,

就实现了 ( 3
.

1 )及 ( 3
.

2 )式
。

最后要说明如何由 { A
。

(习 }求麦才
。

(习 }
。

如 前所述
,

设 , = 2` 一 ` ” : _ , 十 … 十 2。 ,
+ 。 。

(。 ` 不 难 求 得 )
,

则 tn = 2 `一 ’ 。 。 + … + Z n ` 一 : 十 , :一 : ,

m 求 得 后
,

如 果 , , ,
>

, ` ,

则 将

刀。 (习与月
:

( )z 互换
,

否则不动
,

这样就求得 了 {A二(习 }

综上所述
,

可得到 F P T 的算法框图
,

由图 3 所示
。

卜今二

l]]] 二 222

kkk 二 000

jjjjjjj : 二 方
: 2/ 〕〕

寿寿寿寿二 2左十 ( j : 一 2了: )))

JJJJJJJ l
= J 之之

置置初值 N
, t ,

Vll
,,

,, (`
,

, , }翼::l ::: :丸二{{{

NNN Z = N / 2` l : = 2
` 一

’ 召 ( i
, 了) 一 A ( i

, 了少少

l]]] 二 222

kkk 二 000

AAA ( 左: , 7 )
二

一

打(左
: , 了 )十刀 (人

: ,

V
: + 少一 尸 )))

BBB 〔介
, 了)

·

}了丈h
: , 了 )

一
l子( k

: .

N
: + 了 一 刀 )))

jjj : 二 [’]
: 2/ 〕〕

寿寿二 2左十 ( j : 一 2了: )))

JJJ l
= J 之之

月月 (介
: ,

, ) 刀 (左,
,

z )
一

B ( h Z , 了 一 刀 )))

才才 ( k: ,

j ) ! B (人
: ,

了 ) + B ( k Z , 了 一
尸 )))

图 3 F P T计算框图

附录中给出 了F P T 的 F O R T R A N源程序
,

这个积序 仅 实 现上述计算过程
,

不是标

准的
,

很多地方可以改进
。
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这里给出多项式变换
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(习 “ 名 月
。

(习 (动
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。 d (严 十 1 ) l(j = o

,

1
,

…
,

N 一 l)
,

其中 : = 矛
’

M / N
.

快速算法
目 = 0

的F (l1) 砚
’

R A N源程序
,

系数是复的
。
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