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关 于 鞍 点 定 理 及 其 推 论

周茂堂 杨向木
.

提 要 本文指出了鞍点定理的推论的数 学结果是不正确的
,

并进而讨论了鞍
.

氛的

存在条件
。

古口

近几年来
,

在研究原子高激发态等问短中
,

提出了一个马鞍点定理 { 11
,

它由下面的

定理及其推论构成
:

定理 令 泞 是体系的哈密顿算符 (是厄米的 )
,

它的本征 函数为 八 (朴
,

叻
:

(劝
,

“

一
,

功` (朴
, ·

一
,

相应的非简并本征值为 E 。 ,

E : , ·

一
,

E
` ,

… …
。

对于任意的 N > 1
,

定义一个归一化函数
扣

必。 (` ) 一属
` , 叻̀ (铲) ( 1 )

合泞在正交于 必
。 (粉的子空间中的久期方程的本征值为 只: ,

元: ,

… … ,

元` , … …
。

把 之
`
视为

{ f , )的函数
,

那么 久
`
在 t . = 0 时具有极值 几` = E ` .

为证明这个定理
,

可以构造一个尝试面数

砂(尹) == C o功
。 (尹) +

其中M > N
.

在我们感兴趣的子空间中
,

有

.砂
`> = ( 1 一 l协

。 > <
功

。
} ) I叻

>

刃

材

习 C ,砂` (幻 ( 2 )

= 习 C `
[ 1砂

` > 一 了̀ l功
。 >

] +
万

习 C
`

}势
= 柑 + 1

( 3 )

因为方程 ( 3 ) 右端第二部分中的每一项都是泞的本征西数
,

并与第一部分中的各项正

交
,

因此
,

省去 ( 3) 式右端第二部分
,

不会影响对于 i = 1 到N 的各个 几
`
的求解

。 `= 1到

N 的 N 阶久期方程的矩阵元为
<价一 t `功0 1泞 一 又 I矽, 一 t ,功

。 >

= ( E一 孟) d ` , 一 才. t , ( E’ + E
, 一 几一 万 ) ( 4 )
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其中 丫
’

“
一

`
一

`

二 口
’ ·

, 1 .
’

万 = <
H

> 二 <
必

。
!勿 功

。 >
N

= 习 片E
` = 0

N

= 1 一 习 纬
` = 1

( 5 )

( 6 )

由此得到久期方程

( E
: 一
幻 一 t 釜( Z E

: 一 只一 万 ) 一
· ·

一
t ; t, ( E

: 十 E
, 一么一 ii )

· · · · · · · · ·

·

一
.

……峰… : 如琳
, .

…井
. .

… ·

… …钵
·

, … … : ,

;…… `
·

一
。

. . . . . . . .

… …
娜 . . .

…
一 t ` t : ( E

, + E ` 一 几一 万 ..)
· · · ·

… … ( E ` 一
幻山厂

·

t ` t, ( E
` + E , 一 久一 万 )

推论 对于 i二 1 ,
·

” 一
,

N
,

方程 ( 7) 的本征值 石为

“ `一二 ` + (二 。 一 二 。 ) , , +

禽浩会 i
矛 , , : + O ( , 。 )

( 7 )

( 8 )

这里
,

习
,

是指在求和中不包括 f
.

根据这个数学 结果
,

原文指出
,

按通常所设 E 。
< E

` ,

因而当 t ` 一 O时
,

之
`

便 达到

其极大值 E
`

·

按通常所见的变分法尸 E
`
可纵作为极小值出现

。

所以
,

把变分 原理和上

述推论结合起来看
,

E
.
就是一个鞍点 ( S a d d l e p o i n t )

。

二
、

推论的数学结果是不正确的

为 了方便
,

合 E
。

< … … E
`
< … … E

。
< … … 0 (例如原子体系 )

凡`的过程写起来很麻烦
,

又不容易明确地看比河题
。

下面仅就

功。 (尹) 二 t 。 砂。 (矛) + 才̀砂` (尹) + t 。沁 (产)

进行讨论
。

由 ( 6) 式

暗 + 挤 + t二二 1
.

。

从 方程 ( 7 ) 解出

此时方程 ( 7) 成为二阶久期方程

}( E
。 一 几) 一 t苦( Z E一 几一 H )

}
一 t ` t . ( E ` 十 E一 几一 H )

由此得到

一 t
,

了试 E `十 E一 几一 H )

( E 。 一 幻
一
嵘( Z E一几一 万 )

L(E
。 一 幻

一 `
柳 .E

二

冬
一

)H 1([ 凡
一 幻 一 `

沁岛
一 几一

御 ]

一 嵘找(E
. + E一朴 万 )

’

其中
1

. ·

万 = E
。 十 t苦( E

。 一
E

。 ) + 嵘 ( E一 E
。 )

由 ( 12 )
,

( 13 )可以看出
,

由 ( 1 1) 解得的两个解 之`
和标 必为 峪及 嵘 的函数

,

几
, 二击 (l 矛

,

嵘 )
,

偏二益 (叮
,

峪 )

由 ( 1 2 )还可以看出
,

t ` = O时得

还` ( 0
, t二) = E

`

( 9 )

( 1 0 )

( 1 1 )

( 12 )

( 13 )

自口有

( 14 )

( 1 5 )
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再依原文 3) 1 (式

将 之` 在t `二 O处展开

, . ( , :
,

,:卜 , ` (。
, 才: ) +

豁1
. ` _ 。 : ` +

合箫
,卜粤黔 }

t i 一。
’

O U 不`一 ! t ` = o

( 1 6 )

心十… …

一一
0吕…

走r`

.

元一
渗̀、

d一
、
d

( 1 7 )

依据 ( 15) 式
,

上式右端第一项为 E
。 ; 依据 ( 16 )式

,

右端 第二项为 O ; 仿 照原文 ( 2 1 )
,

(2 2) 式的作法
,

依据原文 (2 7a)
,

( 2 7 b) 的结论
,

可见上面 ( 17 )式中
,

从右端第四项往后

各项均可略去
,

因为在 O (t “ )以内它们均无贡献
。

由此
,

( 1 7 )化为

兄
`

( t苦
, t二)去 E

. +
1 a Z几`

2 a t苦
}
I t ` = o

( 1 8 )

_
` 、

… _ _ 二
, , _ , ,

` 1 护 几
`

}
,

_

_ _ _ _ 、 , ,

一
` 、

二一 ~ _ 叭
. , 。 ~

川以仿照原又的作怒粉
一

乏
一

石汗 }
。 ` 一 。

似
。 , 。 , ` ’ `

”
’

, ” , ” ”
` ’ ,

U ’处枚 t叼股井
’

进 IIU 不u用你

文 ( 1 6 )— ( 2 1 )式及 ( 2 5 )
、

( 2 6 )
、

( 2 7 e )
、

( 2 7 d )各式确定之
。

在我们的具体情况下
,

可

以道接将本文 ( 12) 式等
一

号两端分别对 t `
求偏导两次

。

注意到既然是对 t `
求导

,

当然 意

味着是在巩究元
`的展开情况

,

因而 ( 12) 式中的 入自然视为 兄
`
(挤

,

t三)
。

同时
,

在 求导时

要利用 ( 13 )式
。

两次偏导作完后
, .

令方程中出现的 t一 。 ,

当然式中的 几.
便成为还

` ( o
,

t劲

= 0 (依据 ( 16 )式 )
。

整理后得到
:

t ` = 0

丹

凡一子̀乌口一
、
d

E一一

1 a Z几`

2 O t梦
= ( E 。 一 E ` ) 十 ( E一 E o ) t柔

( E一 E
。 )

2

( 1 一 t盖)
“ t二

十 (瓦 二 E .

+) 〔Z E奋一 E
`二 E 。 一

嵘刃万 . : E
。 )

= ( E 。 一
E

` ) + ( E一 E
。 )嵘十

( E一 E
。 )

“
( 1 一 t二) t盖

( E
` 一 E 动 十 ( E

, 一
E

。 ) t盖

( 1 9 )

将 ( 1 9 )代入 ( 1 8 )
,

之`去 E
` 十 ( E

。 一
E

` )峪十 ( E一 E 。 )t 盖终十
( E一 E

。 )
”

( 1 一 t盖) t二t苦
( E

` 一
E 动 十 ( E 。 一 E 。 ) t二

二 E
` 十 ( E

。 一
E

` )终十
( E 。 一 E 。 ) ( E

, 一 E 。 )
(凡 二

瓦 )干(玄石二瓦 歹磅
t子t二 ( 2 0 )

将 ( 20 )式的第三项展开
,

保留 t 的四次方以下的项
,

则

石三 E
` + (鱿

,

= E
` + ( E

o

百
`
) t矛+ (`

-

E `

i)l 十 (
一

与
二

E
。,

) ( E
` 一 E

O

)

E
` 一 E .

:

小
!

会任瓮
艺

刁
一 `

￡ ,巡万 ,
~

二互迎
,

E
` 一 百 . 二t幸

一

j
一

O ( t 6
) ( 2 1 )
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若将1 ( ) 2式道接对 t
; 2

求导
,

而将 几
`

按 t产展开
,

也可以很方便地求得 ( 2 1) 式
。

容易看出
,

根据原文推论
,

郎本文所列的 ( 8 )式
,

凡`
应为

元
`
士 E

` + ( E
。 一

E
` ) t于

.

( E 。 一
E

` ) 2

卞
- 一万不尸一一 , 补一

一

乙 诬一 乙 妈

t盖t圣+ O ( t 6 ) ( 2 2 )

可见 ( 2 1) 式与根据原文推论所得的 ( 2 2) 式在第三项上不同
,

这就清楚表明
,

将原文推论

的数学结果用到 (暗
,

t专
, 了劫的情况时

,

得到的结果与实际不符
。

问题出在原文的 ( 2 8) 式
,

而

原文改有对该式的求得提供任何详细的论证
。

可以想见对于任意的几
` (t 费

,

咭
, … … ,

终
,

… … ,

嵘
,

… …
,

踢)
,

应有下式

汪` = E
。十 ( E

。 一 E ` )t 于十 乞
,

二鱼 二

导丛警
二丛立,子,孟+ o ( ,

。
)

几= 1 丈二 ` 一 上` 今

( 2 3 )

我们在此不对 ( 23 )式作系统
、

严格的证明
,

而只是把它看作是 ( 21 )式的自然推广
。

因为

实际使用鞍点定理时并不需要 ( 2 3) 式的具体形式
,

重要的是应当明确由这个推论所得出

的关键性结论
:

t
`二 0 时 兄` 一 E

` ,

在保证 E
`
> E O 的条件下

,

是否如原文所指出的那样
,

之` = E ` 是作为极大值出现 ? 下面将要指出
,

E `
> E

。
这一点

,

并不能保证 E `
作为极大

值 (郎 鞍 点 值 ) 出 现
。

要说明这个问题
,

无需从普遍公式 ( 2 3) 出发
,

只需根据 ( 2 0) 式

就可以了
。

上面
,

我们从 ( 9 )
,

( 10 )两式出发所作的推证
,

从某种意义上讲
,

是利用了

一个特殊情况 (t 若
,

f釜
,

t勃验证了原文的普遍性推论的数学结果
,

从而说明原文 结果 是不

正确的
,

并立足于 (瑞
,

t梦
,

t劲的结果
,

加以推广得出 ( 23 〕式
。

下面会看到
,

尽管必
。叉峪

,

玲
,

t黝

只有三项
,

但的确可以说明
,

所考察的能级同 功
。
中所含各项之间的 关系

,

从而 认清
,

到底 在什么条件下才有具正的鞍点存在
。

三
、

讨 论

( 1) 在 E
。

< E `
< E

。
情况下讨论 石

为方便起见
,

令 ( 2 0) 式第二项及第三项分别用 T : ,

T 3
表示

。

一 ( E一 E
。 )嵘

( E ` 一 E 。 ) 十 ( E一 E 。 )嵘

l

一 ( E一 E
`

)

( E
。 一

E
。 )嵘

( 2 4 )
一一肚几

下面
,

我们将指出
,

在下述条件下
,

( 20 )式的第二项及第三项之和为正值
,

因此
,

虽然

满足 E
。

< E
` ,

但当 才̀ , 0时
,

义` 是从高于 E
` 的方向去逼近 E

。 的
,

即 此时的 E
` 不是

象原文所说的
:

为极大值
,

从而使 E
` 为马鞍点 ; 而是像通常所见的变 分法那样

,

从高于

E : 的地方
,

向 E `
这个

“

锅底
”

逼近
。

这种情况发生在下述条件成立之时
:

一 1

众异瓷议
一 ` < ”

( 2 5 )

, _ , : , . , , ,

_ T
: / _ 、 、 , 。 , , 厂 z ,

~
_ 卜 , 、 _ _ ~

_ , , , `
_

_ L _ , _ .

_
.

_
、

_
.

_
.

_ _

_ ~ 一 IT
。

}
_

仕此余什 卜 ,

万又。 ,

“ 明 ’ 3 贝 ` 阴足止胆 ` z , 育正是贝但 ) , 问盯池 叫保址 }式 }夕
,

,

郎 T :
比 T Z

占优势
,

当然 了 : + T
、
是个正植

。

由 (2 5) 得

_
,

E一 E
`

U又 下尸万 — 、 于井 又下 ,
戈 l

一

又乙 . 一 乙 。 ) 不益
( 2 6 )
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一
. 。 、

E . 一 E
。 _

.

~
`

_
. 、

… _
. _

~
、 、 , , .

_ 。 _
. t 、 ,

一
.

_
. , , ,

~
, .

~
, _ , . _ ~ _

. , 、 J

即 信夕瓦二下百盯
,

就叫以便原x 脚况的帐点小放立
,

血上间推得的杀件
,

住头际构适

功
。 时不是不会出现的

。

这从另一个角度说明鞍点的存在是有条件的
,

要想使用 鞍点 定

理处理问题
,

在构造 叻
。 时

,

必须留意 嵘“ 卜势
.

}功
。 >

}
’ 的大小

。

( 2) 在 E 。
< E `

< E . 情况下讨论 福

仿照 ( 2 0 )式
,

枯 = E . + ( E
。 一 E . )嵘 +

( E一 E
。 ) ( E

, 一 E 。 )

( E一 E
. ) + ( E

` 一 E 。 ) t梦
峪嵘

T 3

万 =

一 1

( E 。 一 E ,)

( E
` 一 E 。 ) t斧

恒小于 0

+ 1

.

_ _
_

… _
_

_ _
, _ . _

_
_

_

二 _
.

.

…
_

` .

I T
。

l
,

_
,

_

_
.

_
.

由士 了
’

2

刽
,

故知 了 3
夕”

·

义 因为上式分 母恒大寸 1
,

故 由上式司知 !广卜
` , “ lIJ 了 3

1

< }T
Z
lo 可见在此情况下

,

-t ` 0 时
,

坛 确实趋于鞍点值 E 、

四
、

结 束 语

在上述推证与分析中
,

我们指出了鞍点定理的推论在数学表述上的不正确处
,

及由此

而引起的关于鞍点存在条件方面的不同看法
。

应当指出的是
,

只要注意到这个定理的使

用条件
,

则可以用它处理十分广泛的问题
,

如
:

弹性及非弹性散射和其中的量子共振问

题
,

原子自电离问题等
。

总之
,

对处理原子 内壳层有空穴的高激发 态 问题 是相当 成功

的
。

本文的工作将有助于对鞍点定理的理解与使用
。

正确掌握鞍点值及极小值的出现条

件
,

就可以在计算中正确认识计算值对真值的误差方向
。
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