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W C E 迭代算法的收敛性分析

陈学敏 郭桂蓉

提 要 本文针对 D
.

F
.

Del on g教授在文献 【l] 中提出的一种新葬法—
W C E 迭代葬法

,

运用非线性数值分析理论
,

导出 了该葬法 的收欲条件
。

进 而
,

从理论上证明 了 W C E 葬法的收鼓性与初值选取无关
。

并且
,

这 一结论也由作

者通过计葬机仿真研究取得的数位结果所完全证实
。

引 古口

一些广泛应用于信号处理的算法
,

如
:

L M S算法
,

S M I算法等等
,

它们的收徽性都有

较为完整的分析 2[ ][ ” 〕 。

为了解决相关干扰背景下信号的多通道检测间题
,

D
.

F
.

D e工
(〕

gn

在 [ 1〕中提出了一种称为加权协方差估计 ( W
e i g h t e d C o v a r i a n e e E s t i m a t i o n

一W C E )的

新算法
。

该算法在抑制相关干扰方面有 良好的性能
,

并且在得到大的 广义 似 然 比值方

面
,

较以往所采用的算法 (如 S M I算法 )有明显改善 [ 1〕。

在讨论该算法的收徽性问题时
,

D
.

F
.

D : lo gn 指出
: 1[ , N 二 2 (接收感元数 ) 情况下算法的程序已 编出

,

对选 取不同的

初值均未遇到不收激的情况
。

但同时 D
.

F
.

D e oj
l l g也明确指出

:

该算法的收 傲 性还没有

从理论上得到证明
。

本文将基于非线性数值分析理论
,

通过求解 W C E 算法收徽条件来

解决这一问题
。

本文中的理论结论已为计算机仿真研究的数值结果所进一步证实
。

在第二节中先简述 W C E 算法的建立过程和计算方法
。

第三节是对 N = 2 情形下
,

W C E算法收救性的理论证明
,

第四节讨论用计算机模拟验证理论分析的结果
。

二
、

加权协方差估计 ( W C E )算法

G a us s 干扰的统计特性完全由其协方差矩阵表征
,

该协方差矩阵将直接影响到最佳

接收机的结构 43[
。

由于缺少干扰背景的先验知识
,

因此
,

须由观测值 估 计其 协方差矩

阵
。

假设干扰的协方差矩阵是用 N 维复观测矢量 艺的 K 个独立采样值 进 行估 计的
。

令

另
` J ,

(J = 1 , 2 , ”
·

…
,

K )表示矢量艺的第 J 个采样矢量
。

按 N yq iu st 速率进行 采样
,

得到

的办
` , ,

办 2)
,

… …
,

办 )K 是K 个独立 矢量
,

假设观测值中只存在干扰
,

这时每个采样矢
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量的概率分布密度为

旧 防 料
.
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尸 (艺 )= (二 )
一 ,

·

!何 }
一 `

·

e x p ( 一 艺
’

材
一 `
艺 ) ( 1 )

其中M为协方差矩阵〔幻
。

M 二 E 〔艺艺
,

于是
,

艺“ ,

P (艺( 1 )

艺` 2 ,

勇( 2 )

,

… …
,

艺体
,的联合概率密度为

一
“ (̀ )

,一 `汀 ,一
`

典
,
,M

· `
一 `

… p

{
一 (

启
, “ (

一 、
工

·

“ (一 )

}
(2 )

其中卜 1
,

表示矢量的共扼转置
,

M
J
是第 J 个茱样矢量的协方差矩 阵

。

若对所有 K 个采样矢量
,

干扰的协方差矩阵是不变的
,

则 G oo d m an 【5
,

定理 4
.

1] 指

出协方差矩阵的最大似然估计为

么 一丸 -

一瓜 一

资争
(一 “ (

一 ( 3 )

由此便可得到 S M I算法
。

对于具有明显不平稳因素的干扰
,

假设所有采样矢量都共用一个干扰协方差矩阵是

不恰当的
。

但需要各采样矢量都具有某种共同的规律
,

否则会因为参数太多而无法完成

估计
。

在 LI] 中D
.

F
.

D e lo gn 提出了一种有实际意义的干扰协方差矩阵的数学模型
,

其形

式为

M
J = 。 ; C ( 4 )

式中
, 口 ;是第 J 个采样矢量上的干扰功率

,

C 是协方差系数矩阵 ( C “ “ l )
。

该模型意味着
:

所有采样矢量的协方差系数阵相同
,

但对不同的采样矢量而言干扰

功率则不同
。

实际上
,

C 和。 ; ( J = 1
,

2
, “

一
,

K )均未知
,

但基于 ( 2) 式
,

( 4) 式可以得出它们的

最大似然估计 1[ 〕 :

、

,
沪、 .了臼勺6

吸了、 /暇
、

铸一

沪
(` ’ ,

`
一 l“ “ ’ “ 一 `

,

“ ,

一 )K

户_ 生委
`

星竺二呈兰兰

通常
,

这类方程组的数值解要经过迭代运算才能得到
,

加权协方差估计 ( W C E ) 算

法
,

就是 D
.

F
.

D e lo n g为此而提出的
。

下面给出W C E算法的迭式算式
。

在观测为二维 ( N 二幻的情况下
,

由 ( 2) 式
、

( 4) 式有

l = In p (忿`” ,

艺
` , , , … … ,

艺
`K , )

` K , 一 一

= 一 Z K l n “ 一 2 万 In 。 ; 一 K l n }C {
一 名 子

二 Z ` J , ,
C

一 ,
Z ` J , ( 7 )

J = I J ” 1 。 了

对好乒 0 ( J 二 1 , 2 ,
· , ·

… ,

K ) 和 C 求最大化
。

d l
_

气, ; 二
二 V

d 七
( 8 )
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会鱼缉翌
-

J = z 口了

鱼杏具
互

{
口下 }

{
一

二餐l兰
-

」

!万润1一K}Z , :

}
2

。 ;

!名润1一KZ 了
I
Z

J Z

。 ;

弓能拍介
=

从而

l = 常数 一 K lr] }BI
一 2 习 加 二 ;

令

” 一会
附一资

一 }Z J l

l
2

口 ;
> 0

R , J = }D
, 一 D J

}
2

( I 二 1
,

2
,

… …
,

K , J = 1
,

2
,

K )

则由 ( 9 )式
,

( 1 1 )式得

}BI = 工矛
, R杯

2

其中
「

才
1

评 = W
Z

称作加权矢量
。

不
`

于是

l二常数 一 K 、二命
,

R杯 十 :
全、二砰

了

了 = 1

对万
J求最佳得

:

r r 二 ,
。 淤

、

1
护下 J 戈Z t F犷 ) J 二

~
二二

八
讨

,
R评 (J 二 1

,

2 , ~
·

…
,

K )

该方程的解显然与不的因子无关
,

故

不
,

( R矛 ) J 二 1 (J = 1
,

2
,

… …
,

K )

由此得迭代算式如下

、 J

(L 十 : )一了
.

一艺
R ; J
附

, ( L )

( J 二 1 , 2 , … …
,

K )

( 9 )

( 1 0 )

( 1 1 )

( 1 2 )

( 1 3 )

( 1 4 )

( 1 5 )

( 1 6 )

其中 L 为迭代次数
。
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三
、

W E C算法收敛性的理论分析
.

对于迭代算法
,

一般需要讨论以下几个基本问题
。

( i ) 迭代程序的适定性
。

即要求所给出的迭代过程始终有意义
。

对 W C E 算法
,

这已由各参数的物理意义保证 了
。

i( i) 迭代程序的收救性
。

即迭代过程的收救条件是什么
。

W C E 算法 的收教性
,

正是本节所要研究解决的问题
。

i( ii ) 迭代程序的收救速度
。

W C E算法的快速收救问题将另作研究
。

从 ( 1 6 )式
,

不难看出
,

这实质上是一组形如

牙
;

= F
,

(牙
1 ,

万
: , … … ,

附
` )

牙
2 = F Z (研

; ,

研
: , … …

,

砰
二 )

: : ( 1 7 )

不
K 二 F 以附

, ,

万
: , · ·

一
,

砰动

的非线性方程组的迭代求解问题
。

迭代过程按算式

万
,

( L + 1) 二 F
;

【牙
1

( L )
,

牙
: ( L )

,

… …

不
2

( L + l ) = F
Z

[研
:

( L )
,

班
2 ( L )

,

… …

W
` ( L + l) = F 式研

;

( L )
,

牙
2 ( L .)

· ·

…

进行
。

其中
,

F , ( w
, ,

牙
2 ,

… …
,

牙
二 ) 一 1

/ 全R ` j 、 `

/ 百二 i

,

班
` ( L ) ]

,

才
` ( L )〕

( 1 8 )

,

砰
: ( L ) 〕

( j = 1
,

2
,

… …
,

K )

因此
,

可运用非线性数值分析方法
,

对 ( 18) 式的收教性进行分析
。

为此
,

先将后续

分析中需用到的有关定理引述如下〔“ 〕 7[ 〕。

定理 l 对于任意 , x 。 阶矩阵 A和任意正数 。
> O

,

存在 R 仇
中某范数

,

使下式成立

1IA l l ( p ( A ) + 。 ( 19 )

其中P (月)为矩阵 A 的谱半径
。

p (月 ) = m a x
{ l几{ I几任只(刀 ) } ( 2 0 )

定理 2 设矢量值函数户
:

D仁 R
q

, R , 于闭球

切 = {评 川评
一
讨

0
11 ( 占

,

占) o }仁 D

上连续可微
,

则对任何评
,

评
`
任切成立

1 1户(评
`

) 一 户(评川 ( s u p 11刀声(评 + r (译
` 一 尿 )川

·

日评
, 一
评 1 1 ( 2 1 )

0 ` t 《 1

其中D 丸门为户卜〕的导数
。

定理3 设户
:

D 二 R ,
, R“ 在闭区域 D 。〔 D上满足条件

11户 (评 ) 一 户 (牙
`

)! I( 尸 }!砰
一
才

`

l}
,

v 砰
,

评
`
任 刀。 ( 2 2 )

心< 尸< 1 ,

且户( D
。 )仁 D 。 ,

则对任意才
。任 0D

,

迭代式矛
L 十 : = 户(评

: ) ( L = o
, l

,

… … ) 产

生序列 {耐
:

} c D 。
收激于方程组评二 户(评 )的唯一解砰

,
任 D

。 .
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为了回避对 (18 )式直接进行分析所存在的困难
,

下面将采用一种包含该式在内的更

广义的表示方法
。

考虑非线性方程组
:

牙
; = q F

;

(研
; ,

不
2 , … … ,

万
` )

牙
: = q F

:

(牙
: ,

万
: ,

… … ,

研
` )

: : ( 2 3 )

研
` = q F ` (研

; ,

研
: ,

… …
,

砰
` )

其中 q 为任意正数
。

F ` ( i = 1 , 2
,

… …
,

尤 )的意义同前
。

根据 R ` , 二 !D
` 一 D习

2有 R , ` = 0 ,

而由物理意义知 i并 j时
,

R ` , > 0
。

故可定义矢量值

函数

D
I

仁 R K
) R K

F
,

(评 l)

F Z (讨 ) }
,

评 -

W
1

万
:

( 2 4 )

砰 KJ评`F

孔四ó尸|崎

一一评户

其中户(评 )的各分量为给定区域 D
,

。 R 艺上的实函数
。

据此
,

( 2 3) 式可改写成

评 = 户(评 ) ( 2 5 )

于是问题归结为
:

针对用迭代式可
: * , = 户(评

: )求解 评 一户(评 )的过 程
,

去寻求解

命
,

的存在性与唯一性的条件
。

对于户(命 )
,

其导数为 Jac o ib 矩 阵

、

黯
,

、

夕黯
,

d F
,

q玩歹妥

_

d F
,

甘只二万丁一
O少F K

F一万d
一O

q
ǎ

0

D 八评 ) 二

OF Z

a砰
l

KXK

`

l
ee
..I

OF

a砰

其中

兰,
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

… …
,

0

1

一 R
`· /

(叠
R ` ,
平 ,

)
’

< 。

qq

声户............i

we

共 j ( 2 6 )丛私
由此可见

,

d F `
/ d附

,在附
,
> 0 ( j

,

i = 1
,

2 , … …
,

尤
,

f并 ]’) 的任意一个闭区 域内是有

界的
,

且不为零
,

故 ( a F
`

/ O班
, )

一 ’
也在该闭区域内有界

。

由评的物理意义知
,

其分量均应大于零
。

令所有这样的矛构成的区域为

刀 :
{评 i万

`
> o ( i 二 l

,

2 , … …
,

尤 ) } ( 2 7 )

又 D 粼评 )的特征方程为

lD 六评 ) 一打 } = o ( 2 8 )
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可以解出 D粼评 )的特征值满 足 条 件
:

}川二 q
.

令 冈 一 q
·

B
,

B 由 。 F
`

/。附
, :(’ ,

` 二 1
,

2
,

… …
,

K
,

`并 ]’) 确定
,

故对 D
,

中任意闭区域
,

B 是有界的
。

所以可 以 选择依赖

于该闭区域的 g 二 q l ,

使得

}川 ( 歹二 q ,
·

石< 1

成立
。

其中刀是在该闭区域中 B 的上确界
。

这样由 ( 2 0) 式
,

得

p (刀育(评 ) )簇歹 ( 2 9 )

故由定理 1 的 ( 19) 式
,

有

日刀井(译 ) fl
、 一

户 ( D 声(评 ) ) + 。 = 夕+ 。 ( 3 0 )

对任意选定的初始矢量讨
。任 D

, ,

可以建立一个包含 评
。 ,

户(评
。 ) 的闭区域 D 。

.

D 。一 {矿 10 < m ,

汽班
,

( M
` ,

f = 1 , 2 , ~

一
,

K }二 D
;

(3 l)

其中

m 1

阴 2

! M
-

{ M
Z

根据方 。 ,

户(评 。 )选定
,

且满足 砰 。 二耐
。 ,

杯 , 一 了(译
。 )

M
K

一一对讨一一仍
一W

存在尸 使 !!矛 , 一
评

。
11/ 2 > !!户(评场) 一 评钊! (/ 1 一 p ) 尸任 (0

,

1) 为常数
。

其中令 评
, 一 (讨二 一

详
。

)/ 2 ,

杯二= (牙 , 十命
。 )/ 2 ( 3幻

取正数 d = 日命川 ( 3 3 )

于是 fl户(命
` , ) 一 评

` p
ll《 d ( z 一 p ) ( 3 4 )

闭区域 D
。可以表示为 D

。 = {讨 川讨 一 评二! 1( 司仁 D :

则 D 刹讨 )在 D
。
内存在且连续

。

考虑

11户 (命 ) 一 命
` ,

11= ! }户(命 ) 一 户(评
’ , ) + 户(命

` p ) 一评
’ ,

11

《 11户(评 ) 一 户(才
` ,
川 + }I讨

` , 一 户(丽
` , ) j{ ( 3 5 )

运用定理 2
,

取树
`

= 介
’ , ,

并将 (3 0) 式代入 (2 1 )式得

11矛(才 ) 一 户(杯
’ ,

川《 (互+ 。
川杯

一 I可
` ,

f} ( 3 6 )

令 P 二 : + 互
,

则

!l户(矿 ) 一 户(矿
, ,
川 ( 尸。 ( 3 7 )

将 ( 3 3 )式
,

( 2 7 )式代入 ( 3 5 )式得

}l户(评 ) 一 才
` ,

! l《 尸 d + 。 ( i 一 p ) = d ( 3 5 )

于是
,

夕 (『 ) 任 D
。 ,

即户( D 。 )已 D 。
.

又因对任意杯
,

耐
`

任 D 。 ,

有

11户(评 ) 一 户(矛
`

川《 (互+ :
川穿

一
评

`

,I

= 尸 }}才
一
杯

`

l} ( 3 9 )

由
: 的任意性总存在有尸二 、 十 。

< 1
.

所以
,

根据定理 3 可 知
,

对 任 意 命
。任 D 。 ,

( 25 )式产生的迭代序列 {杯
:

}仁 D 。收激于唯一解研
,
任 D 。

.

鉴于以上推导对任意取定初值杯
。任 D

,

成立
,

故对任意初 值 介
。任 D

: ,

便确定了由

( 25 )式产生的迭代序列 〔介 :
}

,

其收激于唯一解砰
,
任 D

,
.

从上面推证过程可以看出
,

对给定初值评 ( o )
,

就可选定 q ; ,

使迭代 才
乙+ :
二矛(评

: )
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~ ~ ~ ~ ~, ~ ~ ~ , - , 一一 ~ , , ~一 ~ ~ - - - -

一
一

一, 八~

一

一
一_ _ _

_

收放
。

现考虑 ( 18) 式迭代过程的特点
。

_
了 了

平
`
( L + ` ) 一 “ / 屠

, R “ 平 , ( L ) ( `一 ` , “ , ” ” ” ,

尤 )

l 7

( 4 0 )

因 q > o ,

故 ( 4 0) 式可变形为
:

二
「;

( : 十 , ,一二
`

(: + , ) /、 、 一 ,

/艺 R
` ,

j = 1

研
, ( L )

一 1

厂暮
R ` ,
评

, (乙 )
一

“ 一 “禹 ,

K ) ( 4 1 )

一q...侧ù

所以
,

迭代过程与 q 无关
。

以任意给定权值牙
`

> 0 ( f = 1
,

2
,

… …
,

K )为初始条件
,

( 4 0 )

式迭代过程收教于唯一解
。

那么
,

与此相应的有
,

对任意权值 评
`

> 0 ( f = 1 , 2
,

… … ,

K )

作为初始条件
,

(雌 )式的迭代过程收赦于同一唯一解评了 ( i 二 1 , 2
, · ·

一尤 )
。

至此
,

我们完成了W C E算法收赦性的理论分析
。

四
、

理论结果的验证

:

A
.

验证的方法
用以衡量迭代过程收赦性的两项指标是迭代序列误差和迭代序列均方误差

,

茸定义

为

迭代序列误差

。 , ( L ) = !不
, ( L + 1 ) 一 牙

, ( L ) }
,

( I = 1 , 2 , … …
,

K )

L 为迭代次数
。

.

迭代序列均方误差

1 K

“ ` 一
贪图

“
, ( L )

验证时
,

算法的输入数据采用功率在 2 0~ 4 Od b之间起伏
,

协方差系数矩阵为

, ....J巴J91.

八U

95 ,n
ù

...r.
.

.̀

一一C

的模拟随机序列
。

对采样数取尤二 20
,

4 0
,

80 均作了模拟实验
。

并且
,

对在某些采样点

加上随机起伏信号样值的情况也做 了实验
。

验证过程是分别对以下两种情况进行分析比

较
。

i ) 对每组输入数据
,

给定迭代序列误差
e , ( I = 1

,

2
, ·

一
,

K )
,

检验初值选取与

迭代次数及序列均方误差的关系
。

ii ) 对每组输人数据
,

给定迭代次数 L
,

检验初值选取与序列均方误差的关系
。

为了模拟方便
,

各加权初值附
, ( 0) ( I = 1 , 2

, · ·

… ,’ 尤 ) 均取为相等值
、

。

初值范围从

1 0
一 ` 、 2 0

十 `
变化

。

B
.

郁分模拟结果

下面给出采样数 K = 80 时的结果
。

表 1是情况 i) 的结果
。
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表 I K = 8 0 ,

C
1 2 = 0

.

9 5

目

一
~

一
`

一
一 - - - - - - - - - ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ . . . . . .

初值砰 , ( o )

(I 一 1 , 2 , “ ·

~
,

8 0 )

}
。 , 二

}
一
落辰孩乞

一 -

10一 1 = i o we Z

均方误差
e L 迭代次数 L 均方误差巴工

1 0 ` 5

1 0一 4

1 0一 ,

1 0一 2

1 0一 1

1

10

10 2

10 3

10 `

10 5

0
。

2 9 x 10一 2

0
。

9 8 x 10一 2

0
.

2 3 父 10 一么

0
.

5 2 x 1 0一 2

0
。

4 3 x 1 0
一 2

0
。

5 3 x 1 0一 2

0
。

4 8 x 10一 么

0
。

54 x 1 0一 2

0
。

1 5 x 10一 1

0
。

7 1 又 10一 2

0
。

1 9 x 10一 么
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。

9 4 x 1 0一 ,

0
。

3 4 x 10一 令

0
。

86 x 10一 ,

0
。

1 4 x 10一 `

0
。

15 x 10
一 ,

0
。

3 3 x 1 0
一 4

0
。

17 x 10 一 ,

0
。

7 6 x 1 0
一 4

0
。

1 3 x 10
一 3

0
。

6 3 x 10一 `

0
。

I B x 10一 4

9886787801011

表 1 的结果表明
:

给定序列误差
: , ,

对 10
“ ’ ~ 10 +S 之间的初值

,

算法都收徽
。

达到

收傲要求的迭代次数与初值的选取有关
。

表 2 是情况 ii ) 的结果
。

表 Z K 二 8 0
,

C
: : = 0

.

9 5

初值

甲 了 ( 0 )

( I = 1
, 2 ,

一
, 8 0 )

22222 888 444 555 666

1 0一 5 74
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7么
x 10 8

。
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x 10 1 0

。
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x 10 8

0
。

3 8 ! 0
。
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l 2
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。

.

, : x `

4 4

x 1 0一 `

。

17
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98
x
28
x…

000

、1se
.
.J,..
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11

10
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.
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…
。

!0

。

2 9
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0
。

34
X 10
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。
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2 6 0
。

2 3

1 0一 3 7 5
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0
。
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0
.

1 3 x 10 0
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4 3
。
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由表 2 可以看出
,

对不同的初值
,

均方误差都随迭代次 数 L 的增 加而迅速下降
。

L > 10时均方误差都小于 1 0
一 3 .

整个模拟验证工作是在BI M一 P C / X T微型计算机上完成的
。

五
、

结 论 与 讨 论

本文所做的工作表明
:

W C E算法的迭代过程对所有附
,
> 0 ( I = 1

, 2 ,

… … ,

K )的协

值均收徽于同一解
。

这个结论对该算法的实际应用是重要保证
。

研究中发现收徽速度与

采样K 和初值附
, ( 0) ( I 二 1 ,

2
, … …

,

K ) 的选取有关
。

收傲速度是否依赖于其它因素
,

尚未具体分析
。

并且有关收徽速度的理论研究
,

也有待于进一步完善
。
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