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三三种复合材料回转壳元素的分析比较

徐后华 洪志泉 王 毅

摘 要 本文针对三 种复合材料回 转壳元素
,

即截锥壳元素
、

考虑转角连

续性的截锥壳元素和三结
.

点等参元素
,

全 面地分析 了它们的优缺
.

点
,

考察 了它

们的协调性条件和完备性条件
。

通过数值计葬比较 了它们的收敛速度
、

收数精

度和计算时间
,

指 出 了它们的使用范围
。

一
、

引 言

纤维增强复合材料迭层迥转壳是 目前工程实际中使用得最多的复合材料薄壁结构
,

研究它的应力和变形
,

对于保证结构设计的合理性
、

指导工程应用
,

具有极其重要的意

义
。

用有限元素法对复合材料迭层迥转壳进行数值分析
,

已经做 了许多工作
。

由于复合

材料薄壳是分层各向异性
,

并且存在拉伸— 剪切
、

拉伸— 弯曲的祸合等因素
,

给用

有限元素法分析问题带来了许多困难
。

并非所有用于各向同性材料迥转壳计算的元素都

能推广用于迭层复合材料迥转壳并取得较好的计算结果
。

到目前为止
,

很少有人对各种

复合材料迥转壳元素做一系统地归纳和分析
,

更缺少定量地比较
,

对于何种元素适合于

解决何类问题 尚无一确定的准则
。

本文针对三种复合材料迥转壳元素
,

即截锥壳元
、

考

虑转角连续性的截锥壳元和三结点等参元
,

全面地分析了它们的优缺点
,

考察 了它们的

协调性条件和完备性条件
,

指出 了它们的使用范围
。

通过数值计算
,

比较了它们的收敛

速度
、

收敛精度和计算时间
,

得到 了几点有益的结论
。

二
、

元素列式和理论分析

1
.

截锥壳元素

该元素用直线代替母线
,

引用 了薄壳理论中的 K i r c h h o f f假设
。

单元刚 度矩 阵和等

效载荷由最小势能原理导出
,

在此仅给出最后结果
,

详细推导见文献 [ i ]
。
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图 1 截锥壳元素

位移函数
:
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是整体坐标系下的结点位移列阵
。
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其中A `八 B , , 、

D
` ,
为壳体的刚度系数和料合系数 〔 8 ,

。

单元刚度矩阵
:

[K ]
. = 2 , f石〔B ]

,

[D ]「B ]
r d : ( 8 )

我们知道
,

要保证元素能收敛
,

位移模式必须满足
:
夭1 )在两相邻单元的公共界面

上必须协调 , ( 2 )能提供单元的刚体位移 , ( 3 )满足单元的常应变要求
。

对于迥转壳单
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元
,

元素间的位移协调性条件除了挠度连续外
,

还包括结点法线转角的连续性
。

由经典

uR一
田ǐsd

ù

d
一一薄壳理论

,

刀
。

R 为第一主 曲率半径
。

设有两单元刀
、

B
,

在其公共结圆 C

处两元素须满足
:
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}
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对于截锥壳元素的位移模式 ( 1 )
,

( u )

( 切 )

台= ( u

由 ( 3 )知在两元素公共结圆处有
:

)名

若= ( w )名 ( 1 0 )
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比较 ( 9 ) ( 1 0 )式知
,

只要 ( R )台= ( R )召
,

它们是等价的
。

当 ( R )台并 ( R 昭时
,

它们

的第三式不一样
。

因此对于曲率连续变化的壳体
,

截锥壳元素满足了位移连续性条件
,

但对于曲率有突变的壳体
,

只保证 了挠度连续
,

转角在曲率突变处实际上是不连续的
。

关于满足刚体位移条件的说明
:

设在对称轴方向给一个刚体位移云 。 ,

则

“ 云。 c o s尹 ,
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代入式 ( 5 )有
:

{
。 } = 0

即当单元产生刚体位移时
,

其应变为零
,

满足了刚体位移条件
。

关于位移函数满足常应变条件的说明
:

将位移函数 ( 1 )代入 ( 6 )有
:
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包含有常数项 1 /
r ` 。

可见 ( 13 )式包含了应变的常数项
。

位移函数满足 了常应变条件
。

综上所述
,

该元素的特点是
:

( 1 ) 几何关系由经典迥转壳理论而来
,

元素结点 自由度少
,

简单易行
。

( 2 ) 满足 了常应变条件和刚体位移条件
,

对于壳体母线曲率是连续变化时
,

还满

足元素间位移协调条件
。

因而能保证结果收敛
。
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( 3 )用直线代替母线
,

存在几何上的误差
。

假定了厚度和缠绕角在单元内为常量
,

弹性系数有误差
。

( 4 ) 引用了 K i r c h h o f f 直 法 线假设
,

不能考虑横向剪切因素
,

因而 仅适 用于薄

壳
。
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( 5 ) 结点上的内力由位移求导数得到
,

2
.

考虑了转角连续性的截锥亮元素

针对截维壳元素在曲率突变处转角不

连续的缺点
,

文 t 31 采用 了文 【2 ]提出的修

改方案
,

仍用直线代替母线
,

并考虑了元

素的第一主曲率半径
。

位移函数
.
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图 2 考虑转角连续的截锥充元
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单元刚度矩阵
:

仁K
.
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,
[D ]〔B ]

r d s ( 2 0 )

如果令 R , co
,

则一切关系都退化到截维壳元素的结果
。

由于该元素的中面法线转角用式 ( 16 )计算
,

在两元素 A 和 B 的公共结圆上
,

由 ( 17)
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可见该元素满足 了位移连续性条件
。

为了说明元素满足常应变条件
,

将位移函数 ( 15 )代人 ( 18) 有
:
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( 2 3 )

包含有 1 / R
`
的常数项

。

可见式 ( 2 2) 包含了应变的常数项
,

位移函数满足常应变条件
。

设在对称轴方向给一个刚体位移云。 ,

则代人 ( 18 )有
:

_ 牡 。
·

_
` 一万

“ ` n 岁`

￡ 口 = 0

X
:

= 0 ( 2 4 )

{
, ,

一 {要)
.

f
目

卫竺里生)
\ n / \

r ,

可见它不满足刚体位移条件
,

或者说不显含刚体位移
。

这是它较截维壳元素的缺点
。

文

献 【例指出
,

当元素尺寸逼近于零时
,

不合理的应变消失
,

元素恢复刚体位移能力
。

归纳起来
,

该元素有以下特点
:

( l ) 元素的几何关系采用经典的薄壳理论
,

元素结点自由度少
,

比较简单
。

( 2 ) 考虑了元素间的转角连续性
,

满足了位移连续性条件和常应变条件
,

刚体位

移条件被破坏
,

但元素划分得足够多时
,

能消除由刚体位移引起的不合理应变
,
使结果

收敛
。
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(3 )元素仍用直线代替母线
,

但考虑了第一主曲率半径
,

实质上是 曲壳元素
。

几

何误差较截锥壳元素有改善
。

厚度和缠绕角在单元内取常数
,

弹性系数有误差
。

( 4 ) 不能考虑横向剪切
,

仅适用于薄壳计算
。

( 5 ) 应力结果精度不高
。

3
.

三结点等参元

该元素采用考虑了横向剪切的 M in dl in 假设
,

中面法线的转角独立
,

不依赖于位移

及其一阶导数
。

单元的几何形状
:
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:

图 a 三结点等参元
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物理关系
:

在等参元中
,

应力和应变的计算由弹性理论公式给出
。

为分析方便
,

在

壳体单元的每一点建立局部坐标系
。 `

r’ 了 (图 3 )
,

规定丫轴的方向是通过该点的壳中面

法线方向
,
尸方向与壳面相切

,

不计沿厚度方向的应力 。 二和应变心
,

则 第 (的 层中某点

的应力状态为
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整体坐标系和局部坐标系之间由转换矩阵 t T
。

l 〔 7 ]联系起来
。
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单元刚度矩阵
:

对于复合材料迭层迥转壳
,

之和
,

从而有
:

( 3 2 )

( 3 3 )

单元的应变能等于各分层材料 的应变能

N
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,么,
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l
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,

一 1

元素分析
:

单元的挠度和转角相互独立
,

元素满足位移连续性条件是显然的
。

单元只有沿对称轴方向的刚体位移
。

令
u 二 o

,

。 = 叨。
代入 ( 29 )有

:

{
。

} = 0 ( 3 5 )

可见满足了刚体位移条件
。

从 ( 29 )知
,

单元保持常应变状态的位移模式是
:
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对应的结点处法线转角可这样求得
:
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另外
,

由结点处法线转角
a `

引起尸点相对于结点的位移为
:

{二}
’ 一

{二!
。一

鲁{操
`

}
, 一

( 3 9 )

将 (3 8 ) (3 7) 代入 (3 9) 式左边
,

化简后得到对应于 (3 6) 的结点转角位移
:

h
;

2 77

: s i n甲 ;

一 e o s甲 `

A 2 A 3

B 2 B s

h
;

石 { 粉
`

( 4 0 )
矛.刀、口.
、, ..百

l
`J尸

1
.
`

一一a

、̀,.,

元素内部各点位移由式 ( 27 )插值得到
.
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氰
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.
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、
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冬
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,
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冬
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乙
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1

1
气

.
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l
ó

一一

一

万
A , 十 A , r + A , `

飞
t B , + B : r + B : z J

( 4 1 )

比较 ( 4 1 )和 (3 6) 知
,

元素满足了常应变条件
。

该元素是基于 M i o dl in 直线假设下的元素
,

仅能用于中厚度的壳体计算
。

当用于薄

壳时有可能出现
“

闭锁
”

( L o c k i吧 ) 现象
。

这主要是位移函数假设不适当
,

产生了虚假

的剪切应变
。

在
。 `

r’ 才坐标系中有
:

{
u `

( r , , 之 ,

) 二 u , 。 ( r `

) + 之 , a

功 `

( r ` , 之 ,

) = 切 , 。 ( r ,

)
(搜2 )

d w
`。

( r `
)

r 妥
二

二 一一一二万了
一 十 a

口 r

(理3 )

当h , o时应该有心
二

趋于零
。

但 。 和 。 是独立假设
,

要使 ( 43 )式满足这样的条件很难
,

以

致出现附加的剪切应变能
,

使单元刚度矩阵过分刚硬
。

为了使该元素能用于薄壳计算
,

需要对元 秦作必要的处理
,

如退化积分
、

选择积分和惩罚系数法等
。

我们采用的是退化

积分技术
,

用 2 x Z 点高斯积分形成单元刚度矩阵
,

效果很好
。

归纳起来
,

该元素有以下特点
:

( 1 ) 放弃了 K i r c h h of f直法线假设
,

采用简单的 M in dl in 直线假设
,

既降 低了位

移连续性条件
,

又考虑了横向剪切因素
。

( 2 ) 满足 了位移连续性条件
,

常应变条件和刚体位移条件
,

是本文三个元素中唯

一满足了全部完备性和协调性条件的元素
,

收敛快
。

( 3 ) 壳体母线用二次曲线模拟
,

考虑了缠绕角和厚度在元素内的变化
,

几何误差

小
。

( 4 ) 采用弹性理论中的几何关系和物理关系
,

单元 的总 应变 能由 各分层求和得

到
,

能更真实的反映结构的铺层方式
。

( 5 ) 采用了退化积分技术
,

元素对中厚度的和薄的壳体计算均适用
。

( 6 ) 应力结果在高斯点得到
,

较其它位移模型类元素
,

应力精度有提高
。

三
、

数值算例和比较

1
.

金属球帽考题

对受均匀外压作用周边固支球帽 (图 4 )
,

我们用以上三种元素进行 了考题计算
。

单元按等角度划分
,

位移和内力结果见图 5 图 6
。

一级和二级近似解见文献 L10 {
。

从收敛速度来考察
,

等参元收敛最快
,

划分 7 个元素结果便收敛
,

10 个元素所得结



三 种 发 合 材 料 通 转 充 元 案 的 分 析 比 较 8 5

果几乎与截锥壳 0 30 元素的结果重合
。

收敛最慢的是考

虑了转角连续性的截锥壳元素
。

从收敛精度来考察
,

划分单元数为 100 的截锥壳元

素的结果
,

其变化规律与一级二级近似解一致
。

由于近

似解是由薄壳微分方程中忽略了许多项
,

做了假设得到

的
,

一般认为单元数足够多时的截锥壳元素比一级二级

近似解更谁确
。

对于等参元
,

10 个元素的结果已与截锥

壳 30 0元素的结果重合
。

当取 7 个元素时的 计算 结果仅

在顶部有一些误差
,

在 10
“

《 甲 《 35
“

区域
,

误差在工程

允许范围之内
。

可见该元素的计算精度高
。

对于所计算

的球帽
,

h / R = 0
.

0 33 已属于薄壳结构
,

为了进一步讨

图 4 周边固支球帽
P = i kg / e也 Z R = eoc 二 h

二 3 c位

甲 ” 3 5 .

E = 2
.

l x i o . k g / e m , , 二 i / 6

” ( 1 0一昌. 口

一次近从 飞
、 o ` 盆0 1。 : o 肠 5 0 肠下

图 5 对称轴方向位移分布

一截锥壳元△等今元

一
凡 (魄 ltn 司

图 6 环向内力分布

— 截锥壳元 △等参数

论
,

将 h 取为。
.

s c m计算
,

结果与用截锥壳计算出的一致
,

没有出现闭 锁现象
。

这说明

用退化积分技术克服等参元的闭锁是很成功的
,

从而使该元素也适用于薄壳结构的计算
。
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对于考虑了转角连续性的截锥壳元素
,

划分 3 00 单元时的结果与截锥 壳元 素相差较大
。

这主要是该元素的刚体位移条件不能满足
,

加
_

E考题用深壳
,

R 较小
, u

较大
,

单元划

分不是足够多时结果会有较大误差
。

’

从计算时间考察
,

三个元素各 自所需时间大致差不多
。

等参元虽单元划分得少
,

但

结点 自由度多且用高斯积分形成刚度矩阵
。

因此各自的计算量相差不大
。

2
.

复合材料俄箱考短

对纤维缠绕复合材料储箱 (图 7 ) 受内压

问题用以上三种元素进行了计算
。

储箱由
_

L封

头
、

筒身和 下封头三段组成
。

封头的母线是两

段半径不等的圆弧
,

纤维铺设 层 为 12 层
。

纤

维缠绕角由理论公式计算
。

筒身是圆筒段
,

纤 买
维铺设层为3 0层

。

数值计算结果见图 8 图 9 ,

并与实验值作了比较
。

从图上看出
,

三种元素

计算出的结果变化规律是一致的
,

_

且与实验值

基本吻合
,

说明结果是合理的
。

大封头 圆筒 小封头

聆

图 7 复合材料储箱

图 8 纵向应变分布

— 截锥壳
-

一考虑转角连续截锥壳 △等参元
。试验值

图 9 环向应变分布

— 截锥壳
-

一考虑转角连续性截锥壳 △等参元
。 试验植
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些
从收敛速度考察

,

等参元收敛最快
,

结构划分 50 个单元时就得到收敛解
。

其次是截

锥壳元素
,

划分单元 3 00 能得到收敛解
。

最后是考虑了转角连续性的截 锥壳 元素
,

划分

单元为 4 00 时计算结果收敛
。

由于储箱的封头近于浅壳
,

曲率半径 R 相 对 较大
,

刚体位

移条件破坏得并不是很严重
。

实际上取3 00 个单元绒果便开始收敛
。

从收敛精度考察
,

等参元的计算结果最靠近实验值
。

截锥壳元素和考虑了转角连续

性的截锥壳元素的结果几乎重合
,

但在 曲率突变处后一元素对结果有一定改善
。

从计算时间上考察
,

截锥壳元素计算时间最短
。

其次是考虑了转角连续性的截锥壳

元素
,

计算时间约为截锥壳元素的一倍半
。

计算时间最长的是等参元素
,

约为截锥壳元

的十倍还多
。

这主要是因为形成单元刚度矩阵是逐层数值积分
,

层数越多
,

计算时间会

更长
。

四
、

结 论

通过以上理论分析和算例比较
。

可以得到以下结论
:

1
.

对于曲率无突变的轴对称壳体
,

尤其是深壳
,

使用截锥壳元素能保证解的收敛

性和计算精度
。

若用考虑 了转角连续性的截锥壳元素
,

对结果没有改善
,

相反还要增加

划分单元以恢复元素的刚体位移能力
。

对 曲率有突变的轴对称壳体
,

在 曲率间断点对结

果有改善
,

但这种改善是以增加单元数为代价的
。

2
.

等参元是复合材料结构分析中值得推崇的元素
,

它能考虑横向剪切效应
,

降低

元素连续性条件
,

收敛快
,

精度高
,

对中厚度的和薄的壳体均适用
。

但元素结点 自由度

较多
,

计算时间较长
。

本文的工作得到了郑荣跃
、

郑琪
、

周志兵等同志的协助
,

在此表示感谢
。
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