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数列最优成组剖分的一个动态算法

刘 继 勇

摘 要 数 学工作者从铁道调车问题
,

抽 象出一个数学问题
,

称为数列的

成组剖分问题
。

本文给出一个递推公式
,

利用递推套式可 以逐步减少数列中数

值的个数
,

从而得到求数列最优成组刹分数的一个动态算法
。

一
、

问题的提出及定义

根据铁路运输中列车的编组问题 〔` 〕 ,

文献 〔2 1提出 了有限 数列 的最 优成 组 割分问

题
,

对此间题的一个特殊情况
,

最优顺序成组剖分
,

实际工作人员创造了一种简明的方法

一
“

落表法
” 。

作为推广
,

文献闭 给出了最优拟顺序成组剖分的一个多项式算法
。

[3 ]

解决 了 L幻中提出的顺序子序列的计数问题
。

本文对文献 「2 1提出的间题给出了数列最优

成组剖分的一个动态算法
。

设 S 是一个有限数列

S = a l a Z a s 一 a ,

其中
a `
的取值是 自然数

,

记作 j ` (1 簇` ( )n
。

a `
称为 S 的元素

,
S 中不同元素的个数

,

即 。 ,

称为 S 的长度
,

记作 L ( S )
。 a 、

的取值

在`
称为 S 的数值

,
S 中不同数值的个数称为 S 的宽度

,

记作不 ( S )
。

例 S 二 12 3 2 1 ,
S 有五个元素

a , , a Z , a J , a 。 , a , ,

分别取值 1
,

2
,

3
,

2
,

1 ; S 有三个数

值 1 , 2
,

3 :

从而 L ( S ) = 5 ,

班 ( S ) = 3
。

为了书写方便
,

在不致引起混乱的时候
,

我们常用数值来表示一个数列
。

设 p 是 S 的数值
,

令

l ( p ) = m i n {` ,。
` = p }

r (夕 ) = m a x
{̀ }吞

` = p }

可见
,

任取 S 的一个元素
a ` ,

有 l ( 4 . ) ( f ( r (。 ` )
.

称区 间 [l ( p )
, r (夕 ) 1 = { x 】l (夕 ) ( x 《

r( p )
, x 为实数 }为数值 p 的码区间

。

S
:

称为 S 的子数列
,

如果 S : 是从 S 中删去若干元素后 剩下的数列
。

S 的子数列串

S
, ,

5 2 , … ,

S 。
称为 S 的剖分

,

如果

1幼e . 年 ` 月盆7日收到
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(l’ ) S
; ,

5 2 ,

…
,

S *
中任何两个子数列没有公共元素

;

( sf ) L ( S
,

) + L ( S : ) + … + L ( S 。 ) = L ( S )
.

其中 儿称为此剖分的剖分数
。

对数列定义二元运算一串联
,

用符号
“ 。 ”

尖示
:

设 s
, 一 。 , 。 2… 。 , ,

5 2 = b
l
b Z…乙二 ,

则

5
1 0

5
2 = a 一a Z… a 。

b
z
b Z… b。

夕的剖分 S
, ,

万
2 ,

…
,

习
、
称为 S 的成组剖分

,

如果 5
1 ,

5 2 ,

…
,

习
无

满足下面
“

成组条

件
” :

“

设5
1 0

5 2 。

… S * ~ b
l
乙

2… b
, ,

若乙
、 一石J ,

则对任意的 : ( i 镇才抓 j , ,

有 石
`
= 石* = 石, 。 ”

应注意
,

成组剖分中的子数列是有顺序的
,

例 如 S = 12 3 2 1, 则 S
: 二 3 1,

5 2二 122 是 S

的成组剖分
; 而 5

1 = 122
,

5 2二 3 1就不是成组剖分
,

因为 S
, 。

5 2 = 12 2 3 1不 满 足成组条

件
。

在 S 的所有成组剖分中
,

剖分数达到最小的成组剖分称为 S 的最优成组剖分
,

其剖

分数 吞称为 S 的最优成组剖分数
,

记为 N ( S )
。

设 S
`

是 S 的 子 数 列
,

显 然 N (夕 ) 《

N ( S )
。

二
、

算 法
.

设 S 是任一数列
, a 是 S 的元素

,
S 的成组剖分 S

, ,

5
2 …

,

S 。 ,

称为 S 的 a
一 成组剖

分
,

如果
a 是此剖分中最前面的元素

,

即 S
,

中最左端的元素
。

剖分数达到最小的
a
一成

组剖分称为 S 的最优
a
一成组剖分

。

设 S = ll1 a Z…伽
,

且 1
,

2
,

…
,

。 是 S 的所有数值
。

取一 特定 元素 尹
, 。 ’

笋 p (对任意

1簇 P簇 。 2 )
,

令

S ( a 气 i ) 二 a : a Z… a , 一 , a 朴 a `… a , z
·

越`( ” + l

用 f (
a 气 i

,

{ l
,

2
,

…
,

。 } )表示 S (尹
,

t’) 的最优 a’ 一成组剖分数
。

定理 1 设 S 是任意一个数列
,

则 S 的最优成组剖分数等于 S (尹
,

1) 的最优尹一成

组剖分数
。

即

N ( S ) 二 f ( a . ,

1
,

{一
,

…
,

。 } )

证明
:

由定义

S (
a 气 1 ) 二 a . a l a Z… a : = a 劳 0

5

设 5
1 ,

5 2 ,

…
,

言
*

是 S 的最优成组剖分
,

尤 二 N ( S )
,

则

a . o

s
: ,

5 2 ,

…
,

S
。
是 S ( 。 气 1 )的 a

一成 组剖 分
,

所以 f (
a气 z

,

{ ]
.

,

2
,

…
, 。 ; 全) 《 K =

N ( S )
。

反过来
,

设 S
, ,

5 2 ,

…
,

S 。是 S ( a 气 1 )的最优
a

一成组剖分
,

即 K 二 f (
a . ,

x
,

{ z
,

2
,

…

m } )
。

设 S
: = a . o

s 。 ,

则S 。 ,

5 2 ,

…
,

S *是 S 的成组剖分
。

学

无

所以 N ( S ) 《 K = j(
a 气

N ( S ) = f (
a . , 1

,

{ 1
,

2
,

l
,

{ 1
,

2
,

…
,

。 } )

m } ) 证毕
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由此可见
,

欲计算 N ( s )
,

只需计算 f (
a , ,

1
,

l{
, 2 ,

一
,

, } )
,

下面我们给出计算

f (
a . , l ,

{ l
,

2
,

…
,

。 } )的方法
。

先考虑特殊情况
,

当 S 只有一个数值 p 时
,

即 S = al a Z… 。 . , 吞 ; 二。 2二… = 口。 二 p 。

显然 (I 尹 ) = 1 ,

(r p ) 二 。 。

这时 S a(
. ,

:’) 有如下最优 .a 一成组剖分
:

情况 1 5 ( a
. ,

` ) = a . a , a : … a . , `= l (尹 )
,

则 S
:
二 a

:
, , a Z… a 。

是 S ( a . ,

` )的最优犷一

成组剖分
, a , ( , ,是该剖分的最后元素

。

情况 2 5 ( a
. ,

f ) = a , a Z… a 二 a . ,

i = r ( p ) + 1
,

则 S
; 二 a 气 S : = a l a Z… a 。

是 S ( a . , f )

的最优 a’ 一成组剖分
, a , ( , )

是该剖分的最后元素
。

情况 3 5 ( a
. ,

￡) = 。 , 。 2… 。 ` _ 1。 . a `… a 。 ,

l ( p ) < i 《 r ( p )
,

则 S
, = a . a `… a 。 ,

5 2 =

“ ;
吸 ”

`

“ `一 ; 是 S ( 。气 f )的最优
。 ,

一成组剖分
, 。 ` _ :

是该剖分的最后元素
。

可见
,

S ( a . ,

l’) 的最优
a

一成组剖分数
i = I (夕 )

f = r (夕 ) + 1

l (夕 ) < `《 r (户 )

犷...,哎,...、

一一
、矛

r

、
J̀

尹
r闷t

,

.ō ,.

.万

.
a

产i
口

才
口

我们把上面给出的诸剖分的最后元素通记为
a

二
p )

。

G , ( , )

Q , ( , )

Q 公

“ l (夕 )

f = r ( P ) + 1

l ( P ) < f《 r (户 )

口

1
心..、

一一
、

,P
了记..

a

这里 t = m a x
{ j !。

, = 尸 }
。

1 ` j ( f

对于一般情况
,

S = al a Z… a 。 ,

设 S 的所有数值是 1
,

2
,

…
,

。 ,

S ( a . ,

f ) = a : a Z… a ` 一 ; a . a `… a .

我们给出求 S ( .a
,

l’) 的最优 a’ 一成组剖分数的递归公式
。

首先
,

设夕
,

(。 气 { p }是 S (
. 份 , : )中由

。 .

与数值为 p 的元素所组成的子数列
,

设 f (
。

气
{ P } )是 S

,`

( a . ,

i )的最优
a

一成组剖分数
。

然后
,

我们从 S ( a . ,

i )中删去 S “ ( a . ,

{夕 } )
,

而

保留
a二 ( p )

,

得到子数列 S
,

( a 二 ( p )
,

{ l
,

2
,

…
,

p 一 1
,

尹 + l
,

… , }少
,

该子数 列是由 S 中

数值为 1
,

…
,

夕一 1
,

夕 + ]
,

…
,

。 的元素与
a . 份

( p )所组成 的
。

设 j (
a 二 (夕 )

,

{ 1
,

…
,

夕 一 1 ,

p + 1
,

…
,

。 } )为 夕 ( a’ .

( p )
,

{ l, …
,

p 一 I
,

p + 1
,

…
,

m } )的最优 o’
. ( p )一成组剖分数

。

我

们有如下定理
。

定理 Z f (
a . ,

f
,

{ 1
,

…
,

。 } )

= 1】l i n

1 ` 夕 ` 门

{ f (
a 气 {夕} ) + f (

a 二 (夕 )
,

{ 1
,

…
,

夕 一 l
,

夕+ 1
,

…
,

二 } )
一 1}

证明
:

对任意的 夕 ( 1《 p 《 。 )
; 设 S

; ,

5
2 ,

…
,

S 、 是 S
`

( a 二 (夕 )
,

{ 1
,

… , 尹 一 1
,

p + 1 ,

…
,

。 } )的最优
a 二 (夕 )一成 组剖分

,

尤 == / (
a 二 (尹 )

,

{ l
,

2
,

…
,

夕 一 1
,

尹 + 1
,

…
,

。 } )
。

设

S
:
= a
二 (尸 )

0

5 0 。

①若 f ( l (夕 )
,

由特殊情况 z ,

则 f (
a . ,

{p } ) = 1 , a
二 ( p ) = a , 《 , ) 。

令 S 夏= a . a : ( p )… a r ( , 》 。

S 。 ,

S 三= 5 2 ,

S孟“ S 。

这时 S {
,

S 二
,

…
,

S 孟是 S ( a’
,

l’) 的 扩一成组剖分
。

所以 f (
a . ,

i
,

{ 1
,

…
,

。 } ) ( K = 1 + K
一 l
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= f (
a . ,

{尹} ) + f (
a
二 ( , )

,

{ 1
,

… , p 一 1
,

夕 + 1 , …
,

。 } ) 一 1

⑧若 f> I伽 )
,

则 f (
a . ,

{p } ) = 2
, a 二 ( p ) = a . ,

t = m a x
{ j !。

, = p }
。

设 S “ ,
是 由

1` i < `

S ( .a
,

t’) 中所有位于 a’ 左边的数值为 p 的元素生成的子数列
,

即

S ( ` ) == 夕… a `
= 夕… a 二 (夕 )

.

设 S ` , )是由 S ( .a
,

:’) 中所有位于 .a 右边的数值为 p 的元素生成的子数列
。

令 S 夏二
a 一 S ` f , ,

S二二 S “ , 。 S 。 ,

S 二= 5 2 ,

…
,

S 二
十 ; 二 S 寿

则 S 兰
,

S 二
,

… ,

S孟
十 :
是 S ( 0 . , , )的

、 a

一成组剖分
。

所以 f (
a . ,

f ,

{ 1
,

… ,

m } ) 《 K + 1 = 2 + 尤
一 1

二 f (
a . ,

{P } ) + f (
a
二 (夕 )

,

{ 1
,

… , 夕一 1
,

夕 + 1
,

… , } ) 一 l

因而对任意的 p ( 1《 p 《 二 )
,

有

f (
a . ,

犷,

{ z
,

…
,

二 } )戒 f (
a . ,

{p } ) + f (
a 二 ( p )

,

{ ]
,

…
,

p 一 z
,

p + 1
,

… m } )
一 1

f ( a
. ,

i
,

{ 1
,

… ,

m } )

( In l n

1` P ` 们
{f (

a . ,

{ p } ) + f (
a
二 ( p )

,

{ 1
, …

,

p 一 1
,

p + 1
,

…
,

。 } )
一 1 }

另一方面
,

设 S
; ,

5 2 ,

。

设

S
, 0

5
2 0

…
,

S 、是 S ( .a
,

l’) 的最优 .a 一成组 剖分 K = f (
a . ,

`
,

{ 1
,

…
,

…
。

S 、 二 a . p l … p , … p 。 ”
’

夕。

中是①若 f ( I (夕 )
,

删去 S
` ,

( a
. ,

{ p } )
,

由特殊情况 1 ,

f ( a . ,

{夕
1

} ) z
, a . 份

知
1

) = a , (夕
小 令 S ;是从 S ,

而 保留 .a
.

( lP ) 得 到的 子 数 列 (1 簇 j簇 K )
,

则 S ;
,

S 二
,

…
,

S 孟

S ( a
二 (夕

;

)
,

{ 1
, , · ’ ,

P 一 1
,

P + l , … , 。 } )的 .a
.

( p
l

)一成组剖分
。

所以

f (
a 二 ( p : )

,

{1
,

… , 夕 一 1
, p + 1 , … m } ) ( K = f ( a

. ,

f
,

{ l
,

…
,

。 } )

即 f (
a . ,

{ p
,

} ) + f ( a 二 (夕
;

)
,

{ l
,

…
,

夕 一 1
,

尹 + z
,

… ,

二 } )
一 1 ( f (

a . , f
,

②若 f > l (尹
,

)
,

则 f (
a . ,

{夕
,

}

S ( a
. ,

i )中
a 二 (夕

;

)位于
a . 的左边

,

必在 S :
中

; 设

= 2
, a .

(尹
l

) = a ` ,

其 中 t = IU a X
1 ` j < 谊

{ j

{ 1
,

… , 。 } )

}a
, = p }

。

因为在

而 a .

是 S
;

中最左端的元素
,

所以 a’ .

( p
l

)不在 S
;

中
,

5
1 = P l ”

.

p - 5 2二 夕 1’ 二 夕 1 0

5 。 = 夕 ; … a
二 (夕

1

)
。

S
。

a’=

令

则 S 夏
,

S 二
,

S 呈 a . ’
(夕

,

)
。

S 。 ,

S 二= 5 3 ,

…
,

S 孟
一 ; 二 S *

,

S 孟
一 ,

是 S
`

( a二 (夕
l

)
,

{ 1
,

p , 一 z
,

p l + 1 , …
,

。 } )的
a 件 带

( p ,

)一成组剖分

其剖分数为 K
一 1

。

所以

f (
a 二 ( p , )

,

{ l
,

P i 一 1
,

P I + 1
,

… m } ) 《 K
一 1 = f (

a . , i
,

{ 1
,

…
,

二 } ) 一 1

即 f (
a . ,

`
,

{ 1
,

2
,

…
,

m } )> f ( a二 ( p
,

)
,

{ 1
,

…
,

夕 一 z
,

夕 + 1
,

…
,

。 } ) + l

= f (
a . ,

{夕
:

} ) + f (
a 二 ( p

;

)
,

{ z
,

…
,

p ; 一 1
,

p ; + z
,

…
,

m } )
一 1

于是有

f ( a ’ ,

`
,

{`
, “

,

一 m } ) )
1

睐乳{ f (
a ’ ,

{ p } ) + f ( a . ’

( p )
,

{`
,

一 p 一 `
,

p + `
,

一 胡 } ) 一 ` }

从而定理得证
。
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三
、

结 柬 语

上节定理 2 给出了计算 f (a
. ,

f
,

{ 1
,

…
,

。 } )的一个递推公式
,

通过递推公 式 可以逐

次减少数值的个数
。

一直到只有一个数值
,

这时由特殊情况
,

即边界值
,
就可以求出结

果
。

但我们容易看出
,

用这个算法来计算夕 ( S )
,

其复杂程度是 O (。 ! )
。

我 们在 P C一

1 5 0 0 袖珍计算机上用 B A SI C 语言计算了一些例子
,
见表 1

。

表 1

N ( S ) 计算时间

12 3 2 14 6 4 3

14 2 13 5 3 6 3

2 口 2 9

一
ù

!l
ì

]
一
|
!

13 4 2 4 2 1 2 4

6 4 5 6 2 4 6 12 3 2 8 4

6 4 6 4 2 6 1 3 5 1 5
,
18

,

2 12 5 14 1 2 3 15 42 3 4 2
,
3 8

5 3 4 5 3 4 2 3 4 1 52 4 3 2 , 3 4

5 14 3 4 5 2 1 6 1 3 16
, 4 9 ,

2 0
,

l肠
,
4 2

16
, 1 3

1 : 5 4 ,
5 1

,

一
!

r

l!
一!一!一…3413 14 3 2盛14 2 4

4 6 15 3 62 在3 13 2 5 3 1

2 1 46 43 5 1 8 3 4 6

4 7 12 3 6 7 2 5 4 6 4

从
一

L表可以看出
,

当 m 二 4时
,

计算时间 t 一、 3 0 , ,

而 t。 、 2 ` 3 0气 ,。、 1 5` 3 0` , * 7 . 2小

时
,

我们估计 t , 。、 2个月
, 才: , 、 2 年

。

文献 〔5 ]给出了数列最优完全成组剖分的概念
,

从

而得到了数列最优成组剖分数的界的估计
。

本文是在许国志
、

陈庆华二位老师指导下完成的
。



1 3 0 国 防 科 技 * 学 学 报

参 考 文 献

〔11 李国风
,

表格移动调车钩计划方法
,

铁道科学技未
, 19 6 3年

。

2[ 1 中国科学院数学所运筹室二组
,

铁道调车问题中数学方法的初步研究
,

应用数学学报 1 ( 1 9 7 a) N o2
,

P 9 1一P 1 0 5
。

r 3】蔡茂诚
,

顺序子序列的计数问题
,

应用数学学报
, 4 ( l , 5 1 ) N

o Z ,
p i 4 o一p i s o

.

4[ 」 朱永津
、

朱若鹤
,

任意序列重新组合为某种有序序列的研究
,

中国科学人辑
,

19 83
. 2 第二期

,
p ll g一

P 12 7
。

[ 5 ] 许国志
、

陈庆华
、

刘继勇
,

科学通报
,

第一6期一 P 1 1 2 5一 P i i a l 10 56
-

A D y n a m i e A lg o r i t h m F i n d i n g the O p t im a l

D i g i t一 G r o u p e d P art it i o n N u m b e r o f S e q u e n ce

L i u J i y o n g

A加 t r a e t

F r o m t h e t r a i n m a r s h a l l i n g p r o b l e m
,

m a t h e m a t i e i a n s a u t l i n e a m a t五e m a t i e s

m o d e l
, e a l l e d a s “ t h e d i g i t一 g r o u p e d p a r t i t i o n o f s e q u e n e e ” , a n d g i v e s o m e

r e s u lt s .

I n t h i s p a p e r ,

w e g e t a r e e u r s i o n f o r m u l a
,

b了 w h i e h t h e n u m b e r o f

d i g i t o f a s e q u e n e e 15 r e d u e e d s t e p b y s t e p
, a n d o b t a i n a d y n a m i e a l g o r i t hm

s o l v i n g a n u m b e r o f t h e o p t im a l d i g i t一 g r o u p e d p a r t i t i o n o f s e q u e n e e
.


