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关于旋进椭圆的讨论

李 革 非

摘 要 本文采用作用角变 量 的方法
,

讨论 了闭合轨道在一般幂次型 引力

势作用下 的情况
。

采用这种方法时
,

初始孰道接近于 圆机道 的低 设 是 不必妥

的
,

而且 引力 势的形式可 以推广 到平方反比力场和其它幂次力场
。

文中给出 了

轨道闭合 的判别公式
。

若中心力 包括 r 一 2

项 和 r 一 3 项时
,

即相对论校正情况
,

则

执道闭合成为旋进椭 圆 ; 它的旋进 角速度可 以计井出来
。

一 日 ! 雀 ,
、 J l ` J

质点在有心引力场中运动
,

引力场的势函数 U 为一般幂次型
,

即

叫一尸万同

其中
犷 为质点到引力中心的距离

,
k `为常数

。

若质点经过一段时间的运动之后
,

其运动

状态能回到初始运动状态
,

则称质点的运动轨道是闭合的
。

本文采用作用角变量的方法对轨道的闭合性进行了讨论
,

给出 了轨道闭合的一般判

别式
。

此外
,

对于引力势为

k
, .

k
,

口 二
一 兰

十啼
r r .

的特殊情况进行了较详细的研究
,

指出此情况下的闭合轨道为旋进椭圆
,

并给出其旋进

角速度
。

二
、

轨道闭合的判别公式

质量为 。 的质点在一般幂次型引力势的有心引力场中运动
,

质点在球坐标系中的动

能 T 为

i , 3 6年 i 月 5 日收到
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其中 0 为余纬度
,

功为方位角
, :

为质点到引力中心的距离
。

势能犷为

厂 一

急
一

务 ( 2 )

其中k
`
( i二 l

,

2
,

…
, n )为常数

。

正则动量 p , , p . ,

夕 ,为

夕一 m介
,

夕 , = , r ,口
, 夕 , 二 、 r , 5 1。 , 6必

质点的哈密顿函数H为

( 3 )

, 1 0 2 0 2 \ 一 .I
_

H 二子
一

l p 子十之挤+ 不岁人
万 】一 习 哭

乙沉 、 r 一 r 一 5 1口
“ 口 / `二 I r

’
( 4 )

根据哈密顿函数的这种形式
,

有关牙的哈密顿一雅可比方程就能写成

赢{(誓)
’ +

六(签)
’ +

漏漏(舞)
’

」
一

息会`一
`5 ,

其中 常数 a ,

为总能量
,

即 a : = E
。

对方程 ( 5) 中的变量进行分离
。

将下式

牙 = W
r

( r ) + 研
e ( 8 ) + 不 , (功) ( 6 )

作试探解代入方程 ( 5 )
,

并注意到在 (5 )式只有方括号中的最后一项才 包含 有 功的相关

性
。

如果方程对于所有的功都成立
,

则必有

d班价 _

J功
( 7 )

其中 口 , 为积分常数
。

于是哈密顿一雅可比方程就成为

上 (r 旦里
竺

、
,

Z o L\ 口r /

+ 奥百f
d才八

2 .

a 二
、 . 一 ; 二二 - . 门̀ -

.

二一下二二一

气\ 口口 / s i n `
口 }}

一

龄
一 “

在花括号内的项仅包含对 e 的相关性
。

因此
,

就必定等于一个常数

d牙
,

、 2
.

~ 一奋 下厂 月
.

个
O U /

丽石命 = a ( 8 )

其中 a ,
为积分常数

。

现在
,

哈密顿一雅可比方程就只包含对
犷 的相关性

(鲁)
’ +

髻
一 2二

(
E +

愈势) ( 9 )

方程 ( 7 )
、

(8 )
、

( 9) 能直接积分以求得生成函数
,

但我们主要关心 的 是求取作用角变量
。

有三个作用角变量
,

它们定义为
.

` 1一 ` , 一

和
“ ` 一

笋黯
` ,

` 2· ` , 一

办
“ “ 一

j箫
“ “

( 1 0 )

( 1 1 )
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, 3一 ,
, 一

介、
一

萝黔 dr

根据方程 (7 )
、

(8 )
、

( 9)
,

这三个定积分能写成

` , 一

户
, d `

,一刀妥不孺
“ “

, 2
. J` . ,

一 -吮芍尸 a r

r .

( 1 2 )

( 1 3 )

( 1 4 )

( 1 5 )川一r’习-ll
,

,
一

刀乏可若下

( 13 )式的积分将很容易得到
,

在一个周期中
,

J 协= 2万 a 价

价变化 2 二弧度
,

所以

( 1 4 )式的积分并没有特别的数学上的困难
。

对于保守力系
,

( 1 6 )

势能犷与速度无关
,

都

们有

d L d T

P, =
瓦二布

其中 L为拉格朗 日函数
,

L = T 一 犷
。

从而可得

一
,

。
,

J T

宁g , p , 一宁q ’

瓦
当约 束 与 时 间无关时

,

T 是空
,
的二次齐次函数

。

根据欧拉定理
,

如果了是一系列变量

q , 的
。 次齐次函数

,

则

。 d f
户 q 了压廿 = ” J
了 ” 甘 J

此处
n = 2 ,

所以

于如
, , 一
弓“

,

瓮
一 2犷

若用平面极坐标表示动能
,

则有

p 沙 + p 一口+ p ,砂= p
, , + p护= ZT

这里的 劝是轨道上质点的平面方位角
。

因此方程 l( 4) 中的
`

, ,
d 6 能为 p d护一 p , d价所置

换
,

作用变量就变为

` ,一

介
“ ,

一

介
, ` ,

当 口变化 2二 时
,

功和 势也变化 2 二 ,

而秘分成为

J , 二 2万 ( p 一 p , )

若采用平面极坐标系表示动能
,

有

r 一

晋
` , ’ 十 r ’

护”
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于是
,

正则动量为

夕
r

= m分
,

夕二 。 r Z

砂

有关的哈密顿函数为

H 一

摄
; : +

黔
一

急各

与 ( 4) 式所表达的哈密顿函数比较
,

可得

p Z = p 落+
P 二

s i n 2 8

根据 ( 8) 式
,

可得
:

护 “ a

因此

J
, 二 2万 ( a , 一 a 户

根据 ( 1 6 )和 ( 17 )
,

则有

几 + J 场 = 2万 .a

最后一个 J
,

的积分现在能写成

( 1 7 )

,一声了斌石靡 {户之i事介蛛

J
, 一
去际万丁痴瓦百石石从万达…狡不劝刃丁玉决

一

d : ( 1 8 )

J v r L
一

4汀
`

] r ` r
.

当k
`

是某些特定值时
,

式 ( 18) 可以利用复变函数求留数的方法求出积分值
,

得到

J
, = f ( E

,

J 。 + J , )

解得

这时
,

于是
,

E 二势 ( J
, ,

J
, + J 砂

哈密顿函数

H 二 E = 沪 ( J
f ,

J
, 十 J 妇

根据作用角变量理论
, 。 二 。 (t )的运动频率为

O H d H d H
夕r

二 ; 二二~ ,

八 = 了下
, 夕价二 ; , 下一

~

J J
, ’ 了 .

J J , ’ ` ,
J J ,

由于在 H中
,

了
。 + J , 是组合出现的

,

因此 夕和功是简并的
。

这时轨道闭合的条件是

_ 夕f _

夕诱

N
;

N
2 ( 19 )

r月ù夕夕

其中N
; 、

N Z
为正整数

。

这就是轨道闭合的判别公式
。
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三
、

引力势 U
k

,

=
一 -二匕

十杀的讨论

我们取引力势 u 一

今
+

杀
进行计算 这时

,

式 ( 2 6 )和 ( 1 7 )均不变
,

而式 ( 18 )变为

` 一声扣
二 + m2 补! Z m k Z 一 ( J , + J , )

2

4汀 2 1典d r

( 2 0 )

用留数法求积式 ( 2 0 )
,

为此我们把被积函数写成一般的形式

了
月 .

Z B c

“ 性 ~ 1~

—
一

~ 石

r r

在原点的留数为R 。 = 一 丫丁落

之和的 一 2丽倍
:

在无穷远处的留数为 R . =
B

一

万厕
’ 总的积分值是留数

.

,
_

B 、
J · = “万 ,

气心
一 “ + 万面 )

根据式 ( 20 )
,

可得

A = 2爪 E
,

B = m k
i

, ( J
, + J

`
)

2

七 一 一
— -

.

二-

—
一 2阴 k Z

因此

,
, 一 2 ,

(了「卫些

耳扩L 4万
`

_ `

1
_

拼 k
,

、
一 “ 阴 “ ,

J+ 万荞落 )

= 一
了 ( J

, + 了, ) ’ 一 s沪丽瓦 + k
:

二

了舞
`
E<

0)
( 2 1 )

由 ( 2 1 )解得

2 , Zo k釜
( J

, 十扩 (7 1千了刃百二后砰而三而j
’ ( 2 2 )

方程 ( 2 2) 提供了H与作用角变量的函数关系
,

即

H = E = 一

仄千护口石
川 k2汀

`
川左贡

+ J 礴) 2 一 8万 Zk Z m
( 2 3 )

可见
,

H 中所含的三个变量 J
, 、

几
、

J ,

J . 、 J , 能以组合 ( J 。+ J户的形式出现
,

J H
护r

= 芯爪犷
.

U J r

d H
夕. = —d J -

不能 以 组合 ( J
, + J

, + J 户的形 式 出现
,

而只有

因此运动频率有下列关系

4“ Z m k资
( J

, + 硕了
, + J , ) ’ 一 a 二 , k :而而 ) 3

正一」J一」
= y价二
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一一一 4万
恤竺

一 ( J.十丫玩落了舀户
二丽豆瓦而 )3

J .十 J少

了丈石不了刃豆而菇硕 i而

因为 夕 .= 八
,

所以运动依然具有单一简并性
。

但 夕
, = 外共尹

, ,

所以
,

质点 运动一周时
,

轨道不闭合
;
但 当 ( 1 9) 式条件得到满足时

,

即质点在运行若干周后
,

轨道可以闭合
。

四
、

旋 进 椭 圆

下面
,

我们将求解这一运动轨道方程
。

这时
,

势函数为

k
:

.

k
,

=
一

护十声

引力F = 甲 U
,

即

k
1

Zk

r 2 r 3

由比尼公式可得
, , ,

/ d Z u
.

\
月 “ 封 `

I - 7 es : , 二 十 份 I =
、 a 口

`

,

工 (吞
, “ , + 2掩: “ , ) ( 2 4 )

其中
u = r 一 ’ ,

h 为动量矩
。

化简方程 ( 24 )
,

得

d
Z u

. _

/
.

Z k
,

\ k
:

一万一二品十 U . 1 一 一~ 寸亏 月= 一一一 r 石

以 日
`

\ m 九
`

/ m 八
`

( 2 5 )

方程 ( 2 5) 的通解为

。 一 , e o s
(。 , + 。

卜黑 ( 2 6 )

式中 。 2“ 1 -
2 k 2

阴 h Z
。 为旋进角速度

,

A
、 。
为积分常数

,

可由初始条件确定
。

将
。 二 工代人式 (2 6)

,

得

1
r = 丁一万

一

丁万万
一

下一蔽一
一

直 c o s 又。 口 一 君 ) 十 - 下丁万万
一

斤不月 ~

优 h Z

犷 =
, .

, 砂
J
一上少

_ 。
一万

1 十
~ 万
甲人

C O S气仍 口 一 召 )
R i

( 2 7 )

方程 ( 27) 代表 了转动的椭圆
,

它的半通径 p 和偏心率
e 分别为

口

打一1川一寿
一一

m h
Z

k l
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目n
r : 二二 P

l +e e o s
( 。 口 +e )

( 2 8 )

椭圆转动时
,

每一转中轨道的拱点线进动为

弩
一 2二一 2二

(告
一 1

)
一 2 二

(了希票靛
一 1

) ( 2 9 )

这里 。 < 1
。

因此
,

进动速率为

八 二 。

、 /
。 _

、 口 J /
.

二 一 1

口

二
`

/二巫互二
_ ,

V 巾 h
Z 一 2 k 2
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