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复杂边界矩形薄板的弹性弯曲

黄 炎

提 要 本文根据矩形 板弯曲的微分才程 的一般解求得 了复杂边界矩形板

的精确解
。

一
、

求 解 方 法

若矩形板的每个边的一部分为简支
,

一部分为平夹
,

或自由
,

如图 1 ( a )所示
,

称

A B

lllll 22222

CCCCCCC KKK

为复杂边界的矩形板
。

K ur at a M
.

〔 lJ 用解析法求得了近似解
。

陈政清等 〔“ 〕用能量法求得

了近似解
。

本文用一般解析法可以求得满足

任意复杂边界的精确解
。

如图 1 (b) 所示
,

将该板分成若干部分
,

使每一部分的每个边仅仅是简支
,

或平夹
,

或 自由
。

对每一部分写出一个矩形薄板弹性

弯曲微分方程的一般解
,

然后根据边界条件

和角点条件以及每两部分连接线上的连续性

条件可以解出所有的积分常数
。 图 2
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二
、

一般解的选取

如 图 2所示
,

设 l 为板的任一部分
,

选取这一部分的一般解为〔 3 〕

,
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上式共有积分常数 41 ( m + , + 3) 个
, 。 和 几 应取的个数视解的收敛性和精确度要 求

来选取
。

三
、

积分常数的决定

对于每一部分
,

在边界上
,

如图 1 ( b) 的 A B 线
,

有两个边界条件
:

挠度或等 效 剪

力
,

转角或弯矩均应分别等于边界上的己知值
。

在边界相交的角上
,

如图 1 (b )的 A 点
,

有三个角点条件
:

挠度或反力
,

两个转角或弯矩均应分别等于角点上的已知值
。

对于相

连的两个部分
,

在分界线 L
,

如图 1 ( b) 的 B C 线
,

有四个连续性条件
:

两部分的挠度
、

转角
、

弯矩
、

剪力均应分别相等
。

对于和边界相连的角点
,

如图 1 ( b) 的 B 点
,

有六个角

点条件
:

两部分的挠度均等于已知值
,

或两部分的挠度应相等以及反力的和等于板上的

集中力
,

两部分在边界上的转角或弯矩均应分别等于已知值
,

两部分相连边上的转角和

弯矩均应分别相等
。

对于相连的四个部分在相交的中间角点
,

如图 1 ( b) 的 C 点
,

有十二

个角点条件
:

四个挠度应相等
,

四个反力的和等于板上的集中力
,

每两相连部分在分界

线上的转角和弯矩均分别相等
。

平均每部分有 2 x 4 个边界条件和 3 x 4 个角点条件
。

在

边界条件方程式中应用到正弦级数的正交性
,

总共也可以得到 41 (。 十 。 十 3) 个方程式来

求解全部积分常数
。
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四
、

简 单 的 例

如图 3 (a )所示
,

正方形板在边界 上一半为简支
,

一半为自由
,

承受均布载荷
,

板中

心承受一集中力 尸
.

将板分成四个部分
,

选取坐标
。

如图 3 ( b) 所示
,

容易看出
,

每部分

的挠度都可用同一函数来表示
,

即均用等式臼 )时省去下标 2
.

每一部分独立的边 界 条

件是
:

比月卜
。

州 x y o

口刃̀.寸̀l口。
月

仁厂11

a se . 叫冲 . 一 a

图 3

( w )
, = 。 = 0

(M , ) , = 。 =

(M
二

)
二 = 0 =

一 ”

(穿二
刹

, _ 。 -

一 “

(令二宗几
二 。 - ( 3 )

0一一公

,月̀..J

( V
二
)
二 二 。

_ 「护 w
.

_ 、

护 二

一
刀

!
一

刁王了 十 L“ 一 ” ,面砂
角点条件是

w ( o , o ) = 0 ,

M
二 ( o , o ) = 0 ,

势 ( 。 , o ) 二 0 ,

M
, (。 , o ) = 0

w ( o , 。 ) = 0 s

M
二 ( o , 。 ) = 0

每两部分的连续性条件是
:

( w )
二 = 。 = ( w )

, = 。

M
, ( o , o ) = 0

! ( 4 )

1
.

1
几

r
wej
es/

) 一 (
一

黔 ( 5 )

)
二二 。 = (M , ) , = b

二 = 。 = 一 ( V , ) :
,
= 。

丝丙瓜阳

角点条件是
:

、!
`
les
、j

!
|1
.

~ _ n
, ` 、

d Z 叨 尸
。 ( 。 , 。 ,一 乙。 以 一 ’ )

而
( 。 , 。, , 一万

( 6 )
d w

d X

d w

口夕

J仪 )

, d 公

( 0 , b少 ( a , b少

d w

d夕
( a , b )



4 国 防 科 技 大 学 学 报

M
二 ( a , 。 ) = M , (。 , 。 ) ,

M
二 ( a , 。 )二 M , ( a , 。 ) ( 7 )

将等式 ( l) 代入 ( 4 )和 ( 7)
,

注意到 a 二 b得

a o o = 0

a Z o + v a o Z = 0
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由以上各式可以解得
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将等式 ( l) 代入 ( 3)
,
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,
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由以上 5 式可以求得 B 。 ,
C 。 , D 。 ,

G
。

和 aa
l

.

由等式 ( 1) 可以求得板中点 的 挠 度

和弯矩分别为

。 (。 , 。 ,

一 习
l
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!严一价 L Ls ll 叨汀
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2 ( l 一 v ) i
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〕
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, , ~ 0

.

3 , 。 和 。
各取若干项算得均布载荷时板中点的挠度和弯矩见表 1

.

表 1 均布载荷的结果

优
一 月 1 0 1 7 1 8 1 9 2 0 2 7 2 8 2 9 3 0

78 5 6 7 8 5 8 7 8 6 3 7 7 6 3 7 7 6 5 7 7 6 5

M 2 9 2 9 2 8 1 O 2 7 1 1 2 7 1 2 2 7 12

表中第一行为 饥和 : 所取的项数
。

第二行为板中点 的 挠 度
,

单 位 为 10
’ 3 q砂 / D

.



复 杂 边 界 矩 形 薄 板 的 弹 性 弯 曲

第三行为板中点的弯矩
,

单位为 10
一 Z q护

.

从表中可以看出
,

当 m 和
, 取至单数 时

,
w

和 M是由大变小
,

取至双数时
,

是由小变大
,

故单双数的平均值趋向精 确 值
。

取 29 和

3 0 的平均值得

w (。 ,。 ) “ 0
.

0 7 0 9 9 q a 4

/ D
;
M

二 (。 , 。 ) = 0
.

1 9 2 4q a 2

四边简支时 (边长为 Z a ) 4[ 〕

w (。 , 。 》 = 0
.

0 6 4 9 6 q a 4

/ D ;
M

二 ( 。 , 。 , = 0
.

1 9 z 6 q a 2

二者是相近的
。

令 q = 0 , , 二 0
.

3算得板中点受集中力作用的结果见表 2
.

表 2 集中力作用 的结果

从表 中可以看出
,

板中点的挠度当 m 和 。 仅取一
,

二项的平均值即已很好
,

取 29 和

5 0 的平均值得 w ( 。
,

a ) = 0
.

0 5 2 4 P a 2

/ D
.

四边简支时 w ( 。
,

。 》 = 0
.

0 4 6 3 4 p a 2

/ D
,

二者也是相

近的
。

至于板中点的弯矩值则随 m 和 。 取的项数越多而越来越大
,

这也是符合理论的
。

本文的计算得到刘大泉同志的帮助
,

深表感谢
。
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