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一阶与二阶常微分方程系统的

隐 式 和 半 隐 式 解 法

陈 武 凡

提 要 本文对于非定常问题在经 G al e rk in 半离散化所得到 的一阶及二阶

常微 分方程 系统分别提 出 了具有二级精度的隐 式和半隐式求解方案
,

并从数学

上 严格证 明 了这两个数值方 案均是无条件稳定的 ; 另对 于正定对称矩阵
,

通过

应 用近似求逆法大 大地减少了计算工作量 ; 最 后提供 了两个简单算例
,

证 明本

方法 是行之有效 的
。

一 引
一

乡
、 谬 与 军J

诸如热传导
、

有阻尼或无阻尼振动等介质的非定常运动的数值解法
,

通常指的是有

限差分法
,

有限元一有限差分混和法及有限元一数值积分法川
, 〔“ 〕。

后两者也就是 人 们

熟知的半离散 G al er ik n 近似法
。

按照这个方法
,

上述问题在经空间域上的离散 化 处 理

后
,

得到一个关于时间的一阶或二阶常微分方程系统
。

而这些常微分方程系 统 的 解 法

(有限差分法和数值积分法 ) 在数值法研究与工程应用中一直是十分引人注 目的课题
。

不论是有限差分法
,

还是数值积分法
,

其具体处理
_

L又分为显式与 隐 式 二种 方案
。

大

家知道
,

显式方案工作量少
,

但稳定性条件对时间步长限制苛刻
,

_

且精度低 ; 隐式方案

的稳定性条件宽裕
,

精度较高
,

然而大型矩阵的求逆运算工作量较显式增加许多 ; 例如

G e l l e r t [ s 〕 , B r u s a r 4〕 及 o l a d w e l l [ 5」等人的工作
,

在改善精度
,

稳定性条件方 面 很 有成

效
,

但在如何减少计算工作量这一问题上没有多大进展
。

为克服隐式方案的这一缺陷
,

T
.

B el yt hc k o 与 w
.

K
.

iL u
曾对热传导问题 (经离散 化得

到的 ) 一阶常微分方程系统 的解法
,

提出了所谓混合式时间积分分区隐一显方案 〔“ 〕
,

7j[
。

其基本思想是
:

把未知函数及其导数的系数矩阵分成显式与隐式 (一对 角 矩 阵 ) 两 部

份
,

从而隐式求解部份仅需作对角矩阵的求逆运算
,

故工作量减少了
。

但不难想到
,

其

解的精度是不 高的
。

而一个好的数值方案
,

应该是精度与工作量同时得到改善
,

为此
,

本文试图从新的角度来研究这一问题
。

本文 1 9 8 6 年 5 月 6 日收到
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为不失一般性
,

本文首先从有阻尼的粘一弹波方程的定解问题出发
,

经 G al er k in 半

离散化处理后
,

得到一个二阶常微分方程系统 ; 然后在令关于时间的二次偏导数为零
,

并

在失去一初值条件的基础上
,

得到一阶常微分方程系统— 对应于热传导问题
。

对于这

两个方程 系 统 分 别取一阶导数项 (一阶方程 ) 和二阶导数项 ( 二阶方程 ) 作 T ay lor 展

开
,

使其各具二级精度 ; 然后依一个特殊的方案构造隐式和半隐式公式
。

在本方法中
,

我们有意让所求矢量的系数矩阵保持正定对称性
,

这样它们的求逆运算就可用一近似方

案来简化之
,

从而节省大量的计算机时
。

此外
,

我们对这两个数值方法的计算稳定性进

行了分析
,

证明是无条件稳定的
。

最后本文提供了两个简单算例
,

显示 了本 法 的 优 越

二
、

一阶与二阶常微分方程系统的导出

我们来考察有阻尼运动方程的定解问题
:

!
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( Z e
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」一 L a P l a e e 算子 :

a ,

刀
, 下 ,

f
, v , 户 ,

功
l ,

叻
:

均为已知的连续可 微 函 数 ;

设 a ,

刀
,

下 , : , 月的变化不依赖于时间 ;

D 一时空域
, R 3 又 〔0

,

T 〕;

g
:

一某时刻 t 任 「O , T 〕下的空间域
,

连续地依赖 t ;

d g `

一 g
`
的边界

,

亦连续地依赖 妇
n 一 d g

`

的法方向 ;

D 二 U g
` .

对问题 ( z )一 ( 2 )
,

依 G a l e r k i n 法可构造如下 .勾积
:

( , , 。 ) 十 (公
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, 。 为测试函数

,

且
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一
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一

几
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丁
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儿
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。
,

于是
,

我们得到下面二阶线性常微分方程系统

!`
+

枷
+

歹
“ 一 f( l) 在 0[, 少〕内

t翻 ( 0 ) = 劝
: , 此 ( 0 ) = 甲

2

( 5 )

( 6 )

若令
。 ` : = O ,

并失去初值条件 ( Zb)
,

则得到一阶线性常微分方程系统

肥“ + K u = 了 ( t)

。 ( 0 ) = 碌
, ;

在 [0
,

T ) 1A[ ( 7 )

其中

” 一 : A
, j。一 (。 , ,

。 J ) 一

{
。 , a `万,

j` 。 !

M一 : M
` ,
: 一 (。

` ,

, j )一

丁
。 ,

, , : 。 了̀ 。 `

f 一 〔“ 〕一 (̀
,

` !

, +

上
。 , · ; ,

! ` (。。
`

)

K 一 〔K
, ,〕一 ( ,

` ,

` , ,一

!
。 , : , 不

, ·
, j , ·` “ ` +

几
。 , : · , 万,

J` (。。
:

,

( 8 )

( 9 )

式中币为形函教
。

通常我们设

( l) 对于方程 ( 5)
,

A 是正定对称的
,

肥与 K 为正定或半正定对称 ;

( 2) 对于方程 ( 7)
,

必是正定对称的
,

而 K 为正定或半正定对称
。

这两个假定
,

实际上往往成立
。

三
、

两个数值方案及矩阵的简化求逆运算

我们首先分析方程 (5 )
、

(7 )各 自描述的物质运动规律
。

我们知道
,

物质非定常运动

的实际物理过程
,

是从不平衡趋向于平衡的衰变过程
。

这一运动规律在数学上表现为
:

l( ) 对于热传导问题 (方程 ( 7) )
,

要求刚度矩阵 K 笋 0 ,

即至少是非 负 定 的
,

或

要求矩阵 (胜
一 `

K )的全部特征根大于零或等于零 (个别 ) ;

( 2) 对于一类有阻尼振动 (方程 ( 5) )
,

要求阻矩阵淤共 0 ,

同样至少是非负定的
,

亦即要求矩阵 ( A一 ’
对 )的全部特征根大于零或部份等于零

。

下面研究这两类方程的解法
,

先考察方程 ( 7) 并改写为

以 = R u + F ( t ) ( 1 0 )

其中 R 二
一
对

一 `

K
,

F = 胜
一 ,

f 对上式我们有
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{
此一

l

U
二

一

二 R “
, _ 1

+ F
, 一 、 (` )

二 [R u + F ( t ) l
’ , = ,

展开为

“
, _ 一 = “

, 一 h “
”

( 1 1 )
, 一 ; = l己“ “

, 一 , + R F + F
`

( t )

而 此 的 T a y l o r

+
一

毛无:

云+ 。
(几

3

)

2

( 1 2 )

将式 ( 2 1 )与 ( 1 2 )代入式 ( 7 )
,

从而导出

(
M + ` K +

合
` K “ 一 K

)
u

一 “ 。一 + `

(
I 一

含
K M 一

),
一

髻
f “ 3,

这是一个二级精度的隐式公式
,

其中时间步长 h> 0
.

可以断言
,

矩阵 ( K 胜
一 ` K )是

对称的
,

且由于正定的 M
一 `
作用在K 上不可能改变 K 的正惰性指标

, ,

即

叹 K肚
一 `

K ) 《 叹 K ) 《 尔

式中 , 为 K的阶
,

仅当 K 为正定时式中等号成立
。

可判定兀肚
一 ’

K 至少也是半正定的
,

而矩阵 r ,
+ , K 、

与
ZK , 一 K 、必然是正定对称的

。

’

、 2 / 一
’ 一

”
’

一 一
’

一

对于方程 (5 )
,

本方法取下面方案

月“ , 一 ;
+ 衬 ( 2“

, 一 “ 卜 ; 一 无u ,
_一

:

) + K “
,

= f
。

( 1 4 )

将上式中的一阶及二阶导数按 T a y lor 展开为

一 ( u
二 一 。

, 一 l

)
/

I L ,:
_

“ 十百
“ 肠

`一 ` 十 。 、 “
一

’
( 1 5 )

= 2 ( u
, 一 “ , 一 ,

) / h 2 “ , 一
1

/ h + o (h 3 )

和书

·

Uōul
fl

` ..、口.、

再将式 ( 1 5 ) 代人方程 ( 1 4 )
,

经整理为

(」
+ 五肥 + 工五

Z

K
2

、
u 。 一 (月 十 ,衬 )。

, _ 、
+ ,

f通
十 二 。 , 、云

, _ ,

十 工 ,
2

/
一

、 2 /
一

2
f

。

( 1 6 )

式中矩阵
(A

+ 无对 + 工无
Z

K
2

、
, 月

.

, . , 、 。 /
J

h
二

:\
, _ , ,

` 、 。 _ ~
_ .

*
_

* ,
_

,
、

~
, ` , 、

刃
、
气d 十 n 〔r, J及 气月 十 下州性 1也妙黑足止正坷苏旧

。

叹 ll J沉片
/ 、 艺 /

式 ( 1 6) 是一个半稳式的准二级精度方案
,

每推进一个 h ,

须对 “
, 一 ;

显式 地按偏心 差分

近似
,

即

{移一
“̀

一
“ 一 ’ / Z h

1?一 万
(“

一
“ 一 ’ /”

L林 。 = 甲 2

当 材> 3 时

当 ,
< 3 时

当
n 二 1 时

( 1 7 )

故 当 ” 》 3 时
,

公式 ( 1 6 )也是二级精度的
。

不难看出
,

公式 ( 1 3 )是一特殊的单步 公 式
,

而 ( 1 6) 为一特殊的事实上的四步公式
。

提高解的精度是一个 目标
,

而减少矩 阵 求 逆 的

C PU 时间是我们致力解决的“ 一目标
。

为此
,

我们利用矩阵
(
M +

hK
十

髻
K , 一 K

)
与

I
二 , 二 ,

护 。 丫
,

_ 一
_ , ,

, , . ,

~ _ _
、

沪 `

…
、
二

, 、 _

~ _ _

_
` _

, . 、 、 、 _

~

吸璐 十 似性 十下几 J附止正坷杯注
,

头现共近似求迎万案
。

卜曲叔还达一万菜
“

、 ` I
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设矩阵 L 是正定对称的
,

且改写为

L = 丈 十 ( L 一 厂 )

其中艺为对角阵
,

无疑也是正定的
,

且

艺
, , = [ L

`

小 艺= J
; 艺

` J = 0 ,

落尹 j

另设矩阵
x 一 :

一

气L 一 、 ) 厂去

则可导出
石一 : 告( r + 沈 ) : 告

设 l劣 }}《 1 ,

因而可得 L
一 `
的如下展开式

L
一 ;
一 厂气I

一 劣 十劣 2 一 x , 十 … … )厂告

故由上公式
,

可求出 L
一 ’
的各阶近似

,

如

( 1 8 )

( 1 9 )

握
( 2 0 )

( 2 1 )

玩
` 一 2 ` 一

(
` 一

凌
一

“ 、 一

)

鱿
; 一 3 、

一 l

`I
一 L 、 一 , + 李L :

一 I
L 、 一 ,

、
、 石 /

由于这个求逆方案
,

仅仅是对角阵的逆与原阵的乘和加法运算
,

显然将 节 省 大 量

C P U 时间 ; 实践表明
,

对称正定阵若用此方案作近似求逆
,

作到 三 阶 近 似 已 十 分 理

想 [ 8 ]
。

四
、

两个数值方案的稳定性分析

本分析仅限于齐次方程
,

即认为公式 ( 5) 与 ( 7) 中的六 )t 二 。 ; 此外
,

我们依能 量 法

进行讨论
。

1
.

一阶方程系统

去掉公式 ( 1 3 )中的非齐次项
,

并改写为

u 。 二尸
一 ’

卫
.

u
。 _ 1

( 2 2 )

、 山 n / 。
.

, 。

。
.

解
, 二 二 , _ ,

。 、
_ , , 卜 _

, ,、 ,’ _

~ ~ 。 *
_

,
_

共 甲 才~ 二 ! 1性 十 n丫 、 十
一
万卫、 Z性

`

八 ,
。

坷上式
,

找们堆能冤护已双
\ 艺 /

E 二 u , “

从而有

“ 百u
。
= u 百

一 ;

P
一 `

万
Z P

一 ’ “ , 一 ;

( 2 3 )

式 ( 23 )是一个二次型
,

依数值计算稳定性 u
。

< “ 。 一 ; ,

故 为保证式 ( 2 3) 成立
,

必然 要 求

条件

P
一 `

对
Z

P
一 ’
簇 I ( 2 4 )

得到满足
。

为方便计
,

引人如下正交变换
,

让

u = Q Y
,

而 Q
?
Q = I
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代入式 ( 23 )
,

从而得到与式 (2 4 )的等价性条件
,

即要求 P
一 ’

对
’ P

一 ’

的梅一特征根满 足

不等式

久
`
( P

一 ,

万
Z

P
一 `

) ( 1 ,
艺= 1

,

2
,

…
,

m ( 2 5 )

条件 ( 2 5) 的成立是显而易见的
。

因为 产抢
>

万
,

故 尸
一 ’

对对起着压缩作用
,

即可 断 言
,

尸
一 ’

万或万尸
一 ’
的特征根必然是小于 1

、

大于零的
。

由于分析中
,

对 h 未作 任 何 限 制

(除 h> o 外 )
,

故二阶精度的隐式公式 ( 1 3) 是无条件稳定的
。

2
.

二阶方程系统

同样
,

去掉公式 ( 1 6) 中的非齐次项并改写为

ù

。

以
、、.矛了

f A
十 , M 十通

一

, 2

劝
u

,

一 f A 十 , , + 蛛
2

启
、 2 / \ 2 /

, 一
: 一

;
。 Z

K 。一 十 `

(
A 十土 h对

或进一步

u
,

= “ , 一 , 一 B u
, : 一 l

+ 尤,￡
。 一 ,

( 2 6 )

其中

、、.口了

K护
,CJ乙

了皿夕、、 .万Z
·

B 一
rA

十 。肚 十
蛛

Z
K

\ 2

刀汀 A 十 ,淤 十工无
2

司 r
注十 l h动

\ 2
,

、 2

( 2丁)

\ ￡: _ , = 无u
。 _ 1

对式 ( 2 6 )
,

我们亦取能量范数

E
,

= u 百u
。 ,

E
。 一 , 二 “ 百

一 ;
u

二 一 1

故有

“ 百“
。

= u 百
一 ; 此

。 一 ; + u百
一 ,

B
,
B 到

,

。 一 , + 。
百

一 I

D
,

D :
, _ ,

一 2此百
一 :

B u 卜
,
+ Z u 百

一 ,

D 。
, 一 , 一 Z u百

一 ,
B

T

D : , 一 ,

( 2 8 )

同样依条件 E
,

簇 E
: _ l ,

要求下面不等式

“ 百
一 ;

( B
,

召 一 Z B )公
, 一 ,

+ u 百
一 ,

( ZD 一 ZB
r D ) 。

, _ , 十 。百
一 ;

D
丁

D :
, 一 ,

簇 。 ( 2 9 )

必须成立
。

作下面分析
。

首先对 : 二 一 ,

/ h = “ , 一 ;

取一阶近似
￡。 一 ;

/ h = ( u
。 一 之,

, 一 1

) / h 万
一

。 (无
2

)
,

( 3 0 )

不难想到
,

对于 一个实际的物理衰变过程来说
,

任一时间间隔 h = t
, 一 t

, 一 !

下前后两个物

理量的绝对误差 ￡ , 一 ,

必介于最大绝对误差与最小绝对误差之间
,

即

一 Z u
n 一 1

蕊￡ , 一 ,

镇 Z u
二 一 1

( 3 1 )

式中 “
, 一 1

> 0
.

但应特别注意到
: 。

。 一 ,

取最大值 时
,

式 (2 9) 中的 t,
, 一 l

< 叭 而 取 “ 二 一 ,

的

最小值时
, 红

, 一 1

> 0
.

另外
,

仅在无阻尼振动
、

即等幅振动的情况下
,

式临 l) 的等 号 才

成立
。

显然
,

若式 ( 2 9) 在这类极端情况下能得到满足
,

无疑对于有阻尼的振动
、

式 ( 2 9)

也必然会满足
。

现作如下讨论
:

( 1 ) 当 ￡, 一 ,二 2“
, 一 1

时
,

式 ( 2 9 )左边为
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(
一 份百

一 :

) ( B 丁B 一 ZD ) ( 一 此
, _ ,

)
一 u 百

一 ,

( ZD 一 2召 T D ) ( Z u
。 一 ,

) + 2忱百
一 ,

D T D ( 2 “
, 一 ,

)

一
;
一 1

卜
、 。 ·

付怀
。、 ·

树
一 ’

价卜
一

一 2《 一

恤
,

(
“ +

礴
十

分 ) (
, 浦

-

仓
,
)}
“ 一 ( 3 2 )

与前文分析类似
,

上式中二矩阵之特征值必然满足下而关系

。、 * 艺

{汗
, , ·

卜知
, , 、

钊
一 ’

(物卜
。成“ `

!
(

哪 (
` /

一

” ” ·

钊
一 ’

卜川
、 1

玻

落二 1
,

2
,

… …
,

叨

由于这两组特征值全都是大于或等于零的
,

故二次型 (3 2) 必然满足式 (2 9) 的不等条件
。

( 2 ) 当 ￡
, 一 1 “ 一 2 “ , 一 l ,

则式 ( 2 9 )左端为
“ 百

一 ,

(召r B 一 2召 ) “
。 一 1 + “ 百

_ ;

( ZD 一 ZB
丁D ) ( 一 2“ , 一 、

) 十 ( 一 2“ 百
一 ;

)D T D ( 一 Z u
, 一 ,

)

继续往下作
,

无疑会得到与式 ( 3 2) 完全相同的结果
,

故而有一致的结论
。

本分析清楚地表明
,

一阶方程系统的隐式求解公式 ( 1 3) 和二阶方程系统的半隐式求

解公式 ( 16 )均是无条件稳定的
,

且均具二阶精度
。

五
、

算例与结语

1
.

我们给出两个简单算例
,

来验证本方法的有效性
。

定解问题 1

。 。 = 1 0一 2 : 二 , 十 : o ( : ( 1 , t> 0

, ( 0
,

t ) = 0 , 以 ( 1
,

t ) = 0

u (忿
,

0 ) = Zx

该问题具有分离变量形式的解析解
。

另外
,

我们还借助下面的逼近函教

公 ( x
,

t ) = ` ( l 一 :
) l”

,

( t ) + u :

( t )〕

(显然满足边界条件 )
,

对问题 1 实现 G al er ik n 半 离化
,

从而得到一阶常微分方程 系

统
。

它的求解方案按公式 ( 1 3) 进行
,

矩阵求逆运算亦按前文方法予以简化 (其过程略 )
。

所得数值与精解比较
,

作表 1
.

定解问题 2

, ` ,
+ 2。 ` = 10

一 , , 二二 + : o ( x 簇 1 ,
t> 0

舰
( 0

,

t ) = 0 , 以 ( 1
,

t ) 二 0

倪 ( x
,

0 ) = 2劣 , 从 `
(劣

,

0 ) 二 0

该问题亦有分离变量形式的解析解
。

我们采用与向题 1完全相同的逼近函数
,

在对其实

现 G al er ik n 半离散化后
,

得到二阶常微分方程系统
。

它的求解按公式 ( 1 6) 进行
,

矩 阵 近

似求逆亦依前法进行 (略 )
。

同样
,

我们将所获结果与精解比较
,

亦作表 2
,
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…一 l“ 近似

0
.

25 0
。

1 2 2 72

。
精解

0
。

3 2 2 8 6

0
.

3 3 41 2 0
。

43 1 29

0
_

6 0 2 4 6 0 6 0 6 6 7

湘ù5 7

0
.

5 2 0
_

1 9 8 0 2 0
_

1 9 8 0 0

0
.

5 0 0
_

3 6 61 0 03 65 69

0
.

5 70
_

5 1 5 8 70
。

5 1 71 5

0
.

2弓 0
_

1 61 1 2 0
_

1 6 2 0 0

4
。

5 0
.

5 0 0
_

3 13 6 0 0
。

3 1 3 2 8

0
.

75 0
_

4 4 4 2 0 0
。

43 49 4

“ 近 似 舰精度

0
.

5 2 2 61 2 6 2 0 7

0
。

5 0

一 0

一 O 3 2 7

一 0
.

一 0
.

3 25 8 2

0
.

75 0
.

3 2 0
.

3 1 5 8 2

0
.

5 2 0
.

9 0 0 0
.

0 0 8 21

0
.

5 0一 0
_

1 9 4一 0
.

1 9 5 4 7

0
.

75 一 0
.

9 0 7一 0
。

09 9 8 8

一 0
。

1 0一 0
.

0 09 85

4
。

5 0
。

01 01 0
。

01 05 2

O
。

75 0
。

0 4 8 2 0
.

0 4 8 8 4

2
.

结语

本文工作旨在 为着工程实际向题
,

降低计算费用和满足较好精度要求
。

所提两个数

值方案是新的
,

且二阶有阻尼振动方程系统的稳定性证明
,

有一定特色
。

另对无阻尼振

动
,

公式 ( 1 6) 依然是半隐式的
,

且亦无条件稳定
。

本方法的基本思想可以应用到一类非线性
.

的非定常输运和振动问题
。
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