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极小极大稳健检测器的分析与设计

王海云 罗永光

提 要 本文评述 了信号的极小极大稳健检测原理
,

对几种极小机大稳健

检 .mJ 器进行 了分析
,

给出 了它们的设计方法和 M o
nt

e一 C ar lo 模拟结果
。

, ~

一~ 。
侧 ` `

口

在信号检测理论的发展过程中
,

逐步形成 了三种检测方法
:

参数检测法
、

非参数检

测法和稳健检测法
。

参数检测法是以噪声概率分布的先验知识完全确知为基础的
,

这种方法总是针对某

种假定的分布模型按照性能要求的某个最佳准则设计出相应的最佳检测器
。

如果实际噪

声分布偏离 了模型假定
,

这种方法的最佳性就失去了基础
,

有时 上述偏离即使很微小
,

也可能使这种最佳检测器性能严重恶化
。

当噪声的统计特性基本上未知时
,

可以用非参数检测法
。

这种方法不要求精确的噪

声统计特性知识
,

只须作出诸如分布函数连续等 一般性的假设
。

不过
,

这种方法过于保

守了
,

没有充分利用可供利用的噪声先验知识
。

在实际中
,

噪声的统计特性往往不是先验确知的
,

不能用一个固定不变的概率分布

作完全的描述
。

不过
,

在许多场合下噪声的概率分布总是或多或少地在某种固定分布的

某个邻域内变化
。

稳健检测法就是考虑到这种统计特性不确定性提出来的
。

它的 目的在

于既要克服参数检测法只针对假设的确定噪声分布模型进行设计未必完全适合于真实情

况的不
“

稳
”

性
,

又要克服 阵参数检测在噪声分布摸型假定上约束过松
、

对真实的噪声先

验知识考虑太少的不
“

健
”

性
。

在设计方法 七
,

稳健检测法也要作噪声分布模型假定
,

但

其模型不象参数法那样约束过死
,

而要在噪声分布知识的利用上实现最好的折衷
。

简言

之
,

信号的稳健检测就是企图对于所有可能出现的概率分布设计出检测性能都令人满意

的检测器来
。

二
、

极小极大稳健检测

信号稳健检测可以在最佳检测的体系下加进一点稳健性的信号预处理而形成
,

也可
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以直接按稳健统计学中的稳健假设检验导出
,

其中尤以一种称为极小极大稳健检测的方

法研究得最为深入
。

极小极大稳健检测的思路是
:

如果能够在概率分布变化范围内针对

最不利分布按照某个性能标准设计出最佳检测器
,

那么当实际遇到的概率分布不是最不

利的
、

但又处于上述变化范围内时
,

检测器的性能总要比最不利分布下的性能优越些
。

在所有可能出现的概率分布中
,

找出使检测效果最差的最不利的分布
,

这就是所谓极小

化 ; 而在所有可供选择的检测器中
,

找出一个最佳的检测器
,

这就是所谓极大化
。

解决上

述问题的关键在于找出最不利概率分布
。

只要最不利分布找到了
,

即可按参数检测方法

设计出相应的最佳检测器
,

这样设计的检测器就是极小极大稳健检测器
。

我们用 D 表示所有可供选择的检测器 d 的集合
; 用口表示所有可能出现的概率密度

, 的集合
,

它也就是观测数据的概率密度可能变化的范围
; 用 M 表示设计检测器所依据

的性能标准
,

它是检测器 d
、

概率密 度 , 的实值 函数 (泛函 )
:

M ( d
,

尹 )
。

M 可以是

势函数
、

势函数的局部斜率
、

风险函数
、

检验统计量的渐近方差
、

检验效验等等
。

其中

势函数
、

势函数的局部斜率等为有利 量
,

因为其值越大表 明检测器性能越好
。

反之
,

风

险函数
、

检验统计量的渐近方差等为不利 量
。

如设 M为有利量
,

则信
一

号的极小极大稳健

检侧就归结为对三元总体 ( D
、

Q
、

M ) 寻找极小极大解的问题
,

即在M的约束下于口

中进行极小化处理
,

而在 D 中作极大化处理
。

现考虑图 1 ( a )
、

( b) 两种情况
,

图中我们以横轴上的一段表示概率密度的集合 (一

个概率密度为其中的一个点 ) ; 以纵轴表示性 能函数的 取值
; 假设 d

; 、

d : 、

d 3 构成可

供选择的检侧器的集合
,

即 D 二 { d
, ,

d : ,

d
。

}
。

图中的曲线表示各检测器的性能随概率密

度不同而变化的规律
。

( 1) 为叙述方便
,

我们以 护 (川 表示对于确定的概率密度 尹性能为最好的检测器
,

目p
:

M 【d
份

( p )
,

尹〕= S U P M (d
, 尹)

d 任 D

对 于 图 l ( a )
,

d
,

(乡
1

) = d 务 印
2

) = d 带

沙 3 ) = d
3 ; 对 于 图 z ( b )

,

d
.

(尹
3

) = d :
.

( l )

d 餐
(夕

l

) 二己
等

(尹2 ) = d
3 ,

M ( d
,

p ) M ( d
,

P )

PPP 1 P Z P 333

了了、、

’’

、 ///
lllll

」」」
PPP i 尹2 1, 333

矛矛、、

( 2 ) 我们记

( a ) ( b )

图 1

尹.

( d) 为使检测器 d 具有最坏性能的概率密度
:

p务 ( d ) 任 a r g M i n M (d
,

p )
P e Q

( 2 )



极 小 极 大 稳 健 检 测 器 的 分 析 与 设 计

一般地说
,

当 p 取遍口时
,

每 个检 测器 d 都要 在一 些 , 上取 得性 能函 数 M d(
,

对 的最

小值
。

对于图 l ( a )
、

( b) 中的各 个检 测器
,

最 坏的 概 率密度 均只 有一个
,

分 别是
:

尹书 ( d
,

) = 尹; 、

夕.

(d Z

) = 尹2 、

尹开 ( d 3 ) = 尹3
.

( 3 ) 先让 尹取遍 口以使 M极小
,

再让 d 取遍 D 以使极小了的叮再极大
。

此时的检测

器 (记为 d的 称为检测问题 ( D ,

口
,

M ) 的极小极大稳健检测器
。

即
:

d
:
任 a r g M a x i n f 入I ( d

,

尹) ( 3 )
d 任 D P 任 Q

无论图 1 ( a ) 还是 图 1 b( )
,

各检测器的 最坏性能分别为

i n f M (d : ,

p ) = M ( d , ,

尹;

)
P 任 Q

i n f M (d : ,

尹) = M ( d
: ,

夕:

)
夕任 Q

i n f M ( d 3 ,

尹) = M (d
3 ,

尹:

)
尹任 Q

而且都有
:

M ( d
: ,

尹3

) > M ( d : ,

尹:

) > M (d
; ,

尹,

)
。

这样

M
a x i n f M t d

,

夕) “ M ( d
3 ,

尹
;:

)
d 任 D P 任 Q

即图 l ( a)
、

( b) 的极小极大稳健检测器都是 d
。 二

( 4 ) 当稳健检测器 d : 工作于集合 Q 中的每个概率密度上 时
,

具有相对最坏 的最佳

性能的概率密度 , :

称为检测问题 ( D
,

口
,

一

衬 ) 的最不利概率密度
,

即
:

尹:
任 a r g M i n

M [d , ,

尹〕 〔4 )
夕 任 Q

在上两图中
, 尹: 均为 尹3

.

(5 ) 假如 d
;

是在 最不利 概率 密度 尹:

下的 最佳 检测 器
:

d
; 二 d

,

(尹: )
,

而 尹:

又是

匡: 具有最坏性能的概率密度
: 尹:

= 尹
`

(d
:

)
。

那么就称 ( d
: ,

尹:

) 为检测问题 ( D ,

口
,

M ) 的鞍点解
。

也即
,

如果对于每一对 ( d 任 D , 尹任 Q )
,

下述鞍点条件成立
:

M ( d
,

夕:

)
一

轰M ( d
: ,

尹:
)

;

迄M ( d 石
,

尹) ( 5 )

则 (己
; ,

尹:

) 就是上述 问题的性能鞍点
。

图 1 ( a) 与图 1 `b) 有区别
,

(d
3 ,

尹3

) 是图 1 ( a ) 所示检测 l司题 的鞍点 解
,

但不是图

1 (b ) 所示检测问题的鞍点解
,

因为对图 1了b )
,

( 5 ) 式不能满足
。

图 1 了b ) 这一类不存在

鞍点解的检测问题研究得还不充分
。

本文只讨论图 1 〔a
) 那样的鞍 点解存在 的情况

。

在

一定的条件下
,

如果存在最不利概率密度
,

就 一定存在鞍点解 l[ 〕 ,

此时
,

问题就归结为

寻找最不利概率密度
。

三
、

几种稳健检测器的分析与设计

1
.

基本概率比稳健检测

考虑如下二元暇设检验
:

H
o : 劣、 = 扮` 艺= 1

,

2

H
l : 劣` = 0 5 ` + n

“
= 1

,

2

… N

… N
( 6 )
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其中
“ ` = 1 为恒值信号 ;0 > 。表示信号的确知幅度参量

;, 、
是独立同分布的噪声样木

,

只知观测数据的分布属于类高斯分布族
:

Q , “ {尹j ( :
) }尹,

(
: ) = (一

。 , )甲 , ( x ) + 。 , h , (劣 ) } ( 7 )

这 里夕= o
,

1 , p , 沁 ) 为高斯概率密度
, o 毛。 , 镇 1 , h , (幻 属于某个对称的概率密度族

。

现将这种情况所对应的三元对策问题 ( D
,

口
,

M ) 具体为

D : l打似然比检验构成的最佳检测器 d 的集合
。

口
:

类高斯分布族 ;

M
:

风险函数 R健
,

川
,

其为不利 量
。

从而
,

相应的对策应取极大极小而不再是极小极大
,

即
:

R 厂d 器 ,

P )夏 R 矛d 带 ,

P 关

) 蕊 R ( d
,

尹餐 ) ( 8 )

首先要寻找最不利概率密变
。

在类高斯分布族内使凤险函数取极大的概率密度对具

有下列形式2[ 〕 :

婚

、
、

、户
11
、召l0é自

,19éOQ了、1
,̀J月.J, es一

了吸
r̀
吸了

龟
刃.矛..、几了2吸,`̀户、 .̀、了̀心,、̀.声、 ,̀、了.

卢、r
之

尹右(
劣

) 二

( l 一 , 。 z势。 ` 劣 )

弃 ( 1 一 。 。
) , 」 ( : )

C

当 x 任

、

婿 劣 任

中
1
(劣 )

切 。
( x )

<
c 乡

l砂
,

`x) ~

x !

—
了多 ) C

’
`

I 甲 。 ( x )

、吸矛,. ,
J、夕、I,户

任任劣X
卜勺J比」

、
.、 .

, : `· )一

!:丫
`

;刃器
) 黔

>
· `

答箫
( · `

式 中 常 数
C , 、

二 可由
工
一 _ , : (一 d一

, 的约束
,

用牛顿迭代法解出
·

下而按照参数检测法得出相应的检测器结构
。

对应的 单样本对数似然比为

,

公幸曳劣
,

)
1, 气苏 , 二 I n 气

戈
一

下万 一

尹。 气x 日

,· · , 一、 一 ” 一

髻
成 ,
一

一 : : 。 一

燮 名 I n 。 ,

灯 : , 0 一

燮灯 I n 。 11

2
’ 一

2

I n e “

当 x ;

。 口2 _ ,

口 一 一 分 I n C
` ,

按样本独立的假定得检验统计量

,
( X ) 二

于 达
,

相应的稳健检测器为

八

艺
, ,

(劣
,

)
= 1

d
必

( x ) 二
当 v 交X ) > :

当
, ( X ) <

,

,.ǔnU
..r砚通,、
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判决门限
r可按广义纽曼一皮尔逊准则确定

。

由检验统计量的概率密度作精确计算是很

烦的
,

考虑到样本数一般较大
,

可以运用中心极限定理进行近似计算
:

? 。一 E 〔· ( X ) } H
。

卜 ,沪

了几
· (一 ) , 。 (一 )`一

( 1 4 )

。
。 ,

[1,

( x ) r ,, 。

卜 、
! f

’ , , 2 。: 、
) , : ( x ,

) ` x 、 一

撰1
叠 , 2

【J 一 “ 义 v “

J

( 15 )

于 是 户 (v ( X )! H
。 ) =

式解出
:

1
一少育一

-

e x p
,

、 / 乙汀 叮 l
( v 一 从 。! }2

2 a 2 { 而门限可按虚警概率
a `

的约 束 由下

f
’ , ( , ( x ) l ,I 。

)` , 一 , 一 。
l~ )

一 。 ,

J r
L ` J J

( 1 6 )

2
.

渐近稳健对检测

依然考虑 ( 6) 式的二元假 设检验 问题
,

但此处不 再采用似 然比函数而以 恒 值信号

幅度 0 的 M估计量 O N 作为检验统计量
,

同时也不再以风 险函数而是 以该M 估计量的渐

近方差 V , ( J
,

川 作为性能函数
。

由于渐近方差为不利量
,

相应的检 测问题也成 为寻求三

元总体 ( D , ,

口
, V , ) 的极大极小解

,

其中口为一类对称分布族
, D , 是以 M估计景构

成的检测器 d 的集合
。

设 0二为满足下式的 M估计量
:

N

艺 p (念
, 一 0 ) = M i n

, 1

( 1 7 )

式中 p (“ 一
0) 二 一

in 川 x , 一
0)

。

在 p (幻 满 足一定 的正 则 条 件下 3[ 〕 ,

当 N , oo 时
,

甲万 ON 是渐近正态分布的
,

其渐近方差为

{
“ ` 2

( : ) , ( : )` :

V , ( d
,

尹) = V , ( p
,

尹) = rJ子: 一
- - - -

一
: 2

IJ一
“ (` ) , (

`
)`

x

J

( 1 8 )

式中 ` ( : )一

晶
, ( : ) 称为非线性函数

。

在概率密度集合 。 中使上述渐近方 差最大的 概率

密度 广 自然是最不利的
,

相应的最佳非线性函数

O
_ . , _ _ 、

O
,

L ”
戈二 ) = 石二二 P

一
’

欠二少一 了二二又一 i n P
一
气沂 ) ) -

U 芳 U 潇

_ p“ (劣 )

尹公 (
x

)
( 1 9 )

当集合 Q 为 P 点分布族时
,

即

。 一

{
, (· )

!卫
。

, (· )`一
p , (· , 在 (

一
, 上对称且连续 ( 2 0 )

相应的最不利概率密度 3[ 〕

b
; e o s Z ( e」劣 )

一 e :
l
二

1

}xl 《 a

1: }>
a

( 2 1 )
b Z e

rl之we
、

一一
、 .2

公
了、̀ 、

份
公之

式中常数 b、
、

b: 、 。 、 、 。 :
由 p 点分布族的约束条件构成下列方程组求得

:



刁8 国 防 科 技 大 学 学 报

一
~

一

一一
一

一
~

一一 一 - 一
.

一一一 - 一 -
叫

一
一

一
一

~- - 一 一

一
一

b
l c o s , ( e l a ) = b Z e 一 “ 2 “

一 Z b
l e ; c o s ( e , a ) s i n ( e , a

) = 一 b Z e Z e 一 “ 2 “

( 2 2、尸一2=l智(
“

絮犷
1“ + ·

)
-

、

你
(一 + 。“ “ 1“ ,

从而得到最佳非线性函数

2 e l t g ( e 、 x )

e : s g n (劣 )

{
:

1(
a

】: }>
a

( 2 3 )

护.

J
. l..̀

一一
、户

劣
了̀
、

势嗯了̀

由 艺 1
.

(劣
, 一 0 二 ) 二 O解得 O N 就可以得到判决规则

H :

《

了而
·

之
·

H o

( 2 4 )

因为 l 朴 ( x ) 为 x 的单调增函 数
,

所以上式

又可写成下述公式
:

H
l

牙牙牙一一一一一 点点点点点点点点点点一一了了了了了了

含
, ,·

(一六 )定
0 ( 2 5 ,

H
o

图 2 尸点分布下恒值信号的 M检测器框图

相应的检测器框图如 图 2所示
。

判决门限
? 同样可 由 广 义 纽曼一皮尔 逊准 则确定

。

在 H
。
假设下

,

寸了 0 二 是零

均值正态随机变量
,

方差为

a Z
二 V 万 ( P . ,

尹
.

) 二
1

4 a b
l c
圣

解下列方程可得门限 :

_二

了 , 、
1 一 甲气一 j = a

\ 口 I

3
.

稳健随机逼近序贯 ( S A s) 检测

设二元假设检验

H
o x , = 0 0 + n i 艺= l

,

2… N …

H
, 劣 , = 0

一
+ 升 ,

落= l
,

2… N …

( 2 6 )

( 2了)

( 2 8 )

其中 0 , ,

J = 0
,

1 分别代表 H , 假设下信号的幅度
,

设 }0
; 一 O 。

1二 d> 0 ,
6 是一个 很小的

数
。

其他与 ( 6) 式相同
。

对上述二元假设检验
,

相应三元对策间题 ( D
,

口
,

M ) 现具体为

D 二 D : , :

为随机逼近 ( S A ) 估计量作序贯概率比检验构成序贯检测 器 d 的集合
。

口
:

一类对称的概率密度族
。

M ( J
,

川 = 肠
才d(

,

川
:

检验统计量 S A 估计的渐近方差
。

在该性 能标 准下
,

使得对
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于所有 , 任口均有 尸 ; (川 ( a
、

p , (川成刀
, a

、

刀为给定的性能 指标
。

此时
,

相 应的极

大极小对策为

V 。 月 (d气尹) ( V , ,
( d

份 ,

夕.

) 二 V 。
蕊 V : ,

( d
,

p 器

)

由信号幅度的 S A 估计

( 2 9 )

。 。
.

2
。

U “ “ , N 一 ,
+
贡 9 Lx , 一 , ` 一 , ) ( 3 0 )

式中 口二为第 N 次观测后信号幅度的 s A 估计
, Z , 为与口有关的常数

,

抓
·

) 为非降奇函

数
。

如果 Z , 和概率密度 尹 ( x) 满足一定的条 件 :l4 〕 ,

则丫万 O N 为渐近的 正态随 机变量
,

其渐近方差为

V 。 , ( g
,

尹) =
z 若a 落

2 2 , m二( 0 ) 一 l
( 3 1 )

式中
叮 ; 一 : !。

2
(· )〕

,

? ; (。 ) 一

品{
一{丁

. 。 `一 “
,

, , `· ,`
·

{1
。二 。

同样
,

在概率密度集合口中使渐近方差 V ; , 最大的 广 是最不利的概率密 度
,

相应

的最佳非线性函数

常数

。 ·

(` ,一晶
, n , · 、 g ,

Z夕
.

二 V , , ( 9
. ,

夕份 )

( 3 2 )

当具体地设口为类高斯分布族时
,

可 以得到下列结果
:

p带 ( x
) =

( l 一 ￡ )甲 ( x )

( l 一 君 )中 ( k ) e 一 秃 ( l留 J一 为 )

当 !刘< 无

当 1刘> 无
( 3 3 )

二
, 、

J
g

一

Lx 夕二 一 石丁下

U 少

劣

一 无

当 x
> k

当 1刘( k

当 x
<

一 介

( 3 4 )

户

11
.

L

一一
、.声

劣
了、份

尹n
J.且

z *

一 。 ; , ( ,一 , · , 一 ( , 一 。 ) 〔2

基
、、 , 一 l } ( 3 5 )

这样
,

以下式解得的具有鞍点性的 O N 作为检验统计量
:

。 。 Z 。 , 二
, 。

口万 = U 万一 l + 一会
-

g
一

又x y 一 口万 一 x )

工V

( 3 6 )

因为

, (。 二
/、

。 ) , 、
(
。 。 ,

粤、
, , (。二 /、

,

) * 、
(
。 , ,

粤、
、 又V I \ 工 v l

所以由对数似然比检验可得稳健 S A S 检测的判决规则为
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N ( 0
1 一 0。 )

Vo (
“一

(
“ ! -

0
一+ 0 0

2
戒A 判 H

。
为真

、 ,
.

少
口

N ( 0
1一 0。 )

V o

8
一

+ 0 0

2 )
》 B

判 H
J

为真

日

/ N ( 0
, 一 o

n

丫
。

月又

—
. 口 v 一

「。 \

0 1
+ 0 0

)
< B

继续观测

式中
: A = I n (刀/ ( 1 一 a

) )
, B = In ( ( 1 一 刀) / a

)

四
、

M o n t e 一 C a r l o 模拟结果

根据上述分析和设计思路
,

我们在 M 一 20 微型计算机上对恒位信号的推木概率比稳

健检测和渐近稳健 M检测进行了 M o
nt

e 一 C ar fo 试验
。

首先
,

在类高斯分布族中模拟 了高斯一拉普拉斯混合概率密度和最不利概率密度
;

在 p 点分布族中模拟 了指数分布
、

高斯一高斯混合分布和最不利分布
。

它们的具体形式

为

高斯一拉普拉斯混合概率密度
:

夕(劣 ) = ( 1 一 ￡) N ( 0
,

1 ) +

C 一 L

_

一
e

、
/ 又 (r 毛

x p

f
一

亚
一
:

}、
、 任 L /

高斯一高斯混合概率密度
:

尹( x ) = ( l 一 。
) N ( O

,

1 ) + 。 N ( O
,

, 并)
C一 G

指数形概率密度
:

, ( x
) = a e x p ( 一 刀}

x
l)

e x P

对于基本概率比稳健检测器
,

在 高斯一拉普拉斯 混 合 分 布的噪声背景下
,

样本数 N = 8
、

N 二 8 的情况
,

1 5
、

2 0 ,

得到检测性能与污染 概率密度 的方差 a :

之间 的关 系
,

图中信号幅度 0 = 1
、

虚警率 丫 = 0
.

2
、

污染度
。 = 0

.

1
。

分别取

图 3 为

“ “

阿
o

·

”

!
, 。 一 “

户呀
沪

产、 、 沪
犷

P一
K ,

卜

了一一一

/
刀口

_ o

0
.

5

了那夕

ù
“ù众U6

…
,̀00

P’.010.005

0
.

6

0
。

4
P’.02.l0a,.

一一 一
、 、 、、

夕夕。 _ `̀

刃刃 ...

PPP。
一 `̀

一一一 / 尸一一一一

3 5 7 9

图 8 图 4
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可见
,

虚警概率 尸 ; 随着污染 概率密 度的方差 。 :
的增大而 增大

。

这是 因为 。 :
越

大
,

类高斯噪声密度
“

尾部
”

就越重
,

它意味着大幅度噪声的出现概率越大
。

这样
,

在

H
。假设情况下超过判决门限而判为 H

,

的概率也随之增大
。

由图 3 还可看到
, 尸 ,

始终

低于最不利情况下的虚警率 a
`
二 0

.

2
,

而 p 。 则大于最不利情况下的检测概率
。

对于稳健M检测器
,

分别在指数形分布 和 高斯一高 斯 混 合 分布 的噪声 背景下得

到如 图 4 所示的检测性能与信号 幅度 0之 间的关 系
。

图中
,

虚 警率 丫 = 。
.

1 ,

样本数

N = 40
.

由图可见
,

当信号幅度变化时
,

M检测器具有良好的恒虚警性能
,

而且
,

在上

述两种噪声背景下 尸 ;

均低于最不利情况的虚警率 丫二 0
.

1
.

同时
,

检测概率 尸 。
均在最

不利情况之上
。

即最不利分布下检测器性能达到下限
,

其它分布下的性能不会比它更坏
,

表明检测器是稳健的
。
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