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一维变换与二维变换的等价

以及二维D F T 的向量算法

蒋 增 荣

提 要 本文证 明 了当且仅当 〔州 = l尸 l
,

⑧ l创 时
,

一维变换 Y == l川 X

与二维变换 〔Y〕= 〔切 汇X 〕工P 〕相互等价
。

此外
,

讨论 了H ad
a m ar d 变换以及具

有循环卷积特性的一维变换与二维变换的子价问题
。

最后
,

利用止述等价定理
,

导 出 了二维 D F T 的一种比行列算法更为有效的快速算法— 向量算法
。

B
.

A ar iz 在 【川中讨论了当【p 〕是对称矩阵的情况下
,

二维变换 〔州 二 l到 tX I 仁尸〕与

一维变换 Y = X LR] 的等价问题
。

在本文中
,

我们 讨论 了一般 N
x
万 二维变换 【州 =

t创 LX I 〔P] 与 一 般一维变换 r = 〔RI X 之 间 的等价向题
,

得到的结果是
,

当且仅当

〔1R = 〔州 ,⑧【剩 时
,

它们等价
,

这里 【到
r

是 t尸〕的转置矩阵
,

⑧表示矩阵的 K or n ce ke r
乘

积
。

这样就为一维变换的二维处理或二维变换的一维处理创造了条件
。

然 后 讨 论 了具

有 C C P 的一维变换 (如 D F T ,
N T T

, P T ) 与二维变换的等价问题
,

还证 明 了2 “阶一维

H ad
a m ar d 变换可与二维 H ad a m ar d 变换等价

。

最后
,

利用上述等价定理
,

导 出 了二维

D F T的一种比行列算法更为有效的快速算法— 向量算法
。

定义 1 设X 是 N M 向量

X 二 (劣 。 , 劣 : ,

…
, 劣刀 . _ ,

)
,

IX ]是 N x M矩阵

IX I = (劣 , , )二
二
,

当且仅当

x ` , “ x ` + ,二 (云= 0
,

l
,

…
,

N
一 1 ;

J = 0
,

l
,

…
,

M 一 1 )

时
,

称 !
_

X }是 X 的矩阵表示
,

X 是 【X ]的向量表示
。

定义 2 设 N 欠 M矩阵 〔X )是 N M 向量 X 的矩阵表示
, 〔R]

,

{奋}
,
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( 1 )

〔尸 }分别是 N M
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x N 万
,

N
x
N

,

M
x
M方阵

,

作变换

Y = [ R IX

[ Y ] = [口1〔X ] [矛
,

】

如果 汇r] 是 Y的矩阵表示 (或 Y是 【Y] 的向量表示 )
,

则称一维变换 ( 2) 与二维变换 ( 3)

等价
。

定理 设 ! X 〕
,

【Y 〕
,

X
,

Y
,

[R 〕
,

[口〕
,

【P ]如定义 2 所示
,

则

( l) 对于任意向量 X
,

r = 〔R ] X 与 〔Y」= 〔口1〔X 」【尸〕等价的充要条件是

[ R ] = [p ]
, ⑧ [口] ( 4 )

这里 〔尸〕, 是 「尸 ]的转置矩阵
,

⑧是矩阵的 rK o n ec k er 乘积
;

( 2 ) 如果对于向量 X
,

Y 二 [R ] X 和 [Y I = 〔口] 【X ] [ P ]等价
,

则 【R } 是对称矩阵的

充要条件是 tQ] 和 tP] 同时是对称矩阵或同时是反对称矩阵
,

且有

R `十 ,万
, 。 + : . = 士 R ,十 : 万 , 。 + j 份

R ` + , 二 , * + : 丫 = 士 R ,. + ,万 , ` 十 : , ( 5 )

(感
,

无= 0
,

1
,

…
,

N
一 l ;

J
,

l = 0
,

l
,

…
,

M 一 1 )

证明 设

X = (劣 j ) 汾对
、 ; ,

Y = (犷, ) , 一
二 ;

[X 〕= (劣
` , ) ,

:
, ,

[ Y ] = (犷` , ) ,
二
,

[ R ] = ( R
` , ) , ,

: , ,
,

[口l = [口
` ,
]
, : 二 ,

【p ] = ( p ` , ) ,
、
,

( 1) 首先证明必要性
。

由于
N材一 1

、 、少
`

飞
了

6t了
了.、了.、

y , = 艺 R , 。劣。

q 目 0

那一 I M一 1

y ` , = 艺 习 口` * 劣。 : P , ,

山= 0 1 = 0

在 ( 6) 式中
,

作下标变换

尹= ￡+ j N (艺=

q = 无+ IN (k =

于是 ( 6) 式就成为

(尹= 0
, _

[
,

…
,

N M
一 l )

(云“ 0
,

1
,

… N 一 1 ; J “ O , 1
,

…
,

M
一 1)

0
,

1
,

…
,

N 一 l ; 夕= O
,

1
,

0
,

1
,

…
,

N 一 1 ; l = 0
,

l
,

…
,

M
一 1)

…
,

万
一 1)

刀 - I M一
歹` 、 , ; = 习 名

为目 0 1 . 0

由假设
, 〔X )

,

〕Y」分别是向量X
,

R ` + , 那 , 。 + : J, 劣 * 十 : 万

Y的矩阵表示
,

于是有

( 8 )

川一 1 对一 1

缪` , = 艺 习 R ` 十 , , , 、 + : 二 x ,. :

几= 0 1邵 0

由于 ( 6) 与 ( 7) 式互相等价
,

故有
柑巴 1

艺 艺 ( R
` + ,万 , 、 十 : 二 一 Q

` 、 P ` , ) 劣 ; . “ 0
k目 0 1 = 0

由向量的任意性
,

有

R * + , 二
,

、 + : 、 = Q
` 、 P ` , (葱

,

k 二 O
,

记尸 ;一 尸: , ,

就有

R ` 十 , 万 。 十 : 封 = P

二 ,

N 一 1 ; j
,

l = O
,

1
,

… ,

M
一 l)

( 9 )

( 1 0 )

(少` 、



学 报70 国 防 科 技 大 学 学

于是
,

由矩阵的 K or en ck er 乘积的定义
,

有

[R ] == 〔P ] r② IQ )

再证明充分性
。

设 t R 〕二 t尸 ]
, ⑧仁Q〕

,

于是

R
` 十 , 那 , * * ` N =

(感
,

k

由上述下标变换
,

一维变换Y 二

尸蛋
` ·

口
` *二 p : ,

·

心
` 。

= 0
,

1
,

…
,

N 一 1 ; 夕
,

l = 0
,

1
,

…
,

M 一 1 )

〔R] X 成为
N ` l 衬一 1

梦̀ 十 ,二 = 名 名 R ` + , , , 。 、 . 二劣 。 .

石= 0 1目 0

从而
刀一 1 万一 1

犷` 、 j 二 == 习 艺 P ` ,口
` ; 劣 * : (葱“ 0

,

1
,

…
,

N 一 1 ; J = 0
,

1
,

…
,

M 一 l )
掩 = 0 1 = 0

与 ( 7) 式比较
,

知有

鲜` 十 , 二 “ 歹` , (公= O
,

l
,

…
,

N 一 l ; j 二 0
,

l
,

…
,

M
一 l )

这表示 Iy ]是 Y的矩阵表示
,

充分性证完
。

( 2 ) 若 Y = [R ] X 与 [Y 〕== [口] [X I [ P 〕等价
,

则由 ( 1 0 )式有

R
` 十 ,二 , 、 十 :二 = P : ,

·

Q
` * (葱

,

k “ O
,

l
, ,

二 ,

N 一 1 ; 夕
, ` = 0

,

z
,

…
,

M 一 1 )

当 L口〕和 【p l同时是对称矩阵或同时是反对称矩阵时
,

有

R `十 , 二 , 。 * ` 二 == P ` , ·

口
` 、 = P J` ·

口。 ` == 忍。 + `二 , ` + ,万

这表示 〔R I是对称的
,

且有

R ` + ,二 , 。十 `二 “ P ` ,
·

口` * = 士 P , :
·

口
` 、 = 士 R

` * : , , 。 十 , N

R
: + ,二 , 。 、 `万 = P : ,

·

口
` * = P ` ,

·

士口* , = 士 R ; 十 ,二 , ` + : 万

反之
,

当 t丑 ]是对称矩阵时
, R ` 十 , 二 , * 十 : , = R * 十 ` , , `十 j , ,

于是有

P : , ·

口
` 、 = P , `

·

口。 ` (`
,

无= 0
,

1
,

…
,

N 一 z , J
,

l “ O
,

1
,

…
,

M 一 1 )

如果 〔P] 或 i口l的主对角线上的某个元素不等于零
,

比如 0Q
。护 0 (或尸

。 。并 0)
,

则令葱=

k = 0
,

就有

P : , “ P , ` ( J
,

l “ 0
,

1
,

…
,

M 一 l )

这表示 【P 〕是对称的
,

从而【口〕也是对称的
。

当 〔P 〕和 L口〕的主对角线上的所有元素均为零
,

这时有

P ` , = 士 P , ` ( j
,

l二 0
,

l
,

一
,

M 一 l )

口
` * = 士 Q

k ,

(名
,

k = 0
,

1
,

…
,

N
一 l )

这表示 i P 〕和 〔口〕同时是对称矩阵或反对称矩阵
。

( 5) 式的关系这时显然成立
。

证毕

推论 1 一维 H a d a m a r d 变换

Y = [H
二 , IX ( 1 1 )

与二维 H a d a m a r d 变换

〔Y〕= I H 二
1 [X ) IH , 〕 ( 2 2 )

互相等价
,

其中N
,

M均为 2 的幂
。

2 “ 阶H a d a m a r d矩阵是
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【H Z`

1 = ( H ` , ) :
, , 2 ,

为ee l

习 ` z j l

万
` J = ( 一 l ) ` “ 0 (`

,

J = o , z , …
,

2` 一 i )

几ee l

`= 艺 `:
·

2

“
: 任 ( 0

,

l )

;二{
j “ 叉 J

: ·

2` 夕
: 任 ( 0

,

1 )

由此知 〔H Z “ 〕是对称矩阵
,

且

〔H Z`

] = [H
:
]⑧ [H

Z
]⑧ …⑧ [H

:
] ( k 个相乘 )

: H
:
; 一

!:
一

:}
因此

,

当
: 十 , = k时

,

有

[H
Z` } = 〔H Z “ 〕@ [ j了

2 , 〕

由定理知
,

( 1 1) 式和 ( 1 2) 式互相等价
。

由于长为 N == 2 “的一维 H ad a m ar d 变换有快速算法
,

所需加法次数为

A ` 二 N l o g Z
N

从而计算 N x M二维 H a
da m a dr 变换

,

只需

A一` N M fo g Z N M

次加法
。

推论 2 一维 D F T不能与任何二维变换等价
。

事实上
,
N 点F o ur i er 矩阵是

1

W刃
-

〔R ] = 〔W ] = (W
` J ) 二

、
, =

l 1

l W
( 13 )

W万 一 l W (万 一 l ) 2

其中 W = e 一 ` 2
勺 万 .

t R I 是对称拒阵
。

R
` ,二 W ` J不满足 ( 5) 式表示的关系

。

例如
,

当仁1R

是 6 x 6 对称矩阵时
,

按 (5 )式
,

应
·

有 R o 3 = R , 2 ,

R o s = R
; ` ,

R 2 5 = R
a .

等关 系
,

但 6 x 6

F o u ir er 矩阵不满足这些关系
。

同样
,

一维数论变换 ( N T T )与一维多项式变换 ( P T ) 均不能与任 何二维变换等价
,

因为这些变换均具有 C C P ,

变换矩阵均具有 ( 13 〕这种形式 [ , 〕。

推论 3 二维 D F T可与一维变换等价
,

但这一维变换不具有 C C .P

、 二维 D F T定义作

[Y ] = [W
,
] [X ] [W , J

其中 LW
二
1与 [W , l都具有 ( 1 3 )式表示的形式

,

但以W x = e `一 2 , / 扮 ,

W , 二 e `一 : ` /卫

的 W
.

由定理知
,

只需取

〔R ] = [W , ]⑧ [W
,
]

则二维 D F T ( 1 4) 与一维变换

Y = 〔R] X

( 1 4 )

代换其中

( 1 5 )
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等价
,

其中 t R〕的元素 R ` ,
还具有 ( 5) 式表示之关系

。

又如果一维变换 ( 1 5) 具有 C C P
,

则

〔川 必具有形式
:

-

. “ == a ` J

其中

其中

a “ , = i [ : J , 但这是不可能的
。

由推论 3 知
,

二维 D F T [ Y l 二 [W
二
1 [X ] LW , ]可 用一维变换 Y == [ R ]X 来计算

,

〔R ] = tw , ]⑧ [W
,
] ( 1 6 )

下面我们寻求 ( 1 5 )式的快速算法
,

从而得到 ( 1 4) 式的快速算法
。

将 ( 1 5 )式写作

{ [W
`
]冬

。

1
Y 一 : · : x 一 。W· 〕。 : W

·
,X 一 LW· ,

}
〔

晋
`
,

誉
`

1
L〔w 二 }X ,

一 , J

也就是
人 f一 l

Y
。 = 艺 W扩 〔W ,

I X
. ( k = 0

,

l
,

…
,

M
一 1 )

二
O

其中X . 和 Y *分别是
,

输人与输出二维数组 〔X ]和 Llr 的M 个列向量
。

( 18) 式有很丰富的含义
,

首先它是一个向量等式
,

如果将它写作

材 - 1

Y 。 = 习 W护 (〔W , }X . ) ( k == 0
,

1
, … ,

M
一 1 )

那么它就是以 N 维向量 〔W们X
. 为元素的万点一维 D F T

,

先计算

X 盖= [W
,
] X

. (二 = o
,

l
,

…
,

M 一 l )

这是一个 N 点一维 D F T ,

共万个
,

再计算

材一 1

Y
* = 名 W扩X 孟 ( k 二 0

,

1
,

…
,

卫 一
l)

用目 0

这是一个M 点一维 D F T ,

输入
、

输出向量是 N 维的
,

所以相当于 N个一维 D F T
.

算
,

就是通常二维 D F T的行列算法
,

所需运算量 (复乘与复加 ) 是
:

M A ` ( N ) + N A` (万 )
!M一
t A ` “

.

M M
。

( N ) + N M
。

( M )

其中M
。

k( )和 A `
( k) 表示 k 点一维 D F T所需的复乘与复加数

。

但是
,

如果将 ( 1 8) 式写作

Y
。 = 艺 ( W护 [W

,
] ) X

. ( k = O
,

1
,

…
,

M 一 l )

( 1 7 )

( 1 8 )

( 1 9 )

( 2 0 )

( 2 1 )

这样计

( 2 2 )

( 2 3 )

就得到二维 D F T的一种异于行列算法的另一种算法— 向量算法
,

这种向量算法与一维

D F T的W in o g ar d 算法很相似
,

也可称作二维 D F T的W in og r ad 算法
。

它是在通常的M 点

一维 D F T (标量式 ) 中
,

用向量 X . 和 Y
*
来代替标量

,

用与 W扩 〔W司的乘法代替与 W妒

的乘法
,

每一个与 W护 〔W司的乘法是一个 N 点一维 D F T ,

不过是用与评护W别的乘法代

替与W别的乘法
。

因此
,

如果导出了N 点及M 点一维 D F T 的快速算法
,

那个就可按 (2 3) 式

来计算 N x M二维 D F T
.

当 N = 2
,

3
,

4
,

5
,

7
,

8
,

9
,

2 6时
,

可用 〔3〕
、

〔5〕附录中小 N D F T算
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法
,

当 N = 尹
,

, “ (尹是素数 ) 时
,

可用 R ad er 算法 〔 4 〕 ,

当 N = 2 `
时

,

可用基
一 2 的各种快

速算法 〔 6 〕 。

具体算法流程见例 1
.

也可以把 ( 1 4) 式等价为
柑 - 1

Y
* = 习 X

。

( W乃几 [W , ] ) ( k二 0
,

z
,

…
,

N
一 1 ) ( 2 4 )

” = 0

其中X
。

和 Y *分别是 「X ]和 〔州的 N 个行向量
。

计算方法同 (2 3) 式
。

下面来导出向量算法所需的运算量
。

设M 点及 N 点一维 D F T 的 某 个快速算法需要

万
。

(卫 )
,

M
.

(N )次复乘和 A ` ( M )
,

A ` ( N )次复加
,

由 ( 2 3 )式知
,

需 计算 M
.

(万 )个 N

点一维D F T ,

这需要运算量是

M
。
= M

。

(M )
·

万
。

( N )

A
:
= M

.

(万 )
·

A ` ( N )

此外
,

还需要 A ` ( M )对 N 维向量的加法
,

所需复加数是

A Z 二 A ` ( M )
·

N

因此
,

总运算量是

{M一 M
·

(M ’
`

M
·

(万 )

LA ` = A : + A : ” A 。 (M )
·

N + M
一
(M )

·

A ` ( N ) ( 2 5 )

如果按 ( 24 )式计算
,

总运算量是

!M
二

t A二

= M
。

(N )
·

M
。

(M )

= A ` ( N )
·

M + M
。

( N ) 4` ( M ) ( 2 6 )

因此
,

按行向量计算与按列向量计算
,

两者乘法量相同
,

但加法量不同
。

如果

M .( M ) 一 万
A ` (M )

。

( N ) 一 N

A `
( N )

( 2 7 )
卫一成

按列向量计算
,

加法量少些
,

反之按行向量计算
,

加法量少些
。

因此
,

可按

T (无) =
M

。

( k ) 一 k

A ` (无)
( 2 8 )

之值作为标志
,

若少 ( M ) < T ( N )
,

则按列向量计算
,

反之
,

则按行向量计算
。

例 i 试画出 4 x 3二维 D F T 向量算法流程图
。

[Y ] = 〔W
4

] [X l [环
尸 3
]

其中 W
; 二 一 落

,

W 3二 e 一 ` 2 , / 3二 -
l + 云了万

2

.

由 (2 3) 式有

2

Y ; = 习 ( W号“乞W
;

1) X
. 〔k二 0

,

1
,

2 )

其中

X .

劣 。`

劣 1 .

劣 2 .

劣 3 .

阴二 0

)
,

_ _

l犷
(尔 = O, 1

,

2 )
,

工 。 = !

)
梦

L歹

0 k

1 为

( k = 0
,

1 ,

2 )
2 儿

3 几

利用三点D F T的R a d e r算法 〔” ] [ ” ’ ,

有
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m
。
二 Iw

.

〕t
Z

3

m
l

= 一 一
乞
仁W

。

]t
,

X丸X+十一XXX一一一一一一
上̀孟̀矛̀

1
1之1
.口
.

es、
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其中每一个等式都是向量式
,

每一个乘法 m
`
都是一个四点 D F T ,

每一个四点D F T均可

如下计算
:
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这里每个式子都是标量式
,
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将 ( 1 )和 ( I )结合起来
,

就得到」河 3二维 D F T 向量算法的流程图
,

如图 1
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图 1 4 x 3 二维 D F T向量算法流程图
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