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分段循环 l a K。
一

n a
滤波及其对

估值精度的影响

金 宏

提 要 正如文【 3 1所说
,

分段循环 K al m a n 涟波是减少 K al m a n 滤波计井

的最有效最有前途的方法之一
。

本文讨论 了这种方法 以 及 它 对估值精度的影

量响
,

并讨论 了采样间隔 血
、

d r 二 N 山 {知何选择 的 问题
。

最后 给 出一例证明

这种方法 的可 用性
。

引 古p

随着科学技术的高速发展
, K al m a n滤波 (下面统简记为K

.

F
.

) 技术越来越得到广

泛利用
,

特别是空中
、

海上的导航应用
。

正如有些文章所说
, K

.

F
.

理论被认为是解决

宇宙飞船
、

飞机和船只导航数据处理问题的理想方法 〔 昌〕。

但是 K
.

F
.

的计算量相当大
,

这对于飞行器需要进行实时跟踪并估算多个目标带来很大困难
。

考虑非线性系统
:

X ( t ) = f (劣 ( t ) ) + W ( t ) ( 1
.

1 )

Z ( t ) = 无(劣 ( t ) ) + V ( t ) ( 1
.

2 )

其中 W ( t )
、

V ( t )为互不相关的零均 值 的白噪 声
,

且 X ( 0 )与 W (` )
、

V ( t ) 互不相关
,

E [W ( t ) W , ( r ) 1= 口 ( t ) J (卜
了 )

.

E 〔V (名) V T (丁 )」= R (` ) d ( t 一 了 ) V t
, T

其中
: 占(￡)为 n i r a e `

— 函数
。

若给定初始估值及其估值协方差阵
,

戈 。 、
尸 。 ,

则有广义 K
.

F
.

递推方程
:

`

一
` · + ` (` 一 `· , ” ` +

!罕
+

(鬓)
`二

}
」: 2

( 1
.

3 )

戈 ` * ; = X
` + :

+ K 二 十 :
[Z

` ,
.

1 一 无( X 二 + : ,

t ` + :

)】

K
` 十 ; = 尸` 、 ,

H弄
+ ,

[H
` + ; 」, ` + ,

H无
+ ; + R ` + :

]
一 ’

( 1
.

4 )

( 1
.

5 )
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P ` 十 : =价
` * , 尸`

价奚
十 , + 口`

尸二 十 : = [I
一 K ` + :

H
二 十 :

] P
x 十 1

( 1
.

6 )

( 1
.

7 )

其中

H

一器}
二 ` + ; , F ( ·̀

卜器}
、 K

( 1
.

8 )

`
. r ,

。
, J 、 , , ,

1
「
六

, , 、 .

。 , , J 、 : J , ,

少二 + 1

一
诬 一 刃 气〔盆少 月 ` 十 气万 L尸 气. 1 少十 尸 火

公K ) ] 曰公
-

乙

由 ( 1
.

3) 一 ( 1
.

7) 式可知滤波的主要计算量是求增益矩阵 K K ,

因此减少计算增益阵

将起很大作用
。

此外
,

还可以简化模型
、

降低数据率 (即增大山 ) 以及分离变量 `将状

态变量进行解妈 ) 等 ` ’ ][ 4 ’ ` ” ’ 。 对增益阵计算的简化也有多种方法
,

最简单的是预算增益

将其贮存于飞行器计算机内
。

这样在测量次数较少的情况下
,

它是解决配备最佳滤波器

问题的实际办法
,

当测量次数较多时
,

预算增益通常是平稳地随着时间变化的
,

并且可

以用合适的曲线 (直线
、

指数曲线等 ) 来逼近
,

这些曲线给出与真实增益几乎相同的响

应
,

当然也有它的缺点 l” ” “ ’ 。

本文要讨论的分段循坏 K
.

F
.

则是 比较实用的简化方法之

二
、

分段循环 K
.

F
.

理论

考虑模型 ( 1
.

1) 一 ( 1
.

2)
。

所谓分段循环是指在滤波过程中
,

不是每一时刻都要计算

一次增益
,

而是在一小区间内只计算一次开始时刻的增益
,

而其它时刻的增益均用这个

开始时刻的增益来近似
,

这样一段一段逐步滤波
。

比如
:

对第一循环区 K
、

(其区间长为 」: = N血
,

简称为 N )
,

在给定初始状态尤
。 、

p 。

之下
,

有
“

次佳滤波
” :

叉 x = 戈` 一 ; + f (戈
` 一 1 ,

t ` _ ;

) d ` ( 2
.

2 )

戈` = X ` + 兀
1

( Z x 一 几( 叉 ` ,

t ` ) ] ( 2
.

2 )

K = 1
,

2
,

…
,

N

其中
:

K
: = P

:

H r ( H
,
尸

,
H T+ R ,

)
一 `

P : 二必
I P 。必丁+ 口

。

H
,

一
丝 }

,

。 一 , +

丝 }
八 」̀

一

o劣 !几
一

口劣 ! ` 。

对第二循环区 K N + ;

(假设区间长为M )
,

其
“
次佳滤波

”

为
:

叉 x = 戈 x 一 , + f (戈
` _ , ,

t K
_ ,

) 」t

戈 ` = X
` + 尤 二 十 :

( Z ` 一 h ( X ` ,

名̀ ) )

K 二 N + 1
, … ,

N + M

( 2
.

3 )

( 2
.

4 )

其中
:

K 二+ , = 户二十 ;
H声

+ , ( H 二 十 :户二、 ,
H石

* , + R ;
一

, ,

)

户 , 、 ; 二必 , 十 ; P , 中石
+ ; + Q ,
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,

一
` +

器}
、 二

·

“ `

H

一骼{、
+ ,

其初始条件戈
二 可由 (2

.

2) 获得
,

而 尸二 则由下式确定 (可以证明这种近似是合理的而且

是最优的〔” )]

尸二 一 ; 、 。 一 , 、 。

玛 ` H 二尸二 /。

玛
+

李、
一 `

H , 尸、 。

、 I V /
( 2

.

5 )

其中

P耐
。 二 必 , , 。 P 。必寿

, 。 + 口。

, 二
, 。一` 十

器}
;
。 ·

“ “ `

其中

同样对 戈
, 十 , 的误差协方差 尸 , 十 , 可由下式确定

p

一
p

一
/一 p

一
/ · H吞 !

(
H一

p

一
H、一 +

ha )
一 ’

H · * , p

一
/ ·

P , 十 , / , = 必二 十 ,
, ; P , 必石

, , , , 十口,

,

一
` +

兴}
、 , ·

M “ `

重复上述步骤得到每个循环区的
“

次佳滤波
” 。

有以下几点值得 说明
:

1
.

由于进行分段滤波
,

滤波速度的确加快了
,

但 由于在每一循环区内只计算了一

次增益
,

这样滤波精度肯定下降
。

为了能跟 踪 目标
,

区间长度 N
、

M 的取值就不能过

大
,

但也不能太小
,

若取得太小
,

其效果不显著
。

2
.

前面说过
,

每个循环区间长度可以取得不一样
,

在处理实际问题时
,

可视需要

再具体确定
。

后面还将继续考虑这个间题
。

3
.

对离散系统和线性系统同样可利用这种方法来计算
,

而且效果更好
。

至于这种

分段滤波对估值精度的影响如何以及 N 的选择将是下面所要关心的向题
。

三
、

分段循环K
.

F
.

对估值精度的影响

讨论之前
,

先规定
:

凡带有
* 号的表示由 ( 1

.

3) 一 ( 1
.

7) 计算得到的值
,

而不带有
*

号的表示由分段循环滤波计算得到的值
。

且记
:

d户K = 户凳一 户K d尸K 二 尸又一 尸 K

J H
x 二 H凳一 H

二 J K ` = g 异一 K
,

d必` 二必异一 必工 K = l
,

… N (3
.

1)

并假设由 ( 1
.

8) 得到的 H
` , 必 ` 变化比较小

,

即 d H K ,
d必 K 在下面的讨论中可看成是小

量
。

考虑 K
;

区
,

由方程 ( 2
.

2)
、

以及由 T a y lor 级数展开 ( 1
.

2) 得到的
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Z` 去 h(叉 ` ,

名x ) + H
二 ( X 二 一 叉` ) + V二

可得

p 二 二户二 一 户`
H奚K T

一 K
I

H
二户` + K

,

H `户二 H奚K丁+ K
I
R ` K r

( 3
.

2 )

同样由 (1
.

4) 得

尸吴= 尸资
一 户凳H关

犷 K吴
丁 一

K凳H护
K 十 K壳H异户异H壳

r K鑫
r 十 K异R K K 鑫

r

( 3
.

3 )

将 ( 3
.

1) 代人 ( 3
.

3) 进行展开并注意到 ( 3
.

2)
,

则有

d尸 r 二 d户` 一 户K H和 K 委
一 d户K H脊K f

一 d户:
H和 K弄

一 d K
`
H l 户` 一

K
;

H
l 占P x 一 占K

工
H

` 占户K

+ 尤
;
H 二户: H和 K无+ K ,

H
二 d户x H异K于

+ 尤
:

万 ` d P
二 H弄咨尤弄+ ` K ` H ` 户二 H弄K f

+ d K 二 H 二 d户二 H弄K T+ K
, R ` d K买+ 占K 二 R二 K 丁

+ 口 2 ( d K 二
) + 口 ( d H ` )

( 3
.

4 )

很显然

d P
I
= O d户

2
= 0 ( 3

.

5 )

由 ( 3
.

4 ) 得

d p : = 一 户Z H百d K 百
一 d K Z

H
Z户2 + K

;

H
Z户 Z

H 百J K百

+ d K Z
H

Z户Z
H 百K T+ K

:
R d K 百+ d K

: R : K 于

+ 。 2

( d K Z) + 。 (d H Z )

由此可知
,

d P Z至少是 含有 占K
Z

一阶 的小量

d P Z = 口 ( d K Z) + 口 ( d H
Z )

另外从 ( 1
.

6) 不难得到
:

d p ` * ; 二必二 + 1
d P `必无

+ , + 口 (d必二+ ;

) ( 3
.

6 )

从而 咨P
3 至少也是含 d K : 一阶的小量

。

以此类推可得
:

d户` + ,

至少是含 d K
: ,

… d K
K
的

一阶的小量
。

于是 (3
.

4 )可以简写成

d尸K = d户K 一 户K H脚 K 奚
一 d户: H无K T

一 ` K K H : 户K

一
K

I

H
` dP

` + K
; H x户二 H弄d K 脊

+ K
:

H种户` H二K 百十 ` K
K
H K户工H弄K T

+ K
I R 二 d K升+ 吞K ` R二 K f + 0 .

( d K 二 ,

d H
二 ,

d必 : )

( 3
.

7 )

其中
0 .

( d K 二 ,

d H
: ,

d必` )垒口” ( d K ` ( 2 ) ) + 口 ( d H 二 ( 2 ) )

+ 。 ( d必二 ( 2 ) ) + 口 (占K ` ( 2 )
,

占H
x ( 2 )

,

d必 x ( 2 ) )

( 3
.

8 )

另外注意到
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d二
垒 K, H : 户x H姜+ K , R ` ~ 尸` H奚

” K
; ( H x 户二 H盂+ R x )

一
户:

H奚

= K 、 ( H关(户灵一 d户x ) H灸
T + R : )

一 (户凳
一 d户x ) H关

, + 口 (d H 二 )

二 LK
; 一 户异H凳

,

( H护凳H凳
, 十 R ` )

一 ’ 〕 ( H护异H妥
, 十 R二 )

一
K

,
H异̀户K

H异, + `户K H凳少 + Q ( d H K )

且 由 ( 1
.

5 )

K异二厂吴H尸 ( H灸户凳H厂斗
一

R ` )
一 `

从而上式可以写成

」` 二 一 d K以 H护异H凳
, + R ` ) 一 K

,

H凳d尸K H吴
,

+ d户` H是, + Q ( d H
二 )

二 口 ( d K ` ( 2 ) ) + 口 (咨H
二 ( 2 ) ) + Q ( d必二 ( 2 ) )

因此 ( 3
.

7) 又可简写成

d p : ` d户` + d ` J K奚+ d K : J鬓
一 d尸二 H奚K 军

一 K
,

H
x d户,

+ K ; H x d户二 H盂K T+ 0 .

( d K 二 ,

占H
x ,

J必 r )

二 `户` 一 d户K H 无K 卜 K
,
H ` 吞户`

+ K : H 二占户x H奚K T十 0 .

( J K ` ,

J H x ,

J必` )

二 ( I 一
K

:
H 二 ) d尸` ( I 一 K ;

H
盆 ) , + 0 .

( d K x ,

d H 二 ,

d必二 )

( 3
.

9 )

再由 ( 3
.

6) 得

J P x “ ( I 一 K
;
H ` )中 ` d P 二

一 ;
必弄( I

一 K
,
H 二 ) 丁

+ 0 .

(咨K ` ,

咨H ` ,

咨必` )

二 A
二
d P

,
A百+ o ,

( d K x ,

d H 二 ,

d必 : )

其中
K 一 2

A
: = 11 ( I 一 K

;
H 二 一 ` )中 ` 一 ` ( K > 2 )

由 ( 3
.

5 )及 ( 3
.

8 )得

J P x 二 0 .

( J K 乙 ,

J H ` ,

J必百 )

二 口2 ( d K 二 ( 2 ) ) + 口 ( d B ` ( 2 ) ) + 口 (d必 x ( 2 ) )

+ 。 2 ( d K 了 ( 2 )
,

吞H x ( 2 )
,

6必x ( 2 ) )

( 3
.

1 0 )

( 3
.

10) 表明
,

通过分段循环滤波
,

滤波误差除 了增益误差二阶的小量外
,

还包含转

移矩阵和侧量矩阵误差咨必
: 、

d H ` 一阶的小量以及它们之间的二阶的小量
。

其实 d必 K 十 ; 、

d H K + 1

都可看成是 d K K 的小量
。

如前面所假设
,

若它们 的 变化很小并可忽略的话
,

增

益误差的二阶小量就是分段滤波误差的主要因素
。

特别地对于线性系统
,

(3
.

9) 可简写成
:

d P ` 二 口2 ( d K ` ( 2 ) ) ( 3
.

1 1 )
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此式表明
,

对于线性系统
,

分段循环滤波误差只是增益误差的二阶的小量
。

至于滤波误差的大小如何
,

还得由系统本身以及各分段区间长度的大小 N 所决定
。

对一些特殊的
、

平稳的系统
,

N 就可取得大些
。

有时甚至可以取得很大
。

比如后面的例

1 中 N 可以取到 150 以上
。

同样对于第二循环区 K H + ; ,

也有类似的结果

d P ` = A二 十 ,
J P 二 A石

+ ; + 口2 ( d K 二 ( N + 1 ) )

+ 口 ( d H ` ( N + l ) ) + 口 ( d必 ` ( N + 1 ) )

+ 口2

( d K ` ( N + l )
,

d H
` (N + l )消必` (N + l ) )

( 3
.

1 2 )

其中

K 一四一 1

A , + 1
= n ( I 一 K 二 十 ;

H ` 一 `
)必二

一 `

` = 0

( K ) N + 1 )

若系统是线性的
,

( 3
.

1 2) 就可简写成

d p ` = A 二+ l
d p , A弄

+ 1 + 口2 ( d K ` ( N + 1 ) ) ( 3
.

1 3 )

与 (3
.

1 0)
、

(3
.

1 1) 式不同的是
,

这里多了项小量
: A二 + ;` 尸 , A弄

, ;
.

事实上
,

当线性系统

是一致可观和可控时
, K

,

F
.

渐近稳定
,

从而 A , + ;

有界
。

对其它各区结论也是如此
。

四
、 ” t 和 N 的选择

关于采样间隔 血 及 N 大小的选择问题
,

文献 L2]
、

〔3]
、

【5〕中都进行 了比较详细的讨

论
。

我们知道提高 K
.

F
.

运算实时能力的最简单的办法是降低数据率 (即增大」约
。

但

是若 血 取得过大而又不进行数 据 预先平滑
,

这时滤波性能在一定程度上将会降低
。

而

进行数据的预先平滑是有效的而且是最佳的
,

并且滤波方程中的测量噪声协方差将相应

降低为
: R ( K ) = R ( K )

·

山
。 /血

.

其中 R ( K )表示当采样间隔取为 血
。
时

,

坛时刻的侧量

噪声协方差阵
。

至于区间长度 N 的选择
,

首先从 (2
.

2) 可知
,

N > 2 时才有 简化意义
。

另外 〔4 1中给

出了分段循环 K
.

F
.

相对于实时的 速度与 N 的近似 关系式
:

。 。 / 」t \ N S
n

O M
。
刀 进

二 0 左 .

—
.

—
一

\ 」乙。 / 2召。 + ( N
一 l )

( 4
.

1 )

其中
:

S
。
为数据率相同时

,

利用事先算好的权矩阵的 K
.

F
.

的计算速 度与 K
.

F
.

(l
.

3) 一

( 1
.

7) 计算速度之比 (与 J t 无关 ) ; 习: 为 K
.

F
.

( 1
.

3) 一 ( 1
.

7) 在采样间隔为 血
。
时相 对

于实时的速度
。

改写 ( 4
.

1) 成

( 2 5 。 一 1 ) S 扮
,刁 `

S ·

(式)
S 。 一 S

一
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由此可知
,

N 随着 召价。 `

的增大而增大
,

但是估值误差与 N 成正比
,

所以在 确定 N 时
,

不仅要考虑到计算速度
,

而且也要考虑到估计的收敛性
,

以确保跟踪目标
。

前面已经提到
,

各循环区间长度可以不一样
,

但每一区间长度可以根据前一循环区

间长度以及其最后时刻的估值误差的大小来确定
。

显然这样的确定要比随便给定区间长

度要好得多
。

具体过程是这样的
:

预先给定估值误差的上
、

下界
, a

、

夕
,

其中
: a ) 。 ,

刀> 。 ,

且 a < 刀
,

下面我

们来考虑第 石十 1循环区间长度 的确定
。

假设第 云循环区的终端时刻是 t , ,

且其区间长度为 N
,

并考虑性能 指标
: t叹尸 , )

。

如果 t叹 P , ) > 刀
,

说明经过第 玄循 环区后
,

估值误差已经超过给定的上界
,

这时直

观上在确定第 落十 1循环区的长度时要适当缩短其长度 (相对于前一区间长度 )
,

即小于

N
.

记其长度为 N
一 L , ,

其中 L , 为自然数
。

同样
,

如果 加 ( P 户《 a ,

此式 说明经过第 i 循环区后估值误差还很小
,

这时我们可适

当加长第落+ 1循环区的长度
,

以加快滤波速度
。

记其区间长度为
:

N 十 L
。 ,

其中 L
。

为

自然数
。

如果 a < t叹尸 , ) < 刀
,

则 说明第 i 循环区间长度 N 选得比较合适
,

这样 我 们可把

第 坛十 1循环区间长度仍取为 N
.

其中二
、

刀
、

L
。 、

L , 均可预先 就 具 体问 题 而具体给 定
。

在后 面 的 例子中
,

都

取了
: a = L

。
= 0 ,

刀= 2 , L , = 1
.

若考虑其它性能指标
,

比如 t叹占尸 , )
,

同样可按上面的方法去确定 N
,

这里就不再

赘述
。

五
、

举 例 说 明

考虑一线性离散动力学系统
,

其动态方程为

X x = A ` X x 一 1
+ W公

一 l

测量方程为

Z盆 = X ` + V `

其中
:

X K 是状态变量
,

{详对
、

{ V
`
} 是互不相关的零均值的白噪 声 序列

,

且它们与初

始状态均不相关
。

若已知
: A二 = z + 0

.

s e 一 , K ,

口二= z , R二 = 2 + ( 一 z ) K / 1 0 0
,

时 l’of l’ia 隔 少 = 4 ,

初始

状态
:

X 。二 戈 。 = 10 0 , 尸。~ 1 0 0 0
.

由这些已知数据可看出
,

系统比 较 稳 定
,

从而分段

区间长度 N 可取得很大
。

若取 N = 1 50
,

可得由分段循环滤波得到的状态估值与由 ( 1
.

3)

一 l(
.

7) 得到 的估值 相 差只在
一 12 ~ 9( m ) 之间 (图 1 ( a ) )

,

它们的 误 差 相 差也只在

一 1
.

2` 1 之间 (图 1 ( b ) )
。

若改变已知条件
: A ` = z + 0

.

s s i n ( K / T )
,

口` = 2 + ( 一 1 ) K , R ` = l ,

即 动 态 噪声

变化较大
,

但初始状态不变
,

这时 N 需适当选择
。

在图 2 中N 取值为 1 5
.

图 1和图 2 表明当系统比较稳定时
,

采用分段循环滤波来代替 ( 1
.

3) 一 ( 1
.

7) 对

估值课差的影响不太大
, 从而 N 可取得大些

,

以确保 滤 波 在 线进行
。

但就一般问题而
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。
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,,
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( b )

图 1

( b )

图 2

言
,

系统模型常常是非线性的
,

这时 N 需适当取值
,

不能取得过大
。

总之为了能实时跟踪
,

就有必要利用分段循环 K
.

F
.

方 法
。

本文在讨论这种方法的

基础上给出具体例子进行 了比较
,

至于 N 还需视具体问题才能确定
。

六
、

符号说明

戈二垒 忍 IX
【
! Z

K 〕
,

其中 Z K = { Z
: ,

…
,

Z :
}

叉 `
垒 E 〔x 引 Z K 一 `

l

p x = 忍 〔( X ` 一 戈 x ) ( X x 一 戈二 )
,

]

户` = E t ( X
二 一 叉 x ) ( X : 一 叉二 ) ,

]

占A` (M ) = { d A ,
,

… ,

占A x
} K > M

。 (占A ) 表示至少含有 d A 一阶的小量
,

梦 ( d )A 表示至少含有 d A 二阶的小量
。
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