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M A模型最优输入信号设计研究

胡德文 施 仁

(国防科技大学 自动控制系 ) (西安交通大学 )

摘 要
:

本文借助于组合数学中的差集理论
,

成功地解决 了 M A 模型二位

式周期饱和 D一最优特入信号的设计问题
。

前 古口

在系统辨识中
,

以二位式伪随机序列
,

特别是 二序列作为输入信号
,

采用相关辨识

法得到了很好的效果
。

这是因为 m 序列既能激起系统的所有模态响应
,

又不会干扰系统

的正常运行
,

并具有产生简单
、

方便等特点
。

至今
,

人们已经研制出了各种型号的 。 序

列发生器和相关分析仪
。

但是随着问题的进一步深人
, 二序列也暴露了它的弱点

。

由于二序列的自相关函数

在非零整数点上的值并非完全等于零
,

造成 了相 应的 w ie n er 一 H o fP 方程中存在 冗余项

问题 〔̀ 」,

当推广到多变量系统时这一点更加突出
。

其次
,

人们还发现 , 序列会带来精度

上的向题 2[ 〕
。

为此
,

有人对 。 序列作 了不少改进
,

如逆重复 m 序列
、

偏置 。 序列
、

加权

, 序列以及多位式最大长度序列等等
。

但是 这些方法 或者是一种较 、 序 列更 精确的近

似
,

或者是以产生和计算上的复杂性作代价
,

且有的难于掌握
。

随着生物医学工程以及航空
、

军事技术的迅速发展
,

工业多变量控制以及大系统控

制技术与理论的发展
,

人们对辨识信号提出了更高的要求
。

人们不仅希望测试的精度最

高
,

而且希望加入系统的测试信号尽可能的短
,

于是最优输人信号的研究工作开展起来

T [ 3 1 。
29 7 5 年

,

在第 6 届 I F A C 世界大 会上
,

w
e r n s t de t 和 H o ff m e y e r一 Z l o t n i k仁4〕报告

了他们用 D一最优输入信号 lP ac ke t t一B ur m a n[ “」序列辨识人体 血液循环 系统的 脉冲响应

函数的成果
,

比伪随机 二序列的辨识精度提高了约 50 %
。

1 9 8 6 年
,

胡德文 6[ 〕曾在 m 序

列的基础上提出了另一种 D一最优输入信号 I M S
。

本文利用组合 数学的差 集理论
,

从更

广泛的角度寻找二位式周期饱和 D 一
最优输入信号

,

对其功率 谱密度进 行推导
,

并与高

斯白噪声
、
二序列及 P 一 B 序列作较为全面的比较

。

本文 1 9 5 6 年 1 1 月 2 日收到
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二
、

最优输入信号的设计

1
.

最优输入信号的概念

在系统辨识中
,

为 了比 较不同的 试验
,

需要 有一个评价 试验
“

优良性
”
的统一量

度
,

这一量度应与输入— 输出信号拟合的参数精度 有关
。

1 9 46 年
, R a 。

和 c ar m er 证

明了这样一个重要的结论
,

即参数估计协方差在一定条件下
,

满足不等式
e o v 夕> 万万

,

其中 M
。
是 iF s

he r 信息矩阵
。

当不等式取等号时
,

称参数估计达到了最小方差界 ( R ao
-

C ar m er 下界 )
,

参数估计精度达到了最高的程度
。

试验中
,

通常取

J = 一 10 9 d e t 万
,

或 J = tr 万护

作为最优设计准则
。

考虑滑动平均 ( M A ) 模型
:

夕。
二 b

z“ : 一 1 + b Z“ : 一 2 + … + b
, ” : 一 , + e :

并设噪声
。 `
服从正态分布 N ( O

,

刀 ” )
,

记参数向量
:

声
了 = ( b , ,

b Z , … ,

b
, ,

刀 2 ) = ( s r ,

刃 2 )

可以证明 〔` 〕 ,
其 F i s h e r

信息矩阵为

, ........J
, 胜.,.万

..

. es̀..1,..J
0N

一2

万
r..........̀

一一

\ !!l
.

eeee
l
.lr/

N
2刃

4

式中

这里
,

厂 一

责急

。矛
一 1

对` _ 2 . ` 一 1

“ 卜 i “ 卜 2

“
矛
一 2

L“ 卜
. “ 卜 l ” 卜

。 , 卜 2

设定输入信号服从功率约束
:

“ ` _ z“ 卜
”

以` _ 2解`
一

。
矛
一 ,

_ 一仇
“
份入夏万

N

艺 。
爹
一 `

根据已知结果
,

极小化 J 等价于寻找序列 {
。 , , t 二 1 一 铭 , … ,

N 一 l}
,

使得

当当
劝.之人Ur

.

.` ...、

工
N

柑

艺 “ . _ `“ ` _ , =

落二 J 时

名等 J 时

若输人信号满足这一要求
,

则在有效的算法下
,

, , , _ ,

万 2 。 _ ,

刃 2

c o v “ = `“ , `

=
了

` 才
`

“ 了
’ 卫

参数估计达到了最小方差界的最小值
。

当 N 充分大时
,

输入信号可用白噪声序列近似代替
, 。 序列也具有近似的性质

,

但

当样本 N = :
时

, 。 序列的结果仅为
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信号设计

1) 从前面看到
,

最优输人信号的设计就是寻找自相关函数在非零整数点上恒为零

的序列
。

为了解决这一向题
,

我们将差集引进来
。

所谓差集 8[ 」,

系指一由 K
+

个整数组成的模 N 的子集 D = {心
: ,

d Z , … ,
心

, ,

}
,

此子集诸

元素间的差值 “ 一 d , ( m od N )
,
石笋 J

,
云

,

J = 1、 K
十 ,

取数列 1 ,

2
,

… ,

N
一 1 中每一个数

恰好各 久次
,

用 D ( N
,

K
+ ,

久) 表征
。

如果在序号为 叭
,

J ` 任 D 的码 位上置符号 1
,

其

余码位上置符号
一 1 ,

就得 一 N位码
,

它必具单值周期自相关 函数
:

R (二 ) = N 一 4 ( K
十 一 久)

, 仇等 0 ( m o d N )

以 7 位码 一 1
,
一 1

,

1
,
一 1 ,

1
,

1
, 一 1 为例

,
D = { 3

, 5 ,

6 }
,

即 D ( 7
,

3
, 1 )

,

这是一个周期长

度为 7 的 。 序列
,

周期 自相关函数在非零点上等于 一 1
。

幻 设输人信号为
: ( t )

,

取
:

t , 心` 任 D ,

( m o d N )

t等弓` 任 D ,

( m o d N )

AB
.rJ!`

一一
、 .产子盯了

.、

牡

这时
, 。 。

(二 ) 一条全
。 (` ) 。 (` + 二 )中的

。 ( : )。 (` + m ) 一 , 2的次数等于 ,
, : ( : ) : ( : + 二 ) -

一
’
一

“ 一 、 ’

N 局
、 ’ ` ’ ` ’ 一 、 ’ 、

一

`

一 ~ “ 、

一
’ J ` 一

’ 、 一 z 一 、 一 ’

一
/

A B 的次数为 2 ( K
十 一 久)

,

而 “ ( t ) “ (` + m ) = B Z 的次数为万 一 Z K
十 + 几

,

即 [ 7」:

R
.

(哪 ) = 几A Z + 2 ( K
十 一 久 ) A B + ( N

一 Z K
+ + 久) B Z

令 R
。

(二 ) = O ,

解二次方程
,

得

A 一 一

(K
+ 一
幻士了刃万万〔 万万

, ,

~ 从
下石

`

一

—
—

, 、八 ` 丫 U ,
J〕 几

根据差集的定义
,

我们又有
:
几( N 一 1) 二 K

+

( K
+ 一 l)

,

因此
:

A _ 一 ( K
` 一久 ) 士召 K

`

几
B 久

若考虑单位功率约束
,

A
、 B 还应满足 R

。

( 0) = i ,

即
,

K
十

A Z + ( N 一 K
+

) B Z = N

特另“地
,

对于形为 ”

(
,

,

N
一 I N

一 3

)
的差集

,

, 一

卓
(了

而
士 1 )

, 。

更黑票
( 一 N 、 ,士甲

而
)

止 , 工丫 一 .

t 二V

, 序列和平方剩余序列设计出的最优输入信号
,

都具有这种形式
。

3 ) 我们曾在 m 序列的基础上提出了 I M S ,

并指出在功率约束下这种序列即为 M A

模型的周期饱和 D一最优输入信号
。

下面
,

我们就平方剩余序列设计另一种形 式的最优

输人信号
,

并采用我们自己在数论上的研究成果
,

指出一种
“

循环小数
”
设计法

。
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设 p 为素数
, 尸 , 3 ( m o d 4)

,

b 为 尸的原根
。

这`时
,

可将丢展开成循环节长为
p 一 1

r

位的 b 进制纯循环小数
,

记为
:

生 = 0
.

。 , a Z … “ , 一 ,

尹

这时
,

当
。 ` = 1

,

2
,

一
, , 一 1 时

,

粤必具有如下形式
尹

号
一 o

·

“ ` a `

一
a

一
a l … “ `

一 “ ` ”

“ , 一 ` ,

, `

值的大小可由整数
a ` a ` + : … ` 一 : a l … a `一 ,

的大小依次序排列出
,

不必另行计算
。

现在我们取
:

当 艺为奇数时
,

序列第
。 `

位上的值为 A ;

当 石为偶数时
,

序列第
, `

位上的值为 B
。

这时
,

所得到的 序列即为 M A 模 型的一

种最优输人信号
。

限于篇幅
,

在这里略去证明
,

举例说明
:

l 八
二

月 。 。 ,
二

。 二 _ _ _ _ 二 , 、 ,

* ~
下 = u

’

上 “ ` 。 。 ` = ”
·

“ , “ , “ 3 “ ` “ “ “ 6 , 多

刀可狱
, “ ` = d ;

推出
:

号
一 ”

·

乏8 5 7 ` 4一 “
·

“ 3“ 4“ 5

一
“ 2 , ` 为奇数

,

一
“ ,

鲁
一 ”

·

及2 8 5 7 1一”
·

“ 2 a 3 a 4
一 a 6“ 1 , ` 为偶数

, “ 3一 ” ’

争
一 0

·

弓7 “ 2云一 ”
·

“ 5· 。

一
“ 4 , ` 为奇数

,

一
` ,

争
一”

·

于“ 2 8弓一 。
·

“ 6· 1

一
“ 5 , ` 为偶数

,

一
” ’

争
一 “

·

云5 7 ` 2诬一 ”
·

` 4

一
“ 1一“ 3 , ` 为偶数

,

一
” ’

另外
“ 。 = B ,

当 t > 6 ,
或 t < 0时

,

袱 O 作周期为 7 的延拓
。

本例中
,

A = ( .2 了而士甲下 ) / 7

刀 二 ( 一 3
·

寸五士 2了下 ) / 24

在将粤化成小数时
,

只需计算到第
旱

位
,

其余位数的值可利用
。 二

。 一 。 `

计算
尸 乙 ” 2

即可
。

3 最优输人信号在最小二乘方法中噪声的要求

以上的工作
,

已经解决了在功率约束下 M A 模型的最优输入信号设计问题
。

现在我

们再看一些文献中对模型中噪声加以
“

高斯 白噪声
”
这一限制是否有无必要

。

虽然有的

文献谈到 了这个问题
,

但并无推导
。

系统模型仍为

歹。 二 b
l , 。 _ i + b Z“ 。 _ : + … + b

。 “ 卜 。 + 君:
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份 。 斗 l

“ l“ 2

“ 万一i “ 刀 一 2

淋I 一

肚 2一 ”

一一
2口

、

l
|l

|1
!

/

e l勺 :…匀
/ l |

e s

|
.

1 ||I J ll\

一一君

、 !
,二ǹ

入Uùb

b万
/ ,

那么 Y 二诱
·

0 + 。

根据参数估计的最小二乘准则
,

推得
:

夕= (功
r
必)

一 ’

娇
丁 Y = 0 十 (功r

必)
一 ’
必
丁

·

。

协方差矩阵为

co v 夕= E { (0 一句 (0
一 夕) r

} = (功
r 功)

一 `
功
丁

·

E {
。 · 。 r

}
·

功(功
r
功)

一 `

如果 E {
。

·

。 , } 可与 功师
T
功)

一 `
互换

,

则 co v 夕= (功
T
功)

一 ’ E {
。

·

。 ,
}

。

为此
,

只需要噪声
。 `

是

零均 值
、

不相 关
。

这 时的 E {
。 · e
竹 为 正 定 对角 线 矩 阵

。

特别 地
,

当 N = 。
时

,

在

J = 10 9 d e t ( e o v 夕)下
,

因 J = 一 10 9 d e t (功
r
功) + 10 9 d e t E {

。
·

。 丁
}

,

等价于 J 二一 10 9 d e t (功
r
功)

。

因此
, “

不相关
”

要求亦可取消
。

4
.

最优输人信号的功率谱密度

将 N 位码变成连续型的信号
,

采用面积法 1[] 可证明
,

其 自相关函数在整数点上的值

与离散信号在对应点上的值相等
。

当 k」< 了 < ( k + 1 )」 时
,

R
。

(动 是关于
T 的直线段

,

其两端取值分别为 R
.

( k」 ) 和 R。

( ( k 十 1 )刃
。

不难理 解
,

对于一般 的非等 幅二 位式信

号
,

这个结论同样成立 (关于这一点
,

文 ! 6 ]就 I M S 作了详细的 证明 )
。

故最优 输人信

号的相关函数 (连续型 ) 为

: ·

(·卜 }
“ , `” ’

·

(
` 一

罗)
,

t 0

由于 R
。

( )r 的周期 T , 二 N
·

」,

并且有界
,

数形式的 F o ur ie r 级数
:

{rI ( 」时 (」为时间间隔 )

」< !
:

}( ( N
一 1 ) J 时

即满足狄利希雷条件
,

故可将它表为复

R .

( r ) = 习 C
r e , r o o r

r 吕一 。 .

f T
夕

/ 2

` 尸 , 1 1

叭 =

酬
一

肠 / “

(。 。 = 2万 / T , 为基波频率 )
.

其中 R
。

( r ) e 一 ] r o o 了
d了

按照维纳一辛钦公式
,

有

,
·

(。卜 J丁
. R

·

( r )

一
` 犷一

f丁
. ,

呈
_ C二 ,

r。 。 `

一
` ·

因 R
。

(动 的 F o ur i er 级数是均匀收敛的
,

其积分与求和的顺序可以变换
,

依此可推得
:

功
。

(。 ) 二卫匹遥粤二丝
.

【吕鱼军典书具 l
’

呈 。 (。 一 : 。 。

工v L 。 。 / 乙 J
r = 一 ,

此功率谱是关于口 对称的离散谱
,

且有一个
(罕)

’ 形的包络 线
,

第一次取 零的频
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率就是时钟频率
。

当 。 =

一警
。 。
时

,

必
。

(。 )去
2万 R

。

( 0 )

N

·

( 0
.

7 0 7 1 )
,

即 功 率 谱 下降

3 d B ,

因此最优输入信号的频带为。、 f
。

/ 3 周 /次
,

其中了
。 = 1 /」是时间脉冲频率

。

注
.
伪随机序列的功率谱函数

功
。

( 。 ) 一全蝗攀些 。 (。 )护竺型理李丝卫 2
刀

`
一

’

刀
`

s i n (。 」 / 2 )
。 J / 2

·

艺 J (。 一 r 。 。 )
r 二二 `~ . .

r 毕 0

它的直流分量的功率谱密度 的值 “
。卜架.R 。̀ )

,

因 此
, 二 序 列 的 有 效 ” 带 为

f
。

/ N 、 f
。

/ 3 周 /次
。

在 。 二 0 时
,

功
。

( 。 ) 值跌落得很低
,

用于 辨识时
,

系统的稳态误差

很大
。

若采用静态测试求静态增益
,

其精度与最优 输入信号 是相等 的
,

但都需 要增加

( : 十 i ) J 的额外实验时间
。

5
.

最优输人信号与其它序列的比较

这里所得到的最优 输人信 号与高 斯白 噪声
、
二序列 以及 lP ac k et t一 ur m a n 序列相

比
,

具有非常明显的优点
,

分析如下
。

与高斯白噪声相比
:

高斯白噪声是一随机序列
,

只有当样本无限大时
,

才呈现最优

输入信号所具有的性质
。

就实际应用来讲
,

高斯白噪声具有如下缺点
:

①理想的高斯 白

噪声发生器在技术上难以实现
; ②即使由某种方法 (如电子管热噪声

,

计算机算法 ) 近

似产生
,

由于它的值在 ( 一 oo
,

co ) 之间分布
,

对系统的扰动可 能非常之 大
,

甚至超过

系统输入所能允许的限度
,

这在生物医学探测中尤显得重要
。

这正是白噪声难于进入实

用阶段的原因
。

与 m 序列相比
:

本最优输人信号具有
:

①信息效果最高 ; ②在白噪声干扰下各辨识

参数互不影响即互相关函数等于零 ; ③有效频带是 O~ f
。

/ 3 ,

即包含直流分 量
; ④相关

分析的算法中无冗余项 , ⑤特别便于推广到多变量系统中去等独特之处
。

与 P一 B 序列相比
:

二者都是 D 一 最优输人信号 怕噪声干扰下 )
,

但是①这里所得

的信号还是周期饱和最优的
,

即对于一个
。
阶 M A 模型

,

信号除了一预置周期外只需要

长度为
: 即可

。

而 P一 B 序列则需要近 2倍 的时间 4[ 〕 。

显然
,

这 在 测试 时 间 (数据点

数 ) 上占有很大的优势
。

在一些人体疾病检查以及工业过程测试中总是希望测试时间越

短
,

有效数据越多越好
。

又因信号是周期的
,

极便于增加测试长度 ; ②在一定范围内
,

可供选择的 (饱和 ) 最优输入信号要比 P一 B 序列多得多
。

对 每一个由 2
”

阶 H ad
a

lan dr

矩阵设计的 P一 B 序列
,

都可有对应的长度为 2
” 一 1 的 I M S 信号

。

除此还 有所有 4 : + 3

形的素数
,

孪生素数等供选择
; ③当序列所要求的长度增加时

,

(饱和 ) 最优输入信号

比 P一 B 序列设计起来方便得多
。

在纸上设计一个 I O2 4 x 1 0 2 4的 H ad
a m ar d 矩阵几乎是

一件难以想象的事情
,

而设计一个长度为 1 0 2 3 的 I M S 信号 则为工 程人 员力 所 能及 ,

④ 。 序列在各领域已广泛应用
,

人们对 它已相 当熟悉
,

易于对 I M S 推广
。

对于 现在已

研制出的专用仪器
,

只需稍作改进就行了
; ⑤对于多变量脉冲响应阵的辨识

,

在硬件
、

软件设计和相关运算等方面
,

优点都非常突出
。
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三
、

部分仿真结果

考虑单变量系统
:

X(垂 ) =1
.

S X( 无一 1 )一 0
.

7 X( 无一 2 ) +“ (无一 1 ) +0
.

5“ (无一 2 )

Y( 无 ) = X( 无 ) +刃 ( 无 )
, 召 ( k ) ~ N ( 0

,
1 )

求其系统的脉冲响应函数 g (。 )
。

l) 采用最优输人信号 I M S
,

N 二 N , = 63 (周期 )
,

正负 幅值 比 一 1
,
0

.

75
,

功率

为 1 。

设 抓二 ) 和 夕
: (二 ) 分别为真实的和辨识出的系统脉冲响应函数

2) 采用 m 序列
,

冲响应函数

6 3

J : 一三 [g ( m ) 一 夕: ( , ) 1
’

N = N , = 63
,

即一个周期
,

功率为 1 夕: (二 ) 为辨识出的系统脉

6 3

J Z = 习 [g (协 ) 一 夕2 (。 ) ]
2

在 M l c 一80 微机上仿真
,

其十次结果分别是
:

序 号 J :
几

1 1
.

2 6 3 7 8 1
.

9 3 7 3 7

2 0
.

9 2 8 6 9 1
.

2 3 6 2 2

3 0
。

9 7 9 4 8 5 1
。

0 2 8 5

4 1
。

0 2 0 9 3 4
.

3 0 8 8

5 1
.

1 6 2 6 7 1
.

3 5 2 9 8

6 1
.

1 2 7 6 9 1
.

9 0 9 9 6

7 0
.

8 4 5 6 2 4 3
.

4 2 3 9 8

8 1
.

0 2 4 1 1
。

3 6 1 6 5

9 1
.

2 9 4 1 6 0
.

6 8 4 4 4 2

1 0 0
.

9 1 8 6 0 4 1
.

3 1 6 4 3

平均值
:

1
.

0 5 6 5 7 1
.

8 5 6 0 3

这与理 论值 J l 一 , 和 J Z一 2 /

器是
相符合的

,

精度提高 了近 5 0 %
。

最后
,

感谢西安交通大学系统工程研究所万百五教授
、

数学系汪荣鑫副教授等的热

情帮助
。
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