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架空电线在悬链状态下的

非线性振动响应分析

张 仁 述

《应用力学系 )

摘 要 本丈推导了考虑初始弛度的翰电线的柞线性振动偏徽分方程
,

和

未用之辽金过程而得常徽分方程
。

应 用多尺度法和 L一 P ( iL n d st ed t一oP i cn ar 目

法求得 了受谐扰力和脉冲激励的拾电线非线性振动响应的近拟解
。

分析 了初始

弛度对响应的影响
,

得到 了一些有益的结果
。

引 侣纷
口

输电线的振动
,

常是引起输电线路发生故障的一隐患
,

因此分析输电线的振动
,

是

一个很重要的工程实际问题
。

在文献 〔幻一〔51 中
,

曾对架空电缆的非线性 自由振动作过

一定研究
,

尤其是文献【5 ]
,

对有初始弛度悬挂电缆 自由振动的非线 性特 性进行了很好

的分析
。

本文来研究考虑初始弛度的架空输电线的非线性强迫振动
。

首先
,

本文应用大

位移理论
,

推导了考虑初始弛度影响的输电线的强迫振动微分方程
。

然后
,

讨论了其响

应的近似解
,

分析 了初始弛度对响应的影响
,

得到了一些结果
,

对架设电线或维护输电

线路安全
,

将是有益的参考
。

二
、

基 本 方 程

如图 i ( a )示两端悬挂的电线跨度 l
,

横截面积 A
,

材料弹性模量 E
。

在静平衡时
,

电线中心于 劣 处的初始下垂 犷(幻
,

初始张力 T 。 (设电线自然长度与 l 的差别 不计 )
。

考虑对应` 劣的电线之中心线线段 `尹。〔图1 ( b) 示 ]
,

其始
、

末端对其 平衡位置沿 劣 ,

梦轴
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向的位移分别为
。 (劣

, ` )
, 公 ( : , ` )和 。 + 。 二居劣

, 秒 + 少泌劣 (符号 ( )
二

表 示 ( ) 对
:
的偏导

数 )
。

于是介
。 = ` : 老+ `梦了

,

d 尹: = 。玄+ ,
了

, 」尹:

= (“ + ” 二己劣 )落+ (。 + 。 J : )了
,

J 尹: 。

对应的 P P : = d泞。
,

介
`萨= `尹。 + d 尹2 一

主= ` s 。

则

`
一卜

+

合(窦)
’

}
`一

`一卜
+ · +

音
· : +

钱寰
+ 二

)
’

}
`一

电线应变为

P
、.声

b了、

_

_
, J 。 _ J 。 、 , , 。

, ;。 邝户
2 。 ,

, 。 二 ,
“ 一 、 . 。

一
。 o , 1 . 0 0 “

佩 城、而 7 ,
上

们 沁 , 叮

去
,

此与屺相比可略去时
,

便得

。 ,

一
+

鬓
, · +

合
, : ( 1 )

电线在 P
`

时的张力为

T == T o + E通 e .

于是电线的势能
、

动能和外力的功分别为

( 2 )

、 、产
.、 .声、
,

,

3A
ù一b

矛叮、
`了̀、了气

: 一
l
`

(
J O 、二

1 ” , _

迈
’

“ 君 , 一万。 d 己 )
“

: 二【
` , , (。 , + 。 , )` :

J 0

, 一

J;
〔, A , + f `, , ` , ,

· ` ,

式中 p 为电线密度
, “ . ”

号表示对时间 t 的导数
,

了( , ,

幼表示单位长度电线上沿 缪轴向

的外力
。

根据哈密 , 原理

{
` ’

(。少 一 。犷 + 。 w )` t二 o
,

则有
t 1

J:J;
, , (。` “ + 。` 。 ,`· “ +

f::J;
〔, A , + “ 一 ` , ,`· ` “ `

一

I:: ! ;{
T 。 + E A

(
二 +

寰
二 +

合
· :

习!
`二 +

(会
+ 二

)
`二

}
` · `。一 。

( 6 )

由 ( 6) 式分部积分便得

晶{
` 、

(
二 +

豁
二 +

音
·

:
)}
一 , A·

( 7 )

晶【
, 。二 + ` ,

(会
+ 二

)(
二+

窦
、 +

合
· ,

)卜
“ 一 ` ,一 “ A”

( 8 )

方程 ( 7) 和 ( 8) 为考虑初始弛度影响的电线在 。砂 平面内的运动微分方程
。

其中纵向

惯性力
“

P A .
”
一般较横向惯性力

“
P A b’’ 小

。

假设略去纵向惯性力
,

和 E A 为常数时
,
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由方程 ( ) 7得

.

`犷
, 留 下而

1
_ _

, _
粉公 , 门 ~ 二甲 Z, 二一

2

e (心) ( 9 )

并由边界条件
。 ( o

, t ) = 。 ( l
, ` ) ` o

,

便有

· ( :

卜+J ;(袭
二 +

音
·

,
)
` ·

将式 ( 9 )
,

( 1 0 )代入方程 ( 8 )得

晶【
T 。二 +

罕(窦
+ 二

)J;(窦
二 +

告
·

, )
`·

l
+ “ 一 ` ,一 “ A”

( 1 0 )

( 1 1 )

方程 ( 1 1 )为电线横向振动的偏微分方程
。

当 l( 劣 ,

)t = O时
,

即自由振动微分方程
,

这结

果与文献 〔5 ]一致
。

为了方便
,

将方程 ( 1 1) 写成无量纲形式
,

引入

E A a 。 , , 劣 -

瓦 = 儿 了= 。 , 劣 = 了
, ” = 瓦

’

品 _ 鱿 , _
` 、 .

沙— 二一 , ,

一少
`

“ 0

( 1 2 )

式中
a 。为电线跨度中点的初始垂度 (弛度 )

, 。 为电线的一阶线性频率
。

以张 力 T 。
相

同的直电线的一阶线性频率为

, /瓦
脚 = 丁 V丽

( 1 3 )

则方程 ( 1 1) 变为

晶{器
+ * 2

(霎
+

鬓)J ;!霎鬓
+

音(鬓)
’

]
` ,

卜羲
, “ ` , · ,

一 (念)
’

… ` , ` ,

式中* 2一 , 。: 一擎 }哟
, , 。 , ,

表示 。 对 , 的二阶导数
。

方程 ( 1 4 )为考虑初始弛度影响的
T 。、 l , ”

’ `

~ “
一

” 一 ’

一
~

’ 一’
一

- - - -
一 ”

- - - - - - -

一
-
一一

一
’ 一 ’ -

电线横向振动微分方程的无量纲形式
。

显然
,

方程 ( 1 1 )或 ( 14 )均含横向位移偏导数的二

次方和三次方项
,

其为平方和立方非线性微分方程
。

三
、

近似解与结果的分析

设电线受均布的横向载荷为

f (劣
, t ) = P o

f ( t )

式中 P 。以公斤 /厘米计 (如电线受风雨作用
,

有时可简化成这种载荷 )

高
,

则
” ( 0

, t ) = ” ( l
, `) = 0

假设电线的初始垂度和位移分别为

( 1 5 )

。

若电线悬点等

; “ , 一 a o s` n

竿
, ” “ , ` ,一 a。“ ` n

竿
。 (̀ ,

( 1 6 )

( 1 7 )
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于是
了 (` , , : ) 一 , 。

r (生
,

、
,

, ( , ) 一 s i n二* ,

、 O〕 I

” ` , , · ,一` n二 , 。

(
生 下

将式 ( 1 8) 代入方程 ( 14 )
,

并应用巡辽金过程
,

得

, + , + 。 2 , 2十 。 3 ,
3
一 , 了{李

,

、
\田 /

式中夕表示 q 对 , 的二阶导数
,

且

3 ,
口 , 二二 — l

2 \

l

l + 2 /汀
2久2

= 五
.

P 二
s l

Z
P

万 3 a o T 。 ( 2 + 万 2久2 )

(一 ) 均布谐扰力情况

设 , “卜 co s“ `
,

“ 为扰力频率
。

则以

嵘
·

)一争
代人方程 ( 1

w9)

壁+ , + 。 2。 , + 。 : , ,二尸 c o s旦
,

( 1 8 )

( 1 9 )

( 2 0 )

( 2 1 )

下面应用多尺度法来求方程 ( 2 1 )的近似解
。

仅讨论口 、 。 的主共振情况
,

故考虑软

激励
,

约定尸 = 砂 k
, 君
表示振幅量级的无量纲小参数

, e
< 1

,

无= O ( 1 )
。

引

口

—
二二 1 十 8 “

口

口
( 2 2 )

解谐参数 a = o ( 1 )
。

设方程 ( 2 1 )的解为

q ( 了
, e ) “ 。 q :

(少。 , T : , T Z ) + e Z q Z ( T 。 ,

T
: , T Z) + 。 3叹3 ( T 。 , T : , T Z

) 十 …

式中 T
,

= e , r , q `不存在久期项
。

将式 ( 2 2 )
,

( 2 3 )代人方程 ( 2 1 )
,

并令两端
?

的系数分别相等
,

得

D 若q : + q :
= 0

D若q : + q Z = 一 Z D 。D ; q : 一 a Zq荃

D吕q : + q :
= 一 Z D o D 、 q : 一 Z D 。 D Zq ; 一 D 圣q ; 一 Z a Z q : q :

一 a 3g荃+ k e o s ( T 。 + , T Z )

~ d ~ 。

J
Z 。 _一 ~

, _
. 、

一
, _ _ 、 , ,

式中 D ` = 万斋
一 , D 苦= 压

斋
万 。

解方程 ( 2 4 )至 ( 2 6 )
,

得
J T ` ’ 一 ’

d T 于
“ ’

盯 ~
I

`
“

一
`

一
、

一
`

”
.`

( 2 3 )

e Z和 e 3

( 2 4 )

( 2 5 )

( 2 6 )

_ , _ 、 _ _ _ _ _

了口
_

_ _

、
.

1

q 气
不少 =

七“ ` U 彭几一
不 一 尹尽一下

、 〔 夕 / 乙

a 2 e 2 a 2 冬
e o s Z

(旦
: 一 ,
丫

1
1

+ o ( e 3

) ( 2 7 )

口 、 〔 ) I J

式中 a 和 夕 由下列方程确定
。

= 二 is n夕
艺

( 2 8 )

,

_ _ _ 1
/ 八 _

_

, 八 _ .

一 “ “ 一
反气 , “ ’ 一 l u “

,。 3 +

告一
;

( 2 9 )
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式中一撇表示对 T:
的导数

。

稳态运动
:

当 a`
= O

,

夕`二 O 时
,

存在稳态运动
。

得夕= O或二
,

和频率响应方程为

ó、少、矛r、 ,工
`、I

0
,上O自O口QUCQCO八O

了.、了.、了吸
.了.、

或令 ae = A : ,

则

。 一

%(a
3 一

鄂 ,)
一 士

矗

号
一 1+

居
一

(一争
,
)
“ `==IP ` 2”

于是由 ( 2 7) 式
,

稳态运动解为

, _ _ _

。
五

1
q 气̀ 夕= d

i c U吕“ ` 一 几丁 a Z d
`

`+

音
a Z A ,

C o s Z“ ` + ” `· ”

而对静平衡位置的位移为
· (·

, ` )

一
,

愕【
A

l

一 ~
,

1
自才 石 一 — 口

0 2通

2

i
_

十— a
, Z通

6

e o s Z g t

稳态响应振幅 A :

由式 ( 3 1) 确定
。

令式 ( 3 1) 中 P = O
,

便得系统 自由振动非 线性频率特性

为

吕
一 1十

%a(
3 一

鄂 )“ ( 3 4 )

式 ( 34 )中的口便为电线的非线性 自由振动的基频
, A :

为电线 自由振动 的 振幅
。

现将式
, _ _ 、 , 卜 .

~
, _

, 、

一 ~
、 , , 。 ,

, 1 。 , `

口 。
. ,

~
`

~ `
, _

一 `
, _

, ,
、 , _

` 。 “
_

~ ` “
_

( 20 )代人式 ( 34 )
,

可得当护 <
;
气时

,

竺则随 A : 的增大而增大
,

系统为非线性硬特性
。

、

一 ”
’ `

一
、 、

一
` 一 ’ `

一
、 2万

乙
’

一 `

。
`

”
’

一
` ” - 一

一
’

一 “ 一
’ 一 ’ - -

一
” - - -

一一 ” 一
-

1 。 . _

口
. 。 。 、 , * 、 姗

_

辞 “
_ 、 , , 。 ,

、 1 。 , 口 。 二

~
,

` ~ 二一一
`

,

, 一
、 , _

当几2 = :

气时
,

竺二 1
,

即为线性特性
。

当护>
;

气时
,

竺则随 A
:

的增大而减小
,

系统为
一 2万才

’

。 一

”
` -

一
’

一
` ’

一
-

一
` 2万

乙

一
`

。
’ 一 ’

一
` ’

一 “ 一
’ -

- 一 ’ 一 `

” 一
` -

非线性软特性
。

给与下列数据
,

由式 ( 31 )可画出系统稳态响应的频响曲线草图如 图2 ( a)
,

(b) 示
。

设电

线弹性模量 E = l o 6 k g /
e m

Z ,

跨度 l = 5 x 1 0 3 e m
,

直径 d = o
.

6 c m
,

扰力幅值 p 。 = 0
.

0 0 2

k g /e m
。

在图2 ( a )中
, a 。 = 1 0 e m

, T 。 = 1 0 0 k g ,

几
2 = 0

.

0 1 1 3 0 9 7
。

在图2 (b )中
, a 。 = 3 0e m

,

T 。 =

6 0 k g , 几2 = 0
.

16 9 6 4 6
。

图 2 ( a )的 几2
< 1 / 2二 2 ,

系统为非线性硬特性
,

频响曲线相对夕 /。

= 1直线向频率增大的方向弯曲
。

而图 2 ( b) 的 护> l / 2砂
,

系统为非线性软特性
,

频响

曲线相对 g /。 = 1直线向频率减小的方向弯曲
。

可见二者在共振区的响应幅值均远小于

对应线性响应幅值
,

而且 图2 ( b) 较图 2 ( a) 的响应幅值更小
。

一般
,

若久
2
愈小于 i / 2沪

,

或几 2
愈大于 1 / 2砂 时

,

频响曲线相对夕 / 。 = 1 直线向频率增大或减小方向弯曲的程度愈

大
,

二者在共振区的响应幅值愈小
,

而且后者比前者更小
。

反 之
,

若 护 愈 接 近 1 / 2万 2

时
,

其在共振区的响应幅值将愈大
。

参数久
2
= E A / T 。 ( a0 / 1) 2 ,

对材料
、

直径和跨度相同

的电线
,

护将随初始弛度
a 。
值增大而增大 (一般

a 。
增大而 全 。

减小 )
。

因此
,

当
a 。
由小

增大时
,

在共区的响应幅值随之增大
; 当 a 。

增大到使久
2 = 1 / 2扩时响应幅值最大 , 此后

,

a 。再增大时 (久2
> 1 / 2二 2 )

,

响应幅值则减小
。

(二 ) 脉冲响应

当 f ( : , 云) = p 。` ( t )时 ( d ( t ) 称单位脉冲函数 )
,

则了( l牙
, r ) = p o d ( 1 / 。 )

,

于是
,

方
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二 .= 0
.

1 1 03 07 9几, = 0
.

16 9 6 4 6

盆n甘
月O乙

/

/

/

I

|仔
r

16128咬

0
.

5 2
。

0

( a )

泛
一乏亡亏丫了

。 / QJ

图

程 ( 1 9 )成为

, + 。+ 。 : , , + 。 : , , 一 , 。 (工
,

、= 。 ; 。 (生
r

、

式中 a : , a : , p 由式 ( 2 0 ) 给出
, 。 为 q 的幅值量级的小参数

。
p 二 e k

, e够 l
,
k = 0 ( l )

。

现在用 L 一P 法求方程 ( 3 5) 由静止始的脉冲响应
。

引人 T = ( Q /。 ) : ,

设

q ( T
, e ) = 君q : ( T ) + 忍 Zq: ( T ) + e 昌q a ( T ) + 0 (君` ) ( 3 6 )

旦 = z + 。 : 。 : + o ( 。` )
( 3 7 )

将式 ( 3 6 )和 ( 3 7 )代人方程 ( 3 5 )
,

得

叮r + 叮: = 几̀ ( g 少 )

q竺+ q : = 一 a : q资
女g+ q : = 一 2。 : q r 一 Z a : q : q : 一 a 3 q全

初始条件
:

q : ( 0 ) 二 0
,
q盆( 0 ) = k

,
q l ( 0 ) = 0 (云护 1 )

由方程 ( 3 8 )至 ( 4 0 )和式 ( 4 1 )求得 q : ,
q :
和。 :

后代入式 ( 3 6 )
,

( 3 7 )得

( 3 8 )

( 3 9 )

( 4 0 )

、 ,尹、 .产
1山2月性4

户̀、了.、

号
一 ` +

普(
a : 一

警
· ;

)
, 2+ 。 (。 4 )

,一 ` k“ ` n牙 +

号
a Z̀ Zk Z co “ T 一

音
a Z o Z

k
Z

、 .产、 .了
八Q月任44

了气
`

了、
一

含
a Z̀ : ` 2“ o s Z T + ” ` , 3 ,

现在略去倍频谐振项和砂项
,

得近似解为

q (` ) = A : s i n (口` + 夕) 一 B

式中
A ! ·

(
l +

音
· : , :

)
` , ,
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, 一 t g一 ,

(舞里、
,

, 一冬
。 2 , 2

、 J l 乙

则横向位移为

, “ , ` ,一 s` n

罕 [
a o A l s` n “̀ ` + , , 一 a o B ]

( 4 5 )

( 4 6 )

式 ( 4 6) 为考虑初始弛度影响时电线受均布脉冲激励的非线性响应近似解
。

其中口是电线

的非线性基频
,

它由式 ( 4 2 )决定
。

略去式 ( 4 2 )中0 ( 。` )项
,

并注意 到 式 ( 2 0 )
,

可得
:

当

几2
< 1 / 2万盆时

,

为非线性硬特性
. 当几2 = 1 / 2砂时

,

为线性特性 , 当 几2
> 1 / 2护 时

,

为非线

性软特性
。

式 (4 6) 中
“ 一

a0 B is n 二对 l’’ 项表示电线位移的振动中心线对平 衡位置的漂移
。

由式 ( z )
,

( 2 )
,

( 9 )
,

( 17 )和 ( 4 6 )可得电线脉冲响应的张力 ( T )及其最大值 ( T . )分别为

少一 T 。 +

譬(令)
’ 。 “ 〔A ! s `n “̀ ` + , , 一 B , +

音
〔A互 s , n `“ ` + , , 一 B ,” “ , ,

T一 , 。 +

譬(令)
’ · `

{
( , 且 一 B ) +

合
( A ! 一 B ) 2

} ( 4 8 )

设电线弹性模量 E 二 10 k g /
c m Z ,

直径 d = 。
.

6cln
,

跨 度 l = 5 x 10 ac m
,

冲击力 p 。 =

0
.

O OZk g /
c m

。

对于不同的初始弛度 a 。
值对应的脉冲响应结果列于表 1

。

表 1 d A = a o A 一 a o B
,

J T 。 = T一 T 。

O 0

( e m )

T
。

( k g )

o o
A

I

( c m )

a o B

( e m )

才 A

( e
m )

几
( k g )

才 r 用

( k g )

1 10 0
。

0 0 2 5 7 6 8
。

6 1 0 7 6
。

2 9 96 5 2
。

2 1 1 1 2 0 0
。

6 4 0 6 0 0
。

64 0 6

1 00 0
。

0 0 9吸2 6 3
。

9 0 7 1 1 2
。

6 6 2 9 5 1
。

2 4 4 1 20 1
。

8 7 9 1 1 0 1
。

8 79 1

80
。

5 9 1 3 0
。

0 5 0 6 6 7 7
。

2 15 7 32
。

3 6 6 9 4 4
。

8 4 8 8 18 4
。

2 7 8 8 1 0 3
。

6 8 7 5

0
。

0 5 6 5 5 7 6
。

5 0 3 9 3 2
。

5 1 13 4 3
。

9 9 2 6 18 3
。

1 1 2 8 1 0 3
。

1 12 8

0
。

1 4 54 1 6 6
。

9 6 99 30
。

0 8 2 5 3 6
。

9 0 7 4 16 9
。

80 78 9 9
。

80 7 3

0
。

3 0 1 5 9 5 1
。

4 86 5 2 0
。

口3 3 5 3 0
。

6 0 2 16 4
。

0 7 2 1 口4
。

0 72 1

0
。

5 6 54 9 3 8
。

0 5 75 12
。

7 9 0 7 2 5
。

2 6 6 8 13 8
。

3 6 58 8 8
。

36 5 8

1
。

0 1 7 8 7 2 8
。

5 6 7 1 7
。

4 7 2 7 2 1
。

0 9 4盛 12 3
。

0 54 3 8 3
。

05 4 3

由表 1可见
:

电线跨度中点对振动中心的脉冲响应幅值 J A 和对应的最大张力 T . 均

随初始弛度值
a 。
增大而减小

。

在电线跨度中点处响应的最大位移
a 。 A : 、

对应点振动中心
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偏离平衡位置的距离
a。 B和动力响应的最大附加张力 J T.三者

,

在 护 < l / 2砂二 0
.

0 5 0 6 6

时
,

均随 a 。
增大而增大

;
在久

2
> 1 / 2砂时

,

它们则随 a 。
增大而减小

; 在护 = 1 / 2砂时
,

它

们达最大值
。

四
、

结 束 语

关于考虑初始弛度的悬挂输电线的横向振动方程
,

含有平方和立方非线性项
,

一般

具有非线软特性和硬特性
。

这特性可用一无量纲参数护的值来区分
。

由上述对输电线的

基本模态的响应近似解分析可得以下结论
:

要减小输电线受谐扰力时
,

于基频主共振区的响应
,

和要减小输电线受脉冲激励时的

响应及相应的动力附加张力
,

一般应当遵守二原则
:

( l) 输电线要避免取 护 = 1 / 2砂 时

的 a 。
值

。

( 2) 输电线应当在 护> 1 / 2砂 的软特性条件下
,

取适当适大的
a 。
值为宜

。

这二

原则
,

对架设输电线或对输电线路安全检查
,

将是有益的参考
。

最后还应指出
:

本文的近似解
,

虽只讨论了电线的主要的基频响应
,

但所采用的假

设模态法和迎辽金过程
,

对于多频高阶模态的响应分析也是适用的
。
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