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一类抛物方程初边值问题

解的渐近性与振荡性

王 正 明

(应用数学系 )

摘 要 本文考虑一类二阶及四阶线性和丰线性粗物方程初边值问题的解

的渐近性与振荡性
。

力学和物理中出现的许多微分方程
,

通常需要讨论其解的振荡性
。

对常微分方程这

方面已有较深人的研究
,

见 〔9一 n l
; 而 对 偏 微 分 方 程 还 只讨论 了某些特殊方程

,

见

L6一81
。

抛物方程解的渐近 性 的讨论则是反应扩散方程的研究所需要的
。

本文将对二阶

线性抛物方程解的渐近性及某些二阶和四阶半线性抛物方程解的振荡性作初步的讨论
。

本文涉及的椭圆算子 l 和 L都是二阶 自伴强椭圆算子
,

其系数适当光滑 , 区域 g 是 R
”

中

的有界 域
,

边 界 J 。 适当 光 滑
。

设 D = 。 、 R
十 ,

r = 。g x R
十 ,

B == { (
劣 ,

)lt t = 0 , 劣任

( 1) l。 = 习 ( a ` , (二
, t ) 。

`
) , + c ( 劣

, t ) “
` ,

I = 1

( 2 ) 名
a ` , ( :

, `)雪
`
首

,
> 几。 艺 雪爹 几。

> 0 考任 R
.
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I 目 1
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, t ) “ ` ) , + C (劣
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t ) 。
` ,
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l “ 一 “ ,
= f ( :
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l一
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= s (“
, 劣 , t ) + f (劣

, ` )

L 助 一 “ , “ S ( 。
, 忿 , t ) + F ( 劣

,

t )

l “ = 几( t ) “

L “ = A ( t) 。

“ = 甲 (劣 )

份 == 0

(劣
,

t ) 任 D
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,

t ) 任 D
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( 劣
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(劣
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( x ,
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(2 1)

其中

霏
一 “

霏一尧
1

一`一 ` ,

瓷
`一 ` , m , `· ,

(劣
,

t) 任 r

夕(`
, `) > 。 。

> o V (劣
, t ) 任 r

。 , (` ) 为 单 位外法向量的第 J个分量
。

以 下 分 别称 { ( 4 )
,

( 9 )
,

( 10 ) }
、

{ ( 4 )
,

( 9 )
,

( 1 1 ) }
、

{ ( 4 )
,

( 9 )
,

( 1 2 ) }
、

{ ( 5 )
,

( 9 )
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( 1 0 ) }
、

{ ( 6 )
,

( 9 )
,

( 20 ) }为 I
、

!
、

I
、

V
、

硕
。

称 { ( 7 )
,

( 1 0 ) }
、

{ ( 8 )
,

( 1 0 ) } 为 V
’ 、

砚
` 。

设 护
; :

(二
, t )

, 一 几: , ( t ) 及 梦
, :

( :
,

t )
,

一 A
: :

( t) 为 Y
’ 、

砚
’

对应的正特征函数和相应的特征值
。

记

( 1 3 ) a ;

( t ) 二 s u p
苦 C口

刀
:

(` ) 二 S U P
苦任口

…黔…
,

一 ( : ) 一 二
}黔…

…豁1
定义 了

·
( :

, ` ) 一

{
f (

: , t ) f (劣
, t )> o

O f (
: ,

t )《 0

f
一

( :
, t ) = f (劣

, t ) 一 f
+

( :
,

t )

类似定义 , +

(幻
,

,
一

(: )
。

定理 1 设
e。

,

t ) 《 0
,
“ 。

f }f (
: , : ) }

, ` : 一 。

t 呼 . , 口

p>
“
/ 2 (当

。 > 2 )或 p》 1 (当。 = i ) ;

则 I
、

I 的解当 t 趋于无穷时一致 趋 于 零
。

若 c(
: ,

O 《 一 d < o
,

+ co , 则 l 的解一致趋于零
。

厂{
。

,“ 一 `” “ “ <

证明

( 14 )

设 { ( 1 4 )
,

( 9 )
,

( 2 0 ) }为 F
, 。
是 I 的解

, 。
是W的解

。

艺 ( a ` , (`
, t ) “

`
) , 一 “ ,

= f ( :
,

t )
` ,

1 . 1
( 劣

, t ) 任 D
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一 。 , t )

、

f
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、

W中 , (:
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、

f (
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记 w = 。 : -
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`
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; 《 0

` ,
j = 1

田 = 0

( 劣
,

t ) e D
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, t ) e B U尹

由极值原理 [ 2 〕知功》 0
,

从而。 : > 。 , , 再用甲
十

( :
,

t )
、

f
一

( :
, t )代 I

、

W 中 , (二
, t )

、

f (
: ,

t )

解得 I
、

F 的非负解
、 2 、 ” 2 ,

同上可证
: 2《 ” 2 。

由定理的假设及 〔1
,

T h e o r e m l ] 可知
” : 、

” 2一致趋于零
,

从而
。 , 、 : 2亦然

,

但
。 = 。 ; + : 2 ,

故得证
。

用 [ l
, T h e o r e m Z ] 和极 值原理

也可得 I 的结论
。

若
c ( :

, t )簇 一 d < 0
,

令。 = e a ` . ,

用 [ 1
, T h e o r e m 3〕和极值原理可得 I

的结论
。

注 1 若把 ( 4 )的右端的f ( :
, `)改为 f (

: , t ) + 夕( :
, t , 。 ,

F 。 )
,

且设 夕在 名充分大时取

非负 (正 ) 值
,

定理 1 的其他假设不变
, 。 是 I

、

I
、

或 I 的解
,

则
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)
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g x
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+

, R
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,
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在g x ( T

,

oo )中有零点
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用谱方法 [ 31讨论抛物方程解的振荡性主要基于引理 1〔连,

C h冲 et r ll 」。

引理 I V
’

有唯一的归一化正特征函数 叭
; (劣

,

匀对应 V, 的 最大特征值 一 几: : ( )t 且

( 1 5 )成立
。

其中 1
0
1

2二 f
。

}
: (:

, t ) } “ d二
,

若 c ( :
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; :
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。
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f
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t ) : , ) `劣 /卜 1

2

u l , 。 二 o , ,
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定理 2 设 (I t) 为连续函数
,

叭分 为正值单 增 连 续 可 微函数
,

若对任何固定的

: 。任 “̀ , 十一 ,有
丁:

。“ · ,`·振荡
,

,”“ “ ,一

f{
: “ · ,“ `· ,`·振荡

。

若还设 ,瑰
“ “ ,

一
则对任何常数万

,

G (分士万振荡
,

其中 ` :

是任何固定非负实数
。

证明 若结论不真则有
。̀任 (` : ,

co )使 G ( t 。 ) = 0且 t》 t 。时 G ( t ) 并 0
,

不妨设口 ( t ) > o ;

于是 V名> 名。

{
`
了( : ) ` ; =

一
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+

f
`

丝卑
.

华业̀
: > 。

g 气̀ , J : 0 9
一 、 不 ,

与假设矛盾
。

用 G ( )t 士万代 G (分可得后一结论
` ,

定理 3 设 g (` ) “ J
o
f 沙

, t )叻
; ;

( `
, ` )寸`

,
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, ,
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,
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,

且 设
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,
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如
`
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一
、 一 ` ’

0 <
。 《 几: ,
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: ,
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· , 1 1`·

则 V的解
。 振荡

。

由 ( 1 3 )得

IU
`

(̀ ) 一 (。
, ,

护
: : )】《 a :
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于是存在连续函数 H ( t )
,

!H ( t )】《 a : (` ) 使得

U ’

( t ) 一 (”
, ,

叻
: : ) = H ( t ) U ( t )

若定理不真
,

则存在 t 。 , t》 t 。时
“
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,

从而

几
S ( ·

, · , ` ) ,
1 1`· , ` ,`

一
“ , U“ , “ ) `。 ,

其中
, ( t ) 》 l ( t )

。

由 ( 5 )可得 当`> 。̀时

U
’
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: : ( t ) 一 H (` ) + , (` ) ] U ( t )

一
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“ 6 , U“ ,
一

p
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。 〔“ 1 1`· , 一 “ `· , ` · ` r , ,`·
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万 “ 。 ,

一
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。 “ `· ,二 p
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]
` ·

}
因“ 1 1“ , 一 H“ , + · “ , 一 ` !

> “ 1! “ ,
一

“ , · “ ` , 一 ` 1

》 一

靶
二 ,

{I:
。 〔“ 1 1 “̀ , 一 “ “̀ ,

+ · “̀ , 一 ` 1

,“
卜

+ 一 再由
J{
。“ `· , · ` 1’ `· 振 ,̀ 及定理 2的后一结 论 知 ,道 U“ ,振荡

,

与 。
在 t > 名。 保号矛盾

。

定理 4 在定理 3 的假设下
,

再设
:
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八
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,
乃 气U

, 劣 , 乙) = U
, -

~
又 ,了- Lu , 劣 , 乙)

` 多 ; , 气“
, 劣 , 乙少

口钻 O忍

“ ` , 对任何固定 `。任 “̀ ,

一 ,及某些 ` < “
1 1

“ ,一 “ ,十 “ ` ,由 “ ! “
,

: 。
,

` ,一

{:
。· `·

f f (
: , : )叻

: ; ( :
, : ) ` : ` : 振荡可得 , 2 (̀

, 。̀ , 。 ) 一 {
` 。 。 ·

【; (二
, : ) ,

, 1

( :
, : )` : ` : 振荡

J D J ` o J 口

( “ `) “
气

,

局 [ A “ (`
,

`) 一 “ ` , (`
,

`) ]考“ , v `任 R
”

a ,

(` ) + 刀
;

( t ) 一 e ( 劣
,

t ) 簇 一 C (劣
, t )

( ` V ) U (`) 一

J
。 ·

,
! 1`·振荡 ( · 为 v 的解 ) 则 , 的解

· 振 荡
。

证明 记 v (̀ )一 {
。 , , : ` : ,

贝IJv (。亦可由类似 ( 1 6 )的公式给出
,

由引理 , 及定理 2

J O

可证得 V ( )t 振荡
,

从而定理得证
。

注 2 引理 1 及定理 3
、

定理 4 中涉及的定解问题的边界条件都是 ( 1 0)
,

换成 ( 1 1)

亦可
。

下面考虑高阶方程
。

区域口是 R
“

中的有界区域
,

d g e C
Z

耐 J 。 ,

(氏> 0)
,

D
、

B
、

r

意 义同前
, A 是 2。 阶系数适当光滑的强椭圆算子

,

( 2 2) 表示对应于方程的适定的齐次

边界条件
,

A
,

为 A的伴算子
。

( 1 7 ) A“ = ( 一 1 ) 饥 艺 D “ A
a
, (劣 ) D刀助

J“ {, {夕 J̀ 幼

( 18 ) ” , + A e (、
, : ,

t ) + S (。
, 二 ,

t ) = f (
x , ￡) ( :

,

t ) 任 D

( 1 9 ) 。 , , + A e (。
, x , t ) + S (。

, x , t ) = 0 ( 劣
, 艺) 任 D

( 2 0 ) u = 甲 ( 劣 ) ( 劣
, t ) 任 B

( 2 1 ) 。 = 甲 ; (劣 )
, 。 , = 甲 2

( 劣 ) ( 劣
,
t ) 任 B

( 2 2 ) B e (公
, 劣 , t ) = 0 (劣

, t ) 任尹

( 2 3 ) A二 = 几` ( 劣
, t ) e D

( 2 4 ) B 赵 = 0 ( 劣
, t ) 任厂

分别称 { ( 1 8 )
,

( 2 0 )
,

( 2 2 ) }
、

{ ( 1 9 )
,

( 2 1 )
,

( 2 2 ) }
、

{ ( 2 3 )
,

( 2 4 ) }为W
、

理
、

双
。

定理 5 若 l 有一个正值特 征函数 到幻 且它对 应 正 的 特 征 值 久; ,

e( 。 , x ,

t)
、

8 ( “
, 劣 ,

t ) 关 于
“ 连 续 可 微

, e ( 0声
, ` ) = s ( 0

, 二 , r ) = O; e 。
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,
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。
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:
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一
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一
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一
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一

存在 札> 0 使得当 (`
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: ,
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:
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、
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,

b
;
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Z
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:
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o J
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.
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。
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