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连 续 凸 对 策 的 谈 判 集

黄 振 高

(应用数学系 )

摘 要 在最近的一次 国际对策论会议上
,

S h aP le y 教授提 出了一种 新的

谈判集概念
。

这种谈判集进开 了单个局中人之 间的谈判
,

从而对于具有无限多

局中人的对策也有意义
。

在这篇短文里
,

我们证明
,

对于连续凸对策
,

这种新

的谈判集与核心重合
。

这就大大推广了文献 【l] 和 【幻的主要结果
。

在证明过程

中
,

我们也顺便得到 浏度论 中H a h n 分解定理的推广
。

侣旨
p

设 g 是一集合
,

了是 g 的一些子集 组成的 a 代数
,

t, 是定义在了上的非负实函数
,

满足 ” (句 = 0
,

则我们称三元组 ( g
,

了
,

岭 为对策
。

其 中口 中的元素称为局中人
,

了中

的元素称为联盟
,

袱 S ) 一般解释为 S 中各局中人联合在一起时所获得的总效益
。

当 g 是有限或可列集时
,

我们通常取了为口的全体子集所组成的 a 代数
,

所得到的

对策称为具有有限 〔或可列 ) 个局中人的对策
。

传统的合作对策理论主要针对只有有限

个局中人的合作对策而展开
。

如何把这些理论推广到一般的合作对策
,

这是一个颇为困

难的问题
,

近年来已引起广泛的兴趣
。

设 ( g
,

了
, ” )为合作对策

,

定义分配集I武口
,

了
,

约为可测空间 ( g
,

了 )上满足

劣 ( g ) 二 ” ( g )

的非负测度
: 的全体

,

分配集中的元素称为分配
。

对策的核心 C (口
,

了
,

约 定义为满足

劣 ( S ) > 公 ( 8 )
,

V S 任了

的分配之全体
。

直观地说
,

核心是不能被任何联盟所拒绝的分配之全体
。

设
: ,

穿都是 (口
, ’

了 )上的测度
,

S 任了
。

我 们 用 了 门召 表 示 。 环 {少
:

T 任了
,

T c S }
, 用引

,
表示

:
在了门 S上的限制

。

再用梦>
:
表示对于 每一 S 任了

,

都有 夕 (幻 >

` ( S ) , 用犷>
:
表示夕>

:
而且 当 夕 ( S )> 0

,

习任了时
,

必有 夕( S ) >
: ( S )

。

设 劣 是对策 ( g
,

了
,

约的一个分配
,

S 任了
,
夕是 ( S

,

了门S )上的一 个 测 度
。

如果
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, ( S ) = 。 ( S )> 0
,

且梦>
:
{
, ,

今护 : }
, ,

则称二元偶 ( S
,
夕)为对分配 : 的异议

。

设 ( S
,

引是对
: 的异议

,

称 ( T
,

)z 为 ( S
,

豹 的反异议
,

如果
:
是 ( T

,

了门T )上的测

度
,

且 : (全 ) == 。 (全 ) ) o
, z

!
, n s

) ; }
, n , , “ l卜

s
二
> ` I卜

s 。

谈判集才 定义为满足如下条件的分配的全体
,

对于这种分配
,

每个异议 都 有反异

议
。

这样定义的谈判集是 s h a lP ey 在最近的一次国际对策 论 会 议 上 提出的
。

它不同于

A u m a n n和 M as hc le r ( 〔l] )提出的谈判集才宁
’ :

前者不依赖于单个局中人之间的谈判
,

从

而对于具有连续统势的局中人集合的对策也有定义
,

而后者却不然
,

它只对具有有限或

可列个局中人的对策才有定义
,

但就这种对策来说
,

传统谈判集一定是新谈 判 集 的 子

集
,

这从定义即可看出
。

设 . 是定义在了上的实函数
,

如果

S
。

今S或 S
,

十S一备 。 ( S
。

)
-

-
) ,̀ (习)

则称
。
在 S 连续

。

如果
:
在每一 S 任了都连续

,

则说
。
是连续的

。

如果 V A ,
B 任了

。 ( A ) + “ ( B ) ( “ ( A U B ) + “ ( A 门B ) ( 1)

则称
: 为凸集函数

。

对于合作对策 (口
,

了
,

约
,

如果
。 是凸集函数

,

则称该对策为凸对策 ; 如果 t, 又是

连续的
,

则称之为连续凸对策
。

关于这种对策
,

已有大量的结论
。

文 【幻 证明
,

对于 具 有有限个 局 中人的凸对策

(显然是连续的 )
,

传统的谈判集与核心重 合
。

文 〔31 又把这一结果推广 到具有可列

个局中人的情形
。

这里我们还需要知道如下的重要事实
:

任何凸对策都具有非空的核心

(见文 [4 1)
。

本文的主要结果可陈述为如下的定理
。

定理 连续凸对策的谈判集与核心重合
,

即
.

矛 二 C
。

对于具有有限个或可列个局中人的合作对策
,

由于才 。才气
` ’。 C

,

故所述定理实质

上是 〔幻
,

【3 ]的主要结果的加强和推广
。

二
、

定理的证明

为证明主要定理
,

我们先引人几个有关连续凸集函数的结论
。

命妞 1 设 (口
,

了 )为可测空间
, 。
是了上有上界的连续凸集函数

,

则必存在尸 e 了使

“ ( P ) 二 s u P “ ( 8 )
S 任

.

扩

证明 设 a = su p 叮召)
,

根据假定
, a < + oo

c
.

于是对于每个自然数
, ,

存 在 S
。
任

S e
,

丫

了使
。 ( S

。

) > a 一 2
一 ”

对于 , = , 十 1 , 。 + 2
, … ,

由不等式 (1 )有
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州
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享产 )
一 ,

(
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·

n
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·
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>
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憾卢
·

)一

>
“
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一 ”

K= . + 1

s t

)
类似地可得

。

(息
S`

)
>

·

(
K

象尸
·

一 2一 ” 一 2
一 ( . + 1 )

>
、 二
> : s( 砂一

省 2
一`

K留
.

> 。 一

戈
2一` >

。 一 :
一

,

因此由连续性我们有
:

(已
。 二 、

一 1, m。

(
、 K = . 1 刀冲。 、

乙。 二 、>
a 一 2一 “ “

·

(二息
“

小悠
·

饭
S K

)
> a

可见 P = 自 日 厅 K 即为所求
。

” 目 1 K . ”

命肠 2 若
。 为没有上界的连续凸集函数

,

那么对于任何正数 N
,

必存在 N ,
> N

,

及望任丫使得
u p “ (习 ) 二 + oo

, 毯 ( T ) > N
,

( 2 )
S e了 n r

证明 据假定存 在 召
。
任了使 叮风 ) > . , 玲二 1 ,

2
, …

万 : 及 , 满足 ( 2 )
,

则当
,
> N 时

, s u p 。 ( S ) < + oo
。

S 〔了 n s
,

。

取定 N
,

假 如 不存在那样的

由命题 1 ,

存在 S 二任了 n s
。

使

。 ( S 二) = m a x “ (召 ) ) “ ( S
。

) > “

S e 了门 S
。

于是对于每一尹> N 十 1有
·

(
K

享外)
> · (。、

* ,

卜
·

(
二

:+9 卢
、
)一(

S 、一 n

(
、

票卢̀))
妙(原川

类似地可得
·

(蕊月
> ·

(原川
> … > · “̀ ” > ,

因此
·

呱寡月
一
短《蕊川

=

+co
。

这一矛盾就证明了命题的结论
。

引理 设 。 是 (口
,

了 )上的连续凸集函数
,

则存在尸 e 了使叮尸 ) = su p 叮 S )
。

S e 了
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证明 只要证明
。
有上界即可

,

因为根据命题 1
,

有上界的连续凸集函数一定可以

达到上确界
。

假设 。 无上界
,

由命题 2 知道存在
。 :

> 1以及 S
:
任了使

s u p , ( S ) = + co
, : ( 5 1 )>

. ;

S 任了 门S -

再把命题 2 应用到 ( S
, ,

了 门5 1

)上的无上界连续凸集函数
。 ,

可得 、
,

、 >
, ; 十 1 ,

以及

5 2任了
,

S Zc S
I

使

s u p . ( S ) = + co
, “ ( 5 2 ) ;》 . 2

S 任 S , 门了

如此继续下去
,

可得渐缩序歹“ {“
·

,使
· (“

·

) , 十 。 。 ,

于是。

(门 S
,

n 目 l )
一
悠

· `S ·

, 一 + OO
。

这是矛盾
,

故引理得证
。

注 如果 。 是有限的广义测度
,

那么从引理马上可以得到测度论中的 H a h n 分 解定

理
,

事实上
,

对于任何有限的广义测度 拜 ,

根据引理 存在 p 任了 使 产 (B )镇井 ( p )
,

V S

任了
。

于是对于任何 E 任了有

产 ( E 门尸 ) = 产 ( P ) 一 产 ( P 一 E兀) 0

声 ( E 门 (口 一 P ) ) 二拜 ( E U P ) 一 声 ( P ) ( 0

可见
, p 和口 一 p 是 拼 的正集和负集

。

有了上述淮备
,

即可着手证明本文的主要定理
。

定理的证明 由于核心是谈判集的子集
,

所 以只要证明对于谈判集中的每一元
二 ,

都成立
: 任 C (口

,

了
,

岭即可
。

假设
: 百 c (口

,

了
, , )

,

即有S 。任了使
, ( S 。 ) )

·

: ( S 。 )
,

考虑连续凸集函数
e

e ( S ) = ” ( S ) 一 劣 ( S ) ( 3 )

则 e( S 。 ) > 0 ,

再根据引理
,

存在 C 任了使

e ( C ) = s u p e ( S )>
e (召。 )> 0

S 任
.

扩

定义了 自C 上的函数 “ ` :

e `

( S ) = m a x e ( T )
T e 了 n s

那么 V S 任了 门C
, e `

( S ) > e (价) = o ,

而且容易验证 ( C
,

了门C
, e `

)是凸对策
,

从而具有

非空的核心
。

任取其中一元
z ,

则

名 ( C ) = e `

( C ) = e ( C ) :> 0 ( 4 )

名 ( S ) > e `

( S ) > e (习 )
,

V S 任了 门C ( 5 )

令夕= 名 + 二
}
。 ,

由 ( 3 )
、

( 4 )得

梦( C ) = : ( C ) + ` (口 ) = ” ( C ) > ;: ( C ) > 0

再由 ( 4)
,

( 5) 知道夕> xI
。 ,

夕护引
。 。

因此 ( C
,

妇是对
:
的一个异议

。

对于这个异议
,

可

以断定没有反异议
,

这是因为 V D任了
,
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:(D 一 C)+ 犷(D 门 C)

= 劣(D )+ ( 今一 劣( )D 门 C)

= 劣(D )+ 名(D 门 C)

>劣(D )+ e(D 自 C)

>劣(D )+ e(D )+ e( C)一 e(D UC)

>劣(D )+ e(D )= 沙(D )

换言之
,

任何联盟都没有能力提出反异议
,

因此 二百才
,

这与假设矛盾
,

定理得证
。
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