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摘要 许多组合 l,1 题可以表达为 m i n
f ( q )

,

其 中q为 l
,

2
,

…
, 。的任一排 歹,

l [ 2 ]
。

关于

排 歹」生成的各种算法
,

文献 [ 1 ]作 了全昌的介绍
,

并且进行 了比较分析
。

本文从集合

映射 出发
,

得到 了一个算法
。

在这个算法的基础上
,

对每个排列可 以 得 到一 个序

号
,

对每个序号可以得到一个排列
,

并且可以从任一 给定的排列开 始生 成 全 体排

列
。

关益词 排列 ; 映射

1
.

预备知识

我们先介绍一下文中所用到的几个符
一

号
:

集合 p = { ( , : ,

尹2 ,

…
,

,
,

) 1尹
* = z

,

2
,

…
,

K , K = 1
,

2
,

…
, :

}
;

集合口二 { ( q , ,

q Z ,

…
,

q
。

) { ( q l ,

q Z ,

…
,

q
二

)为 z
,

2
,

…
, , 的一个排列 }

; 数组 N 二 { z , 2 ,

…
, ,

}
。

取定尹= ( , 1 ,

尹2 ,

…
,

尹
,

) 任 p 及实数
劣 ,

梦
,

(劣摊 , )
,

a ( , ) = 叮, 叮= (叮
, , 叮2 ,

…
,

叮
,

)
,

其 中

q。 一 ( N / { q , ,

q Z ,
’

一 q , 一 ,

川
,卜 , 十 ; ,

K 一 1
,

2
, ”

’
, “

即在数组 N 中划去q : ,

q Z ,

…
,

q , 一 1

后所剩余的子数列中第p 。 一 , 十 1

个元素取作 q ,
.

令
。 (尹) 二 (尹

, 一 1) 0 ! + (尹
: 一 1 ) 1 [ + … + (尹

。 一 1 ) (砚 一 1 ) x + 1 ,

二
> 梦

,

`
< 犷

,

n
ù,l了..喂..飞

一一夕.万劣d

令【司表示不大于实数 :
的最大整数

。

2
.

排列的生成算法

S t e P O

S t e P I

N = ( 1
,

2 , …
, 忍 )

,

p` = N 了

是
,

打印 ( . , n 一 l
,

不是
,

转s t e p Z
·

p ` = ( l
,

l
,

…
,

1 ) 任 斤
. , 云= 1

,

…
,

l )
,

停止 ;

本文 1 0 8 7 年 8 月 5 日收到



9 4 国 防 科 技 大 学 学 报

s t e p 2 .

记 , ` = ( , , ,

, 2 ,

…
,

尹,

)
,

置 , 。 一 ( N \ { , : ,

, 2 ,

一 , 。
一 ;

川
,
。 一 , 十 :

打印 , ` = ( , : , , 2 ,

…
,

,
二

)
,

转 s t e p 3
.

S t e p 3 : 求出J = m i n
体 ! , ,

< 无}

置 , ` + ` = ( l
,

l
,

… , 1 , , , + 1
,

, , 十 , ,

…
,

p
,

)

无 = 1
,

2
,

…
, 介 ,

云干葱+ 1 ;

一
-一 -丫- -一一曰

J
一 1个

转 S t e p l
。

命粗 1 :

算法中得到的每个州和少分别属于 p 与口
。

证明
:

显然尹任 p
。

假设护任 p且厂护 N
,

则对 j = m i n{ 无1儿< k}
,

有 l < j 《
: 。

因为

脚 < 夕
,

所以 p , + l ( J
。

又由假设厂任 p
,

从而

, ` + , 二 ( z
,

l , … , z
,

尹, + l
,

, , + 1 , … , 尹
”

) 任 p

了
一 1个

故对任意的犷均有护任 P
。

因为数组 ( N \ {夕
: , , : , … , 叮, 一 ;

} )中有
。 一 无+ z位元素

,

而尹
。 一 , ; ,

长二 一 无+ 一
,

所以 有

( N \
一

{q ; ,

如
, … ,

外
一 :

} ) !
_ 存在

。

又因每个q *

与q l ,

价
,

…
,

q卜
,

均不相 同
,

并 且是’

“
’

“
` ’

p
, 一 抢+ 1

’ `

一
- - -

一
一 ’ ` - 一

“ “
“ ` ’

一
` - ,

· -
· ,

- -

一一

取 自N 中的元素
,

所以q ; ,

q Z ,

…
,

如互不相同
,

故梦二 ( q ; ,

q Z ,

…
,

q
二

) 任口
。

命短 2 映射a :

犷 , 了是尸到口的 1一 1映射
。

证明 任取 , ` , ,

p ` ,

任 p
.

由命题 z 月 “ = , ( , “ )任 口
,

无= l
,

2
。

记p ` k = ( ,全净全
,

… ,

p食)
, 叮` “ = ( q全

, 叮全
, …

,

,之)
,

K = 1
,

2
。

如果 叮̀ : = 口` : ,

设 j == m i n { k l口孟并 ` }
,

则 ( N \ {夕{
,

叮墨
,

…
,

叮}
一 ,

} ) “ ( N \ {叮荃
, 口巷

,

… ,

口爹
一 1

} )
。

由于妈护好
,

即

( N \ {叮{
, 叮盖

,

…
,

叮}
一 ; } ) }

_ 1护 ( N \ {叮釜
,

夕若
,

…
,

叮梦
一 1

} ) }
. 2

’ ` ’ 一 ` ’ ` ’

尹夕
’ ` ’ ` ’ `

”
“

”
“

` ’ ` ’

p 夕

所以 p }护 p爹
,

故p
` ,

护 , ` : .

又 }p }二 , : = l口 }
,

所以 , 是 1一 1映射
。

命魔 3
:

设在算法的第三步递推得到护
,

沪
,

…
,

则这些数组是互不相同的
,

并且

p ( ” ` ) = N
。

证明 任取尹`二 (尹
1 ,

p Z ,

… , 尹
。

)
。

设 j = m i n
{k }p ,

< k }
,

则

, ` = ( z
,

2
,

…
,

夕
一 l

,

, , ,

, , 十 : ,

…
,

尹
,

)

, ` + , 二 ( l , 1
,

…
,

l
,

, , + 1
,

, , 十 , ,

…
,

尹
n

)

所以有

。 (广
`
) 一 。 ( , ` )二 ( z 一 2 ) z ! + ( z 一 3 ) 2一+ … + 〔l 一 ( j

一 1 ) ] (夕
一 2 ) x + (夕

一 l ) r

二一 1 x l里一 2 x Z - -
·

一 ( j
一 2 ) x ( j

一 2 ) l + ( J
一 l ) 1

二 1

得 w (广
`

) = w ( , `
) + 1

。

因为。 ( , ,

) = 1 ,

所以
,

一般 地我 们 有
: 。 ( , ` ) 二云

。

因 此
,

若 , `
,

二 , ` : ,

有 。 ( , ` ,

) =

。 (护
,

)
,

即`: 二 `: ,

故护
,

尹
, … 是互不相同的

,

并且 w 是尸到 { 1 ,

2
,

…
,

时的单 值映 射
。

因

为
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`
七dO m

, ..̀.吐」

( p。 十 : 一 l ) k l + … + (夕
。 一 l ) ( 忍 一 l ) l

( 无 一 1 ) !

,一 1 + `

(
( ,

一
1 ) +

… 、 ( ,
。 一 ,
洋竺于业、1{

` I 产 J lm
o d k

故 尹
* 二

叨 一 1

( k 一 l ) !

= 夕* 一 1

1…
十 1 , 、

J

} m o d无

k = l
,

2
,

…
, 忍

= 1
,

2
,

…
, :

.

证毕
。

4
.

算 例

以 n 二 6为例
,

按照算法的步骤
,

写出 1 2 3 4 5 6 的前 8 个排列
:

尹`
= ( 1 1 1 1 1 1 ) , ( 1 2 3 4 5 6 ) = q`

尹 2 = ( 1 2 1 1 1 1 ) , ( 1 2 3 4 6 5 ) = q Z

尹3 = ( 1 1 2 1 1 1 ) , ( 1 2 3 5 4弓) = q 3

尹4 = ( 1 2 2 1 1 1 ) , ( 1 2 3 5 6 4 ) = q 4

尹 5 = ( 1 1 3 1 2 1 ) , ( 1 2 3 6 4 5 ) = 口5

尹6 = ( 1 2 3 1 1 1 )` ( 1 2 3 6 5 4 ) = q 6

尹,
= ( 1 1 1 2 1 1 ) , ( 1 24 3 5 6 ) = q 7

p s == ( 1 2 1 2 1 1 ) , ( 1 2 4 3 6 5 ) = q s

求 ( 1 2 4 6 5 3 )在 1 2 3 4 5 6的全排列的序号
:

首先我们令 q仍 = ( 1 24 6 5 3 )
,

先求广 = ( p , ,

尹2 ,

P 3 ,

夕
` ,

尹。 , 尹。 )
,

其中尹
。 二 l

,

p。 = 2 一 l 二 1 ,

p 4 = 4 一 2 = 2 ,

尹
3
二 6 一 3 = 3

, p Z二 5 一 3 = 2
,

尹, = 3 一 2 = z ; 得到尹m “ ( 1 2 3 2 2 1 ) 任 P
。

从而

饥 = w [ ( 1 2 3 2 1 1 ) ] 二 ( 1 一 1 ) 0 1 + ( 2 一 1 ) 1 ! + ( 3 一 1 ) 2 1 + ( 2 一 1 ) 3 1 + ( 1 一 l ) 4 1

+ ( l 一 l ) 5 ! + 1

= 1 + 2 K Z + 6 + 1 = 1 2

求出序号为 10 的排列
:

首先我们有

尹
I + 1二 l ,

尹2
1 0 一 1

m o d l m o d Z

卜.
.

.....Lr盆..碑」

一一一一

尹3 + l 二 2 ,

尹`

m o d : m o d 。

+ 1 二 l -

尹.

m o d . m o d -

从而 尹` ” = (尹净 2尹: , `尹。 , 。 )二 ( 1 2 2 2 1 1 )根据算法得 , ’ “ = ( , : , 9 2 ,

, 3 ,

q
` , , 。 , , 。 ) = ( 1 24 5 6 3 )

。




