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在非高斯弱相关噪声中弱信号的最佳检测

高 志 勇

(电予技术系 )

摘要 本文探讨 了仅 已知嗓声一维分布和二阶统计特性的 条件下非 高斯无

穷相 关嗓声中确知 弱信号的最佳检 浏问题
。

在假设嗓声 为 一 阶 AR过 程 n ,二

犷i十 P批 一 ,

的 情况下
,
以最优化检浏器的渐近相对效验为准则

。

并对 p 取 一 阶

和二阶近似的意义 下
,

分别得到 了最佳有记忆和无记忆检 ..j 器 的闭式解
。

推证

和比较 了它们 同昨 高斯白嗓声中的最佳检浏器在结构上的异同和性能土的改进

程度
。

最后给出 了儿个典型的实际例子
。

关教词 最佳信号检测
,

噪声
,

非高斯弱相关

1 己 l 侣纷
上 . 子 砚 「J

经典检测理论以 N cy m a n 一 eP ar so n 准则已经圆满地解决了高斯噪声和非高斯白噪 声

背景下信号的最佳检测问题
。

但在处理非高斯相关 噪 声 时 却 遇 到 了 困 难
。

N ey m an
-

P ae r so n 准则要求知道噪声过程的任意有限维分布族
,

而实际中一般仅已知噪声的 边 缘

分布和二阶统计特性
,

这就无法确定噪声的任意 N 维分布
,

因此也就得不到 N 一 P 意义

下的最佳结构
。

正是由于这种根本性 的困难
,

在离散时间信号的最佳检侧理论 中
,

噪声

样本的独立性仍为一个基本的假设
。

这显然与大多数实际情况不符
。

随着高速采样器的

发展和信号环境的复杂化
。

噪声样本的相关性越来越成为一个不可忽视的问题
。

1 9 79 年

P o o r 和 T h o m as 〔`〕首先研究了在平稳有限相关噪声中常信号的最佳无记忆检测问题
。

接

着 H al v er so n 和 w i s e 〔2 〕研究 了在 甲 一混合噪声中确知信号的最佳检测问题和用多 项 式

对最佳结构的近似 〔3〕
。

这标志着最佳信号检测理论进入 了处理非高斯有色噪 声 过 程 的

阶段
。

在讨论非高斯检测问题时普遍使用的准则是最优化检侧器的渐近相对效验 ( A R E )
。

这是一个非常有效的指标
,

尤其对弱信号是如此
。

因为局部最佳检测器 ( L o D ) 就是使

效验达最大的检测器
。

效验反映了两个检测器在同样的错误概率下
,

在信噪比很小时观测

样本数的比例或在样本数
,

, oo 时信噪 比的差别
。

在使用效验最大化准则时
,

虽然仅需

知道噪声过程的二维分布
,

但对于非高斯过程一般也很难做到这一点
。

在噪声相关性比

较弱的情况下
,

P O
or [’ 〕利用 P or ot n y 提出的 M A 模型得到了在有限相关噪声中的最佳 无

记忆检测器的一阶近似表达式
,

它仅由噪声的一维分布和二阶矩所确定
。

然而许多过程都不是有限相关的
。

例如连续时间的限带过程和一大类马尔可夫过程

19 8 7 年 3 月20 日 收到
。
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都是无穷相关的
。

正因如此
,

有必要研究在无穷相关噪声中的最佳检测问题
。

实际中最

典型的噪声相又函数是指数衰减型
,

这类噪声常可用一阶 A R 过程来描述
。

本文推进 了

P O or 的工作
。

在假设噪声服从一阶 A R 模型的基础上
,

以最大化效验为准 则
,

在 一 级

和二级近似的意义下分别导出了最佳有记忆和无记忆两种检测器的闭式解
,

并详细地比

较了它们在性能和结构 仁与白噪声时的最佳检测器的异同
。

最后还比较了它们与线性检

测器性能 上的差别
。

2
.

问题的提出 4

设噪声序列 {
。 、

}为具有对称概率密度函数 f (幻的零均值的一阶 A R 过程
,

兄 ` = P ” ` _ z + 今` 云“ l
,

2 ,

…
,

N ( l )

其中 {势 {为 卜￡
·

.d 的随机序列
,

具有对称概率密度 g (幻
。

为保证 豹 的平稳
,

可 设 , 。二

彻
.

显然有
:
沦) 0 时

, E {
。 `
叭耐 二 , 三p

“ 。

, `
为实际噪声样本

,

它的边缘分布 尸是已知的
,

而 鱿
`
的边缘分布 召则未知

。

由于下

面的讨论要涉及约 鱿`
的统计特性

,

必须研究 尸和 G 的关系
。

为此给出

定 , 1 、 了〔· )对称且有有限二阶矩
,

它的特征函数 。
,

( · ) 使

介
2 ,,

·

(
· ) }d· <叻

,

则 当尸充分小时 了与 夕, 的边缘密度 g 有下列关系

f (公 ) = g (劣 ) + O (户2 ) ( 2 )

证 见附录
。

从定理 1 的证明知
,

当 必
二

(的为偶函数时
, 必式幻亦然

,

故 g (幻也是偶函数
。

类 似

定理 1 ,

还有以下定理
。

定理 2 在定理 1 的条件下
,

若还有 }夕
附

( x) } < oo 几乎处处成立
,

且 f 和 g 均具有有

限的 iF s
he r 信息量

,

即

` (了) 一

}
(了

,

) 2
/ , < OO

, ` ( 。卜 f
( ,

,

)
2 / , < OO

则有

从以上结果可以看出
,

了和 I ( f )去代替 g 和 I ( g )
。

I ( f ) 二 I ( g ) + 0 ( 户2 ) ( 3 )

当 p 很小时
,

在对相关系数 p 取一阶近似意义下
,

可分别用

3
.

有记忆的最佳检测器

考虑检侧问题
:

H 。 : 劣 ` = 介 `
H

: : x ` = 8 + ” `
(玄= l

,

2
,

…
,

N )

令 X = ( 劣
: , 劣 2 ,

…
,
劣二 )

?

N = ( . : , 几 : ,

…
, 称二 )

T

e = ( 1
, l

,

…
,

z )
, Y = (夕

; , 梦: , …
,

即二 )
,

则有 X 二 口e + 厅 这是有信号情况
,

对于无信号情况
,

只要令 口一 。 即可
。

由 ( 1) N = Y + S厅
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了

!
ll

e s

!
l

一一S其中

所以

、 0 0 0

Y ~ (I 一 S ) N二 S
,

N

P O 万城万

N = S了
’
Y

PnU一
n曰0{ 1 0 0

}
一 p , 。

5
1一… o 一 p l

{ :

0 0

\ 0 0 0
· · ·

一 P l
’

这样对有信号情况 X = 口 e 十 S丁
’
Y

所以 S
,

X = 0 5
, e + Y ( 5 )

于是得到了等效于 ( 4 )的假设检验

H
。 : z `二 y `

H
: : 之 ` = 咬1 一 P ) B 十 势 ( 6 )

其中 街 = 击 一 p务
一 `

由于 今`
是 名

·

云
·

己
·

的
,

在万
。
和 H

;

下 : ,

的分布密度分别为 夕( z )和 g ( z 一 ( l 一 户 ) 0 )

令检验统计量
N

T万 ( Z ) = 艺 W ( z `
) 且设 E W ( 名 ` ) = 0

犷. 2

定义检验少
:

.

、了、 .户了

7
ó
吕

了̀、里了、
, ( z )一 !

`

t 0

当 T N ( Z ) ) 夕

当 T N ( Z ) < 夕

E 〔必 ( Z ) }H 。
] = a

其中门限 丫由 ( 8) 确定
。

此检验的效验

刀= 〔E o W
`

( z
) ]

2 / E o W
Z

( z )

当 w (· )一
,

,

/ , 时 。 达最大 值 I (。 )一

J
( g

,

) 2 / ,
·

但由于 , 未知
,

因此 由定理 1 ,

得

E o W
`

( 之 )二 E , W
`

( z
) + O ( p Z )

,

E o W
Z

( z
) = E p W Z ( z ) + O ( p Z

)

故效验 , = [E
, W

`

( z ) ]
2

/ E
,

W
Z

( z ) + O (户 2
) ( 9 )

在一阶近似意义下
,

使 〔E ; W
’

(幼 ]
2
/ E

,

W Z(幻达最大的 W
l = 一

f’ ( )z /f ( )z
。

此 时 效 验

甲( W
,

) 二 I ( f ) + O ( P Z ) ( 1 0 )

由上可见
,

在一级近似意义下的最佳有记忆检测器的结构为噪声独立时的最 佳 检 测 器

( L O D ) 前面加一级白化滤波器
。

4
.

无记忆最佳检测器

设噪声序列
。 `

为一平稳序列
,

万言表由 {
: 。 , , 口 十 : ,

…
, : 。

}生成的 。 一代 数
。

若存在

一非负不增的实序列 神
`

}使对任意不整数
n 和 A 任万全

, B 任 M T
* ,

都有
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{P ( A自 B ) 一 P ( A ) P ( B ) }镇切
:

P ( A )

则称 {
。 *

杏为 切一混合的随机序列
。

若还满足

( 1 1 )

呈滋 < oo
( 1 2 )

则称 {
。 落

}为可容的随机序列〔“ 〕
。

设 。 ,

的一维密度 f ( x) 对称且 (I f) < OO
,

的序列
。

对于无记忆检测器
,

其结构为 少斌 X )一

再设 是
。 `

}满足 ( 1 )
,

则可证〔5口{脚 }为一可容

N

万 W ( : `
)
。

为 了 求 得最 佳 非 线 性 变 换
玄 = 1

W (幻
,

设W (幻为实值可测函数且满足以下各式
:

0 「’
, 了了 , _ 、 , , _ 。

、
,

_ _ :

广 a
, , ; , _ 、 , , _ 。 、 .

丽 J
一 _ F丫 L若 ’ J L` 一 口 ’ “ z ’ `一 0 = J

_ _ 万歹
f r 欠子 ’ J 又沂 一 口 少’ `一 。肠 若 ( 1 3 )

{{
_ W ( · , f

`

(
` ’ <”

呵
一

w (
· )̀

,

甘
一

六卜
一

f
_ w ( · )f’

·

应

( 14 )

( K 为正常数 ) ( 15 )

{瑰
!晶

: ,

{ ,
· ( X , , ,

。二 。

}
’

N E。
{〔T二 (X ) ]

2

飞
> O ( 1 6 )

l i m忍 { [W (
: , + t ) 一 W ( , :

)」’ 〕= o ( 1 7 )

a 蕊( W ) = E ;

W
Z

( 劣
,

则有下面引理〔目
。

) + 2 艺 E
;

W ( `
1

) W ( :
`
) > 0 ( 18 )

引理 设 {
, `

}为可容的 甲一混合序列
,

且有 E , W (幻 二 0和 E , W , (幻 < co
,

则 , 若绝

对收敛
,

且

六 艺
` = 1

D

W (
。 `

)

一
N ( 0

, a 若( W ) )

其中 D 表依分布收敛
,

N 表高斯分布
。

在引理条件下
,

由 iP tm a n 一N ot h e r 定理
,

可得检测器效验为

[E , W
’

( : ) 1
2

叭 畔 ) = 「 - -
-

一
- -
一 -

一一
-

一 丽 —
_

一
一

! E ;

W “ ( 劣 ) + 2 艺 E , W (劣
:

) W (公
`
)

( 1 9 )

定理 3 若 一 的密度 , 对称
, E !一 } 3

<一 其特征 函数 ,
·

(· )使
J
一 ,

·

`· , “ ·
<

oo
,

W (幻绝对连续
,

则当 p , o 时有

、

氰
E·

W` X !

,W (二 、 , 一

青
E
·
W

`

( ! , E
· ` W` , , + 。 ` p` , ( 2 0 )

定理 3 的证明见附录
。

由定理 z :

了(
劣 )“ 夕 (

劣 ) + 0 ( p Z
)
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由 ( 2 0 )

则 ( 19 )可写为

艺 E , W ( 劣
:

) W (
劣 `

) =
f = 2

P

1 一 P

E ,

W
`

( 劣 ) E
; 劣W (劣 ) + O ( P 3 ) ( 2 1 )

刃( W ) =
[ E W

’

(劣 ) ]
[E W

Z

( x ) + 2 , E W
`

(二 ) E 公W (
x ) ]

+ 0 ( P “
) ( 2 2 )

其中 E表 E , 即对 了取平均
, , 一 万一

旦又
。

1 一 尸

这样就把 抓 W )化成 了仅与 f 和 p 有关的W的泛 函了
。

为了求最佳的 W (幻
,

令

F
“ ,布豁瓷卜

+ Z r

群踢 ( 2 3 )

显然 V ( W )的例数就是效验 抓 W )的二级近似式
。

因此在对 P取 二阶近似意义下
,

求 W

使 V ( W )达极小则 抓 W )达极大值
,

为此对 V ( W )求变分并令其为 O ,

即有

a
二 , , 二 , , . _ _ _ , 、 .

西百 犷 L 畔 十 “ 梦 ) !
。 = 。 =

由上式可得当
a E W ( 劣 )叻( : ) 一 b E叻

’

( 劣 ) + , a Z
E 劣护( 劣 ) 一 , a e E叻

’

(劣 ) = 0

时使 v ( W )极小化
。

对 E护
’

(幻进行分部积分
,

可将上式写成
:

J
〔· W`· ) r `

· , + ” f
’

`· ,+

一
f (

· , + … f
`

(· , ,“ ·
,`一

“

其中
a = 忍 W

`

(` )
,

b = E W Z( ` )
, c = E z W ( z )

由于 沪(幻的任意性
,

故方括弧 中的函数应恒为零
,

所以

b 十w ( : ) = 色上竺些 w
。
( 劣 ) -

a
( 2 4 )

其中W 。 (幻 = 一
f

`

(幻 / f (幻为噪声独立时的最佳非线性变换
。

数 冲值不变
,

故可取最佳非线性变换为

W x 。 = W 。 ( 劣 ) 一 K o x

由于在 叭 W )中W乘 一 常

( 2 5 )

其中 K 。 为一正常数
。

将 W抓幻代入 叭 W ) 的二阶 近 似 表达式 沪 ( W ) 中 去
,

并 且令

J
_ _ _ _ 、 _

_ _
,

二
` _ _ _ _ 、

f
_

_ . _
.

_
_

` _ _

_

而
, ’ (伴 ` ) “ ” ,

得最 住 的 人 。 一户1 ( f ) 一 户J ( f
`

)
`
/ f 并有下面结果

。

定理 4 设 W (幻为奇函数
,

E W
Z

< oo
, E 〔W

’

] 2
< oo

, I ( )j < oo
, , 2 = E衅 < oo

,

_
_ . 、 , 。

, 1
_ .

一
则兰 p夭甄石藏了下石盯有

专.

( W )镇刀
.

( W x 。

)

以上等式成立
,

当且仅 当 E }a w ( . 1

) 一 W ` 。
( 犯

,

) {
2 = o 时

。

其中 a = E W石 / E 环
.

这个定理的证明完全类似文 4[ 〕中定理 1 的证明
。

这里从略
。

由上分析得到最佳非线性变换为



良9 8 8年 a 月报学 学一一

大一
一

一

技
一ù

科
一

防
ù

一

国一

环` 。

(
` ) = W 。 (二 ) 一 P l ( f) 二 ( 2 6)

因此在噪声弱相关条件下最佳的无记忆检测器仅在噪声独立时的最佳检测器上加一

线性修正项
。

可见在结构上并未增加什么复杂性
。

5
.

检测器的性能和例子

对于以 七导出的最佳有记忆和无记忆检测器的性能
,

有以下结果
。

定理 5 在定理
.

4 的条件下
,

W
,

和 W K 。

与线性检测器 L 的渐近相对效益为

A R E , ; , ; = a Z I ( f ) ( 1 + Z P ) + O ( P
Z
) ( 2 7 、

A R , 、 。 , : = 少 , I ( f ) 〔1 + ( a
, I ( f )

一 1 ) p
,
] + O (户

3
) ( 2 8 )

其中 a Z = E衅
。

推论 在定理条件下有

A R E 砰
1 , 分 。 = l + Z p + O ( p

Z

) ( 2 9 )

A R E 二二 。 ,
,

。

= 1 + ( a , I ( f ) 一 1 )户, + o (户
3 ) ( 3 0 )

定理和推论证明见附录
。

在定理 5及推论中都涉及到量 砂 I ( f )
。

注意到在定理条件下有

卜 J
一 _

, (· )̀

一 {{
.
叮

,

(
· )`

一 f:
_ ·
了
而

·

` ,
,

`; , `丫
而

,` ·

由 cS h w a r z 不等式

a Z` (了)一

J{
_一 , (

·
)`二

J{
_ 〔,

,

( · )〕
2

/了(
· )` · >

{J{
_ ( ·甲 ,“ ) )

·

` , “
· ) /了
而

)̀ ·

」
2一 1

上式中等号成立的充要条件为

f
`

(
劣

) =
e二

f (
: ) ( c 为任一常数 )

,

即 一
f

,

/f = 一 c x ( 3 1 )

这就是说 a 2

(I f ) 一 1 的充要条件是 ( 31 )式成立
,

此时可取 w K 。 二 x 。

易证高斯分布满足 ( 31 )式
,

对非高斯噪声
,

一般有 a 2 (I f) > 1
。

从下面的例子 看出

口 21 ( f )可任意大
。

前面 已提到
,

A R E反映了在大样本情况下对同样错误的两个检测器所需样本数的比

例
。

定理 5 的推论说明在 p 较小 (以致 川 或 aP 项可忽略 )的情况下
,

用上面导出的有记

忆和无记忆的近似最佳检测器都比用独立噪声下的最佳检测器 W 。
性能有提高

,

而在结

构上并未增加什么复杂性
。

而由定理 5 ,

特别对于线性检测器
,

随着 。 2 (I j) 的 增 加
,

W
」
和 W K 。

性能大大提高
。

若把 仁。
2 (I j )

一 1〕作为 f 偏离高斯分布的度量
,

则表 明当 f

严重偏离高斯分布时
,

线性检测器性能将严重下降
。

这也是我们研究非高斯噪声中的最

佳检测问题的主要原因
。

下面给出两个例子
,

主要说明 W K 。

对 砰 。
性能的 改 进

。

例 I n `
服 从 se hc (双曲正割 ) 分布

了̀
·

,一

会
二·”

(金
·

)
公 。 R

,

( 3 2 )

在实际中
,

常见的情况是噪声幅度取小值时很接近高斯分布
,

但取大值时的概率比高斯

分布要大
,

即所谓
“

重尾部
”

情形
。

sec h 分布在 x
较小时接近高斯分布

, z 较 大 是 接 近

L a p la 。 夺布
,

因此它较好地描述 了 卜述实际噪声背景
。

对 se c h 分布
,
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、 。 、二 。一
金

t二
h(金

·

) x 任 R ` ( 3 3 )

且有
a Z , ( f ) = 犷、 2

.

2 3

8

由定理 4
、

5和推论
, “ , 镇守

揣
i

一

、 1一。
·

3` 时

A R E , 二 。 ,
二 o 士 1 + 0

·

2 3户’

> 1

故W K 。

对 W 。
在性能上有所改进

。

由于 a Z I f( )不太大
,

故改进不太明显
。

例 2 实验发现一些数据传输通道中的脉冲噪声的
“

尾部
”
比例 1 那样的分布还要

重
。

M er tZ 〔幻指出可用 C a
uc h y 分布来描述这种噪声的行为

,

其密度为

, , _ 、

1
J 气沂 ) = —汀

1

l + 劣 2

劣 任 R
护

但 C au
e

坷 密度函数不满足以上各定理要求的正则条件
,

例如它的二阶矩不存 在
。

因 此

考虑一个有关的密度函数列〔4〕

C
。

fn ( ` ’ 一亘下面赫可
( 3 4 )

1言“

、、口了
万一称3一O自

n
二工S

`

了万.、、//
132

茸中 。
,

一 ,

f
s i n : 胜、考 / (

s i n二、
\ 艺. , / \ 艺” ,

f
,

( 二 )的尾部性质与 〔6〕中考虑的模型类似
,

对f
。

( : )

e 一鑫【(
S`·

矗)
因此它较好地描述了脉冲噪声的尾部性 质

。

W 。 ( 劣 ) =
x Z” 一 ’ [2 .

/ ( k
。

)
’ ”

]
〔1 + ( : /无

,

)
2 ”

]
x 任 R `

『 2 1 ( f
,

) =
2 . 2 s i n (二 / 2 。 )厂 ( 2 一 l / 2。 )厂 ( l + 1 / 2 . )

〔军 s i n ( 3万 / 2 : )〕
( 3 5 )

当 而> 3 时满足定理 4 的条件
,

由 (4 1)

1一3
一一黑

『 21 ( f
,

)
n

因此 , 2

(I f
,

)可任意地大
。

这意味着 W K 。

将对 W 。 的性能有显著的改进
。

但 这 种 改 进

不是无穷的
。

因由定理 攻限制 P镇— 止匕一一了
丁

J
_ _

2寸 。 2 1 ( f ) + 1 、 2寸 a Z I ( f )

故
, ’

〔,
’ “ f , 一 ` ,丸万厄

;丽 Lq
’
“ ` , 一 ` , <”

·

2 5

所 以 A R E , 二 。 ,
, 。

< 1
·

2 5
0

由 ( 3 0 )式可见
,

〔砂 I ( f )
一

l] 越大
,

即 f 偏离高斯分布越 严 重
,

W
` 。

对 W
。
的性能改

进就越大
。

当 〔砂 (I f )
一 1 1尸 很小时

,

仍可用 W 。 作检测
,

性能也非常接近最佳情 况
,

即这 时可将噪声作为独立情况处理 也就是说在 f接近高斯分布时
,

其相关性可总略
。

否
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则应用 W K。
进行检测

。

本文得到了孙仲康
、

郭桂蓉二位教授的热情指导
,

特表衷心感谢
。

附 录

1
.

定理 1 的证明

证 因为 E衅 < co

由 ( z ) e ` U ” ` = e j “ ` , “ p ” `一 , ’ = e j “ , `

[ z + 夕
u户: `一 ,

+ ( j
u )

2 ,
誉
一 , 0 (户

2

)〕

对上式两边求平均得

必
”

( 。 ) = 必
,

( 。 ) LI + : 2 0 (户 2 ) }

反变换 f (
劣 ) = g ( 劣 ) + 夕

即

(二 ) O (户 2
)

又因为 必 。

(
、 ) = 中 , (、 )巾

”

( P 、 )

当 P , 0 时 }中
二

( P们 }一致收敛于 1 ,

故有

( 1
.

1 )

( 1
.

2 )

},
·

(· )! 一

卜f
一 , , ( · )

一
`·

卜
M ( , )

介
2 },

·

(· ) }̀ ·
< OO

对 ( p )是仅与 p 有关的常数
。

所以

f (
劣 )二 g (劣 ) + O ( P

Z

)

2
.

定理 2的证明

证 由 ( 1
.

2 ) f (` ) = g恤 ) + g "

(劣 ) O ( P
Z

)

再由 1夕价 (` )! < oo 得
:

f
`

(` ) = g ` (` ) + g附 ( : ) 0 ( p
Z

)

又因 (I 了) < oo (I 夕 ) < oo
,

故 f 和 g 几乎处处不为 。
。

( 1
.

3 )

届
, 、 .

f
`

” . 贬夕、 p

J

二级 十 o( 川 )几乎处处成立
。

g

P一P一口O一十十Jr一g口即一;
一一

故

助
再由 ( 1

.

3 )

2

一
f星、 十 。 ( , 2

) 亦几乎处处成立
、 9 1

` ( , )一

J
( ,

,

/ , )
2
了+ 0 ` , 2 ,一 ` ( , ,+ O` , 2

,

3
.

定理 3的证明

证

e x p !

由 ( 1 )
,

儿一 2

k> 2 时 , “ 一 , , + `

三p “
“ 一 ` + p ` 一 ’ “ ;

,、
· , · +

… ) ,一
p { , (

· ; · + ,二 ) }
·

{
1+ ,

·

(万 户`鲜。 _ ` 一 户专一 ’ 称 ,

+

告
( ,

· , 2

(万
, ` ,

一
,

一 )
’
+

会
` ,。 )

3

(:氰
, 卜 1

,

一
,

一 )
“ o ( , 3 ,

}

1....J

、

,,人劣
了屯

户了甘

对上式两边取平均后再反变换得

r `
二 1 , x ·

,一 f (`
1

, ; (
` ·

,
一 , ’

一 f `
x l

, , “ ` ·
, +

告
,
”

` x · ,
掩一 2

E Y子艺 户 2` + 户 2`“ 一 ” :
子

l
。 ” ` “ 一 ` , :

矛f (
x :

) ,
”
( x ,

) o ( 。
’
)

O
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E !。
:

}
3

oo <
,

所以因为

< co
。

·
,了(· ) <一几乎处处成立

。

因为

J
}一 ,

·

(· ) ,̀
·
<一

,

所以 . , · (· ) ,

因此

f (: , , : 。
) = f ( ` ; ) g ( `

。
) 一 户“ 一 ’ ` ;

f (
` ,

) g
’

(` 。 ) +

冬,
·
( :

。
) l

: r 、省
, , ` + , , ( ,一 , :

犷r (
: :

) 1
+ o ( , , `卜

1 , )

` L ` 一 I J

所以 E , W ( 劣
:

) W (劣
,

) = p “ 一 ’ E , 劣W (劣 ) E e W
’

( 劣 ) + 0 ( p ” (今一 ’ ) )

万 E , W ( 劣 , ) W (劣 , ) =
P

l 一 P
E 尸劣W (公 ) E o W

’

(劣 ) + O ( P 3 )
` 一 1

4
.

定理 5 及其推论证明

证 因 为 a Z一

J
一了(

· ,` ·
<一且 `

, `· ,存在
,

所以 “ ( · , , 。 (

一
,

由定理 4的条件易得

: w 、 一

f
w 、 ,一 J

W·
,

,

一 J
W 。

, + K

J
· `

’

`· ,`一 “ ` )
一 K

: , 、 一
!
W

Z

, 一` (了 )+ Z K

J
·
了

`

(· ,` · + K
Z a Z一 “ ` , 一 Z K + 口 2 K 2

E· W一 !
· W。 (· )了(· )̀ 一 K

J
一 , (

· ,̀ 一
` 一 K a Z

代入 ( 2 2 ) 式

专 ( W x ) =
【I ( f ) 一 K ]

2

I ( f ) 一 2尤 + a Z

灭医干乏矛 Ll ( f ) 一 灭 ] [l
一 尤 , 2〕

+ O ( P 3 ) ( 4
.

1 )

令 K = K 。二 p (I )j 和
俨 二 p / ( 1

一 p ), 代入上式化简得

_ ,

。
、 _ ( l 一 P ) I ( f )

.

。 , _ , 、

,I 、 r 『 若 。 ’ 一五万洒丙呀可
.

卞 以 、 p
一

夕 ( 4
.

2 )

对有记忆检测器 W
: ,

由 ( 10 )得

刀( W
:

) 二 I ( f ) + 0 ( p Z )

对线性检测器 L ,

W (幻 = 劣 ,

代入 ( 19) 易得

甲( 劣 ) =
1 1 一 P

a Z I + P

所以 A R E评 x 。 , L =
专( W ` 。

)
刀( 劣 )

二 a 21 ( f ) [l + ( a
Z I ( f ) 一 1 ) P Z I + O ( P 3 )

A R E 评
: , 乙 =

勺( W : )
刀( 劣 )

= a 2 1 ( f ) ( 1 + 2户 ) + O (户
2

)

推论的证明只需在 ( 4
.

1) 中令 K 二 0 即得

, ( w 。 )二共典 , (了) + o ( ,
3

)
1 十 P

再由 ( 1 0 )和 ( 4
.

2 )易得 ( 2 9 )和 ( 3 0 )式
。
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