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康特洛维奇的数值方法在矩形薄板

横向弯曲振动中的应用

唐乾刚 徐后华

(航 天技术系 )

摘要 本文提 出的解决矩形薄板弯曲振动 问题的康特洛维奇的数值方法
,

大大减少 了所雾要的计算机 内存
。

通过葬例表明它具 有比较高的计葬精度和计

葬速度
,

是一种有前途的计茸方 法
。

关趁词 康特洛维奇近似变分法
,

样条函数
,

特征值问题

1 己】 性纷
二 . 子 . 仁1

康特洛维奇近似变分法〔幻是由康特洛维奇
·

克雷洛夫于 19 4 1 年提出 的
,

是一种特

殊的立兹法
。

后来 A
.

D
.

K er r 把迭代技术应用于其中
,

提出了推广的康氏法
,

并用以计

算了扭转
、

弯曲问题和矩形板稳定 与薄膜振动问题〔3〕
。

陈广南
、

徐后华 首 先 提出了康

特洛维奇的数值方法〔5〕 ,

以样条函数作为基函数 解 决复 合材料板的弯曲问题
。

到 目前

为止
,

康 氏法或推广的康氏法求解振动问题
,

都是通过直接解微分方程而获得结果
。

本

文提出解决薄板弯曲振动问题的康特路维奇的数值方法
,

把振型函数展开为样条函数或

梁的振型函数的级数形式
,

根据瑞雷原理
,

导出了解矩形薄板弯曲振动的特征方程
,

大

大地减少了所需要的计算机内存
,

提高 了计算速度
,

通过计算
,

得到了很好的结果
。

2
.

基本方程与数值解法

对于矩形薄板
,

其横向弯曲 自由振动的泛函为

! 一

告JJ
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·
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其中
:
几= p o

Z

/ D
, p 为板 中面单位面积的质 量

, 。 为

周 期 运动的角速度
, D 为抗弯刚度

, 拼为泊桑比
。

设振型函数 W (劣
,

妇为

W (劣
,

红) = A ( 劣 ) B (夕) ( 2 )

( l ) 如果将 A ( 二 )
、

B (梦) 都展开为三次 B 样条基函

数的级数〔 , 〕 ,

则
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图 1 双向三次 B 样条网格划分
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A ( x ) = 艺 a `
价

`
(
x ) = L沪 ( x )」{ a }

霖:
B (夕) 二 艺 刀

`
劝

`
( y ) = [功(歹)」{刀下

将 上两式代人 ( 2) 式中
,

W (
x ,

今) -

可得

L功( 劣 )」{ a } L劝(夕) 」{刀} ( 3 )

` 2) 如果将 A ( x) 展开为三次 B 样条函数的级数而 B ( y) 展 开 为 梁的 振型函数的级

数
,

则

A 夕 ) 一 艺 a `
叻

,

( ` ) 二 仁沪( x
)」{ a 不

苦= 一 I

万
B (犷) 一 艺刀

,

Z
,

(鲜) = 1 2 (鱿)」{尹下
r = 1

( 3 a )

其中 Z
,

〔y )是梁的振型函数
。

两端 固支梁的振型函数为

Z 、 ( , 飞一` n

今
; 一 s h

今
;
一小

S

今
; 一 h

弩
;

)
,

( 切 一 1
,

2
,

3
,

…

左端铰支右端固支梁的振型函数为
:

Z 仍 ( ; 少一 s `n

今
, 一 a 二 s h

弩
; ( m 一 ,

,

2
,

3
,

…

左端铰支右端 自由梁的振型函数为

2 1 、 , )二 岑 /。 ; z 、
( ; )一 s i n

粤
; 十 a 。 s h

粤
; ,

( 。 一 2
,

3
,

…
U U

还有其它边界条件这里未列出
。

其中产 。 、 a , 可查有关手册
。

W (
二 ,

鲜) = 仁沪( : )」{a ;仁Z `今)」{刀}

肠然还可以将 ( 2) 式展开为其它形式的级数
,

为了方便
,

w (
: ,

夕) = 仁考( 二 )」{a } L刀(梦)」{刀)

将 ( 5) 式代人 ` l )式
,

并令各矩阵为

将 ( 3a) 式代入 (2 )式
,

可得

( 4 )

我们将 ( 3 )
、

( 4 )式统一写为

( 5 )

争幻 , ? 嗜。时 」dx = 工A]
; J:
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, 二 且
2

{a }
, 〔A Z〕 { a } {声}

,

IB 〕 {刀}
拜 f ~ ) ,

- r

— 》 “ `

4

〔A 2 0 1 {
a
} {刀}

,

仁B
Z。〕 {刀}

1
十

-丁

2
{a }

, 〔A〕乏a 乡{刀}
, 〔B Z〕乏刀} + ( 1 一川 {a }

,

IA
,

〕{a } {刀}
r

〔B
;

] {刀}

一

合
“ {“ `

, 〔“ 〕{
。
} {” ` T

IB I {声) ( 7 )

a汀 d汀

田 下几代下
-

=
、 f 。 、

O 定“ 夕 0 飞P 了

= 0
,

可得两个特征方程
:

{刀}
,

t” 〕 {刀} 仁A
2

1 {a } +

誉毛刀}
, 〔B 2 0 1 {刀} 〔A

Z。
} { a } + {刀}

,

{B
Z

I

·

[A ] { a } + 2 ( l
一

川 {刀}
尹

[B
l〕 {刀} LA

I〕{ a }
一 几乏刀〕

,

[B ] {刀} [ A }
·

{刀}

{ a } = 0 ( s )

{a }
,

[”
2

] { a } [” “ {“ } +

梦{a 〕
,

[A
Z。

“ {a } {B
Z。“ {“ } + {a }

,

[” “ {a }

·

【B Z

] {刀} + 2 ( l 一 声 ) {
a }

, 【
,

1 ,

] {a } 【B
l

] {声}
一 久 { a }

, 【A } {a } [ B }
·

{刀} = o ( 9 )

从 ( 6) 式可以看出
,

用这种方法展开的级数各矩阵阶数很小
。

例如
,

取 A (幻
、

B (妇

都为三次 B 样条基函数的级数
,

N 一 M ~ 8 ,

对于周边固定矩形板 而 言
,

矩阵阶数只有

N + I M + 1

7 阶
,

而用W ( `
,

妇 二 艺 艺 c ` ,

功
`
(幻价

,

( g) 的形式
,

各矩阵为 49 阶
,

因此将 W ( x ,

妇
f = 一 l r = 一 1

展开为 ( 5) 式形式的级数
,

大大地减少了所需要的计算机内存
。

在求解时先假定某方向
,

如 即方向的振型参数 {川
, ,

从 ( 8) 式求出 {川
1 ,

再 将 {a}
,

代入 ( 9) 式求出 {川
1 。

如此进行迭代
,

直到毛川
,

达到某一精度要求为止
。

而后可从 ( 8 )式求

出 又: ; ,

{a }
, ,

久2 ; ,

笼a }
2 ,

… …
,

下面给出的算例都是假定 l州
, 二 〔10 .0 二〕,

精度 为 10
’ 5

求

出的结果
。

为了进一步提高计算速度也可以取 A (幻 二 Z ,

(幻 ( 2 1

(幻是梁的第一阶振型

函数 ) 代入 ( 6 )
、

( 9) 式求出 {川
; 。

对于有两对边简支的板
,

可从 ( 8 )
、

( 9 少式求出所需要

的自振频率和相应的振型
,

对于其它边界条件一般迭二次
、

最多三次就可以得到满意的

结果
。

3
.

算 例

下列表中给出了周边简支
、

周边固定和三边简支一边 固支的正方形板的计算结果
。

其中 B 代表三次 B 样条函数
,

梁代表梁的振型函数
。

例如 B 一梁代表 A (幻 为 三次 B 样

条函数的级数
, B (妇 为梁的振型函数的级数

。

迭代次数指求 {刀}
,

的迭代次数
。

附表 l一 ( a )
、
l一 ( b )

、
2一 ( a )

、
2一 ( b )

、
s一 ( a )

、
3一 ( b )分别给 出 周边简支

、

三边简支

一边固支 ( z = 0 的 边 固支 )
.

周边固支正方形薄板的两个振型的振 幅
,

M = N = 10
, 声

二 0
.

3 , a 为方板边长
。
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表 1 周边简支 的正 方形薄板 协
= 。

.

)3

’ `

”
” 卜

拼 未云
”

”
’

{
’

…
匕 一

{

1 6 8
。

1 3 1 6 7
。

78

N =
M

= 1 0
精确解是引

口 9

口 1 0 1 6 8
.

1 3 16 7
。

78

1 9
。

7 4
口 1 1 1 7 7

。

71 1 7 7
。

65

49
。

35 田 1 2 1 9 7
.

70 1 9 7
。

39

!!
一

|
j

一

4 9
。

3 5
口 1 3 1 9 7

。

7 0 19夕
,

3 9

7 8
。

9 6

19
。

7 4

4 9
.

3 5

4 9
。

3 5

7 8
。

9 6

n s
_

7 0

口 l ` 2 4 7
。

0 1 2 4 6
。

7 4

9 8
。

7 5
口 1 5 2 4 7

。

0 1 24 6
。

7 4

9 8
。

7 5

1 2 8
。

3 5

矩阵阶数为 11

迭代次数为 8

.98一128

1 2 8
.

3 5 12 8
。

3 0

一
. J . . . . . . . . . . . . . 习 . . ` . 曰 . . . . . . . j . 曰 ` ` . 臼 . . . . . . . 目 . . . . . ” .

~
. , . . . . . . . . .

表 2 三边简支 一边 固支正方 形薄板伽
=
.0 3 )

B 一 B B 一梁 梁 一
梁 有限点 t ll

文献 t 4 1

N
二

M
= 8 N

= s M
= 3 N

二
M

= 5 N
= B M

二 3

本法
法

2 3
.

6 5 2 3
.

6 5 2 3
。

50 2 3
.

6 5 2 3
。

7 7

6 1
。

8 2 5 1
。

8 1 5 1
。

6 2 5 1
。

6 4 5 2
。

0 0

企2公口

5 8
。

6 7 5 8
。

6 7 5 8
。

6 5

8 6
。

24 8 6
。

2 3

5 8
。

6 3

8 6
。

3 8 8 6
。

2 6

,户l内亡6一3

:
86巴口843口口

1 0 0
。

7 5

1 1 3
。

4 6

10 0
。

6 1 1 0 0
。

3 1 1 0 0
.

4 2 1 00
。

8 4

1 13
。

4 6 1 1 3
。

2 2 1 13
。

份3

5
ù
日公份

13 4
。

2 2 -

!

一
-

一

— —
一 1- ~ -

一
一

1 4 !
。

0 7 1

一
- 一

—
— _

_
_ l一 一 ~

一

一

1 7 0
。

43 -

l a 4 。 1 2 1 3 4
。

0 8 13 4
。

1 9

14 1
。

0 7 1 4 1
。

15 1 4 0
。

89

1 6 9
。

13 16 9
。

7 2

心叽
ǔ

咖

最大矩阵阶狱

迭代次盆
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表 3 周边固支正方形 薄板印
二 。

.

)3

\ 方 法

{ }
。 一

, ` 。一 , … 梁一梁

{
有限点: 1 :

{
文献〔 4〕

}本 }
_

_
_ _

_

{
_

_

_
{

_ _
} }

}法 { } { }
_ _

}

_
__

一一声
一

止上里二竺 i
一一

~

竺
= “ M

= ` N
’
M

二 5

!
万 ’ “ 拟 = `

{

_
3 6

。

0 0 3 6
。

0 1

7 3
。

4 3 7 3
。

5 4

7 3
。

4 3 7 3
。

6 1 一…一
…

一一些匕卜
一一

兰兰一…
一

三竺一
一
兰

~

{i 一 {一兰i二一
~

…
-

二兰兰一
一

-

1 0 8
。

3 1 1 0 8
。

5 9 1 0 8
。

5 9 1 0 8
。

4 9 1 0 8
.

2 4

1 3 2
。

2 3 1 3 2
。

2 9 1 3 2
。

3 2 1 3 1
.

9 6 1 3 1
。

9 0

1 3 2
。

2 3 1 3 2
。

6 9 1 32
。

3 2 1 3 1
。

9 0

1 6 5
.

4 4 1 6 5
`

7 7 1 6 5
,

7 9 1 6 5
。

8 8

1 65
。

4 4 1 6 5
。

9 7 1 6 5
。

7 9 1 6 5
。

8 8

2 12
。

0 6

最大矩阵阶数

222 1 1
。

1 33333

5555555

迭代次数

附表 1一 ( a) 无节线振幅 比值

:
一

…
一

烹嗽六职止
菩

…万牛片份
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附表 1一 b( ) 有一条平行 于 y 轴的节线振幅 比值

0
。

Za 1 0
。

3 a 0
。

4 a ! 0
.

5 a 0
。

6 a 1 0
。

7 a 1 0
。

必a

艺
=

本法 0
。

9 5 1 1 0
.

9 51 1 0
。

5 8 78 } 0

一 ”
·

5 , 7”

1
一 。

·

” 5“
;

一 。
·

” “ 1`

准确值 0
卜

9 5 1 1 一 0
。

5 8 78 }一 0
。

9 5 1 1
,

一 0
。

9 51 1

0
。

7 a 0
。

s a

0
。

8() 9 0 { 0
。

5 8 7 8

l
.

l
.

aj一
llse

叫一!叫ù

.06一.95一邓

。

一 {
。

·

5 8 7 8 。

0
。

2 8 0
。

3 a 0
。

4 a 0
。

s a

ó

陈li
sel

.ll
!

X 二

a

4 本法 0
。

5 87 8 。
·

“。 9 0

…
”

·

9 5 “ 0 0 0

淮确值 。
·

“ 0 9 0

!
“

·

, 5 , `
0 0 0

{
o

0
。

8 0 9 0 ! 口
.

5 8 78 8.了日5
.

0

..1.者
.

上
卜.

口
J

esss

附表 2一 ( a) 无节线振幅 比位

X
「

{

—
一f

J

0
,

l a 0
。

Z a 0
。

3 a 0
。

4 a 0
。

s a

。
一
1

。
一

0
。

s a 0
。

g a

O

y 二 二
若

比值 0
。

10 3 5 0
。

3 3 66 0
。

8 0 4 3 0
。

83 4 8 } 0
。

9 7 6 8 0
。

6 7 2 1 { 0
.

3 0 6 1

·
一

l0
。

l a 0
.

2 8 0
。

3 a 0
。

4 a 0
。

6 a 0
。

8压 0
。

g a

一l

一
l

.jo

O
x 宝
百

比值 5 74 2 1 0
。

79 0 3 } 0
。

9 2 9 2 ! 0
`

9 76 8

】
1

一…
。

一

…
。

一
{

。
一

1
。

一…
。

一 0
。

5 7曦2 0
。

3 0 19

附表 2一 ( b) 有一 条平行于 犷轴的 节线振幅 比值

!
一

0
。

1 公 0
。

Za 0
。

3 a

1
。

0 0 0 0

.

4 a } 0
。

s a 0
。

6 a { 0
.

7 a 0
。

s a 0 g a

一创
一一

口

y =

厄

比值 0
。

2 9 6 1 } 0
。

7 3 6 1 85 8 7 3 2 4 1 一 0 8 3 1 8 ! 一 0一…一
ó一一n

一6一0一口
ùa口一4一5

一O一几Jù
.ǎnù

队
l

阮1
1

|.OI
es

l

{
0

.

l a 0
。

Z a 0
.

3 a 0
。

4 a 0
。

7 a 0
。

s a 0
`

g a

r 二 O
。

3 a

.j0

l门|
比值 3 0 9 0 5 8 78 { 0

。

8 0 9 0 } 0
.

9 5 1 1 1 1
。

0
。

6 a

。

95 1 1 0
。

8 0 90 5 8 7 8 { 0
。

3 0 90
广匡
l

附表 3一 ( a) 无节线振幅 比值

0
。

l a { 0
。

Za 1 0
。

3 a
!
{ 0

}

。

4 a } 0
。

s a 0
,

6 a 0
。

7 a 0
。

s a O
。

g a

7 0 4 5 { 0
。

9 2 11 ! 1
。

0 0 0 0 1 0
。

9 2 1 1 0
。

7 0 4 5 } 0
。

4 0 8 9 { 0
.

1 29 9

0
。

3 a 0
。

4 a 0
。

s a 0
。

6 a 0
。

7 a 0
。

s a f)
。

g a

O一9一
,

日一a0一24一
.

.一O

一O甘一一O口一aù自山一,几ù.一ù日

aùO曰
梦二

比值

工 二

O

一1111

aùÒ

比值 0
。

1 2 9 9 ! 0
。

4 0 89 7 0 4 5 { 0
.

92 1 1 } l
。

0 0 0 0 1 0
。

92 1 1 j 0
.

7 0 4 5 1 0
.

4 0 8 9 1 0
.

12 9 9
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附表 3一 ()b 有一条平行于 夕轴的节线振幅 比值

0
.

Za 0
。

3a }

0
。

4 a 0
。

s a { 0
。

6a 0
.

7 a 0
,

s a } 0
。

g a

口

V 二 蔺
否 8 12 8

`

1
。

0 0 0 0 0
.

6 8 19 一 0
。

6 8 19 {一 1
。

一小0
。

l a 0
。

4 a
:

0
。

x 二 0
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结 论

通过实算证明
,

本文提出的方法有很高的计算精度和收敛速度
。

特征值和特征向量

的计算精度均如此 (对于简支板
,

前 几阶振型与精确解几乎没有差别
,

对于三边简支一

边固支板和周边固支板
,

由于没有精确解 对比
,

只列出计算结果 )
。

本文提出的方法容易

推广应用于曲板的动力问题
。

由于它大大地减少了所需要的计算机内存
,

具有比较高的

计算精度和计算速度
,

是一种有前途的结构动力学的计算方法
。
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