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有限扩域上的 F u zy z子域

姜 华 彪

( 系统工程与应用数学系 )

摘 要 在丈 〔3 」中
,

引入 了更一般的 F u zz y理想等概念
,

使 F u zz y 代数

结构 的研究进 一 步深入进行
。

本文作 为 F u
zz y 结构理论中的又一课题

,

引入 了

F uz yz 子域 等概念
,

对有限护域上的 F uz yz 子域的构造问题进行 了比较详细的

讨论
,

得到 了儿个类似于 汇2 」中的表示定理
。

尔后
,

引入 了诱导 F u zz y 子域
,

对单纯代数扩城上 的诱导 F u沈 y 子域进行 了研究
。

关撰词 有限扩域
, F uz yz 子域

,

诱导 F uZ yz 子质

1
.

F u zz y 子域的表示定理

首先
.

我们给出几个基本的概念和下面经常要用到的记号
。

设 X 是 一个 集合
,

X 上 的 F u zz y 集合 拜 是 指一个 映 射 声 :
X

一
〔0 , 1 ]

。

设

几任 t o , 1〕
,

久
·

产 定义为这样 的 集合
:

(久
·

那 ) ( x) = 久
·

那沁 )
,

丫工 任 X
。

若对任何
劣任 X

,

解 (幻 ~ 1 则记 声 = x1
。

设 # 是 X 的 F u z z y 子集
,

V 久 e [0
,

z〕 ,

声 , = {
二 ; 声 (幻 > 科称为 拼 的 几割集

。

设 K 与 F 都是域
,

且 K 是 F 的有限扩域
,

〔K
: F 〕= . ,

并 且
。 , , 。 2 , …

, 。 ,

是 K 的

一组基底
,

亦即 K 一 F ( 。
1 , 。 2 ,

…
, 。 ,

)
; 0

,

1 分别表示 F’ 中的零元素和单位元素
。

定义 1 设 F 是一个域
, 尸上的 F u

zz y子集 拜称为 F 的 F u zz y 子域
,

如果 满足下列

条件
:

( l ) 声 ( ` 一 y )> 声 ( x )八声 (犷) V : ,

夕任 F ;

( 2 ) 户 (劣
·

梦一 ’
) > 那 ( 劣 )八声 (梦) V 劣 ,

今任 F 且梦等 0

从上面的定义容易得知
:

若 召是 ( F
,

+
, ·

)的 F u
zz y 子域

,

则 “ 关于
“ 十 ”

运算 是

( 尸
, + )的 F u z z y 子群 ;

若令 F 釜 = F 一
{0 }

,

则 拜关于
“ · ”

运 算 是 ( F气
·

)的 F u z z y 子

群
。

命福 1 若 拜是 尸的 F u zz y 子域
,

则 V : 任 F’ 爷
有川 0) > 产 ( l) > 声 (幻

命短 2 设 拼 是 尸的 F uz
z y 子 集

,

则 拜是 F 的 F uz yz 子 域 的 充 分 必 要 条 件 是
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V 又告 }0
,
刀了 l

命题 3
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) , ,

山是 F 的子域
。

并且 V 久任 〔o
,

川 l) ]
, 声 ,都包含 F’ 的素子域

。

设 K 是 尸的扩域
, 召是 K 的F uz

z y子域
,

则 召 在 尸
_

L的限制产 , :

声乙 , 〔念 } =

户 ( 劣 )

0

x 〔 尸

劣在 F

是尸的 F u z Z y 子域
。

定理 1 设 月是域 K 的 F uz yz 子域
,

F 是 K 的素子域
,

并且 〔K
: F 〕二 : ,

则 有 。丈

久
。

毛几
。 一 ,

` … 燕 又:

《 又。落 1及子域链 {田 c 尸
;

c 尸 Z

c …泣 tF
,

~ K
,

其中尸
`是 K 的子域

,

使得声 = 又。 ·

] {。 } U 凡
1

·

1 ; ,

U … U 几
: ·

1 , 二 。

证明 令久二川 l)
,

由命题 2可知 F I一山 二 { x ;
川幻 > 科是 K 的子域

。

又 因为尸是

K 的素子域
,

故尸c 尸 Ic K
。

因为 K 是 尸的有限扩域
,

所以 F { 也是 F 的有限扩域
,

因此存在 。 1 , 。 2 ,

一
,

岭
1 _ 1
任

尸 ; 使得 “ , , ” : ,

…
, 。 K I 一 ,

是 F’ l的一组 基 ; 即 F I二 F ( u : , … , 。 K , 一 1

)
。

令 又。 = 声 ( 0)
,

久
, 二 几,

云= 1
,

2
,

一
,

K
飞一 z

,

K
, ; 令尸

: = F , F : = F ,

(
。 ,

)
,

… , 尸二
,

= 尸二 L 一 ,

( ” x , 一 1

)
,

则

lt 尸 ; 一 几
。 ·

l ` “ } U 久
:

·

l p 1

U … U 先K l ·

1 , K ,

令 a , = su {P 产 x( )
, 劣 e K 一 F { }

,

若 a : 一 几
,

则存在劣。
任 K 一 尸 l

,

使得产 (
` 。

)` a Z

(
,

, oo )
,

且 那 (
: ,

) > 声 (
: , 一 ,

)
。

令 a 二二 声 (
: ,

)
,

则每个群
。 二 一

1

都是娜
。 ,

的一个真正扩张
,

这

与 K 是 F 的有限扩域相矛盾
。

因此 a Z

< 又
。

用上面同样的办法可证得
:

一定存在
: 任 K 使得产 (幻 二 a Z 。

因而召
。 :

O F I。 尸
。

所以存在 ” , , ” 2 ,

…
, 。 二 2

任声
。 2 ,

使得 u ; ,

…
, 。 * : 一 , , 。 1 , 。 2 ,

…
, , 。 2

是 声
。 :

关于 tF 的一

组基
。

令 F 二` 十 , 二 F { ( 。
,

)
, F 二

, 十 2 二 F 二
, 十 ,

( ”
2

)
,

… …
,

tF ` , + ` : 一 F ` , 十 二 2 一 ,

(
。 二 2 ) 久, , 十 ` 二 a Z

l = l
,

2
,

3
,

…
,

无
: ,

则

、

i
· 。 2 一 “ 。 ·

,、。 } U ` 1
·

`一 u … u “ · ,

一
:

·

1· ` l + ` 2

重复上述过程
,

因为 K 是 F 的有限扩域
,

所以必将在有限步内完成
。

由定理 1
.

1的证明容易看出可以把上面的表示定理写成更紧凑的形式
:

定理 1
`

设 K 是素域 F 的有限扩域
, 拼是 K 的 F uZ yz 子城

,

并且 〔K
,

F’] < co
,

则

存在 。 < 久K < 久` _ ,

< … < 久
2

< 凡l

钱久
。
镇 1 及中间域尸 ` ,

F 仁 F
;

C F
Z

C … C F K 一 1

〔 F `

〔 K
,

使得

产 = 久。
·

l { o } U 又
,

·

l ; ;

U … U 几`
·

1 ; `

前面我们对基础域是素域的有限扩域上的 F uz yz 子域得到了上面的表示定理
,

但是

对非素域上的有限扩域上的 F u z
yz 子域

,

一般来说定理 1 中的结论并不成立
。

例如
:

设口是有理数域
, , ; ,

尹2 ,

… , p
,

… ,

是一列互不相同的素数
,
令尸

, 二 Q(寸尹
: )

,

F Z 一 尸
:

(创不 ..)
,

F
,

一 F
二 _ ,

(丫瓦 )
,

… ,

则 口c F I

仁 … c F
,

c …仁 R c c
。

此处 五

令
1酬

是实数域
,

C 是复数域
。

取 {几
,

}泥 : 是严格单调递减数列
,

并且收敛于
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x 任 F` 一 F, _ 1

劣 任 F o = 口

上 的 F u z z y 子 域

石= 1
,

2
, ”

`

拜 ( 劣 ) =

劣 任 C 一 匕 F `

久11

!!
2

1111
、

易验证
: 拼是 C 的 F u

二y 子域
,

虽然 〔C :

川 一 2 ,

但并不能表示成定理 1 中的形式
。

那

么除定理 1 的条件之外
,

在什么情况下 尸的有限扩域 K 上的 F uz
z y 子域可以 表 示成定

理 1`

中的形式呢 ?

( l) 若 L 是 F 的素子域
, 「F : L 〕< co

,

则 【K
: L 〕一 IK

: F 〕仁F : L 〕< co
,

故 K上

的 F u zz y子域 拼 具有定理 1 `

中的形式
。

( 2) 设 拼 是 K 的 F u zz y 子域
, 久= 声 ( 1)

,

若 娜 , 包含 F
,

则 科可以表示成定理 1 `

中的形

式
。

定理 2 若 【K
: 尸 l = p为素数

, 拜是 K 上的 F uZ
z y 子域

,

又若娜
,

K
, F 满足 ( 2) 的

条件
,

则有 l > 几。 > 几, > 久 2 > o ,

使得
: 那 = 久。

·

1{ 0 } U几
:

·

1 。 、 ;

U 久2
·

l , * 2

2
.

诱导 F u zz y 子域

设域 K 是域 F 的 .
次扩域

,

并且 { 。
, , “ 2 ,

… 。 ,

}是 K 的 一组 基 底
,

则 F ( : ; , : 2 ,

…
,

, ,

) = K
。

若 拜是 F 上的一个 F u z z y 子集
,

V 鱿任 K
, 」 a l , a : ,

…
, a ,

任 尸

使得 鱿= a : “ 1
+ a Z 0 2 + … + a 。 。 , 。

令 刃(妇 二 八 拜 ( a `
)

,

则两是 K 上的 F u
zz y 子集称为由 料 在基底 {

。 ; , 。 : ,

…
,

晰 }诱
` = 1

导出的 F u z z y 子集
。

`

若 K 是 F 的单纯代数扩域
, 拜 是 F 上的 F uz yz 子集

, 。 是 K 中的代数扩张元
。

为方

便起见
,

我们总假设 召 在 K 中的诱导F uz yz 子集是在基 { 1
, u ,

…
, 。 ” 一 ’

}下的诱导 F uz yz 子

集
。

引理 设 K 是 F 的单纯代数扩域 则 LK
: 尸 〕二 n ,

月是 尸的一个 F uz yz 子域
, 。 是 K 中

的代数扩张元
,

并且存在
a 。 , a , ,

…
, a 。 一 , 任 声 , (几一川 1 ) )

,

使得

。 ”
= a 。 + a ; u 十 … + a 。 _ ; 。 介 一 ` ,

则 V y 二 b。
+ b l 。 + … + b ` u `

I

两( 今) > A 拜 ( b
`

)
` . 0

证明 对 l 用归纳法证
。

( 两是 由 拼诱导出的F u zz y子集 )

当 l 毛 : 一 1时
,

由诱导 F uz
z y 子集的定义知

:
声(妇 -

归纳假设 l 毛 k 时结论成立
。

l

八 娜 ( b
`

)
。

故结论成立
。

当 l = k + 1时
, 今= b 。 + b : 。 + … + b` + , u K 十 `

( b `
不全为 0 )

又因为 、 K 十 ’ = u K 十 ’ 一 ”
·

u 几 = 。 K + ` 一 ”

(
a 。 + a ; 。 + … + a , 一 , ” ” 一 `

一 a 0 u K 十 l 一 ”
+ a i u K + I

一 ” + 1
+ … + a , _ 1 u K

故 夕一 b 。 十 b l u +

= b o + b
l u +

+ b`
+ , u K , 1

+ ( b`
十 1 _ 。

+ a 。 b ` + ,

)祝
K + ’ 一 ” 一:

… + ( b` 十 a ” _ ,
b`

十 ;

)双
^
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所以 ;` , , >

I溉
; `”

`
,

>

{袄
; (。

`
)

八 }八 芦 ( b`
十 : _ , 十 `

+ a `
b`

+ ;

、 .J..r

l .esJ、 l了八
{ [拜 ( b ` 、 : _ 。 + `

)八群 ( a ` )八 声( b 二
十 ;

ō

!
.dl... ..J,l l.lJ

一

【货
; ( 。`

)

L ` . 0

八【三
; (一 )

卜【
K + 1

八 拜 ( b `
)

寸= 0

K + 1

八 声 ( b
`

)
寸一 O

由此可知结论成立
。

定理 2 设 K
,

F
,

产 ,

严如前所述
,

中的代数扩张元
。

证明 V 劣任 ` * (产 )
, 劣 = b 。 + b

: “ +

汤 ~ 1

两( 劣 ) = 八 拼 ( b
,

) > 人
。

因此二任 两, ,

即
` . 0

则 V 几任 [0
,

那 ( 1 )〕 ,

两* = 产 , ( u )
。

其中
。
是 K 在 F

… + b
。 _ 1 ” ” 一 1 ,

b
`
任声 , ,

石= 0
,

1
,

…
, 忍 一 l ,

声 , (以 ) C 刀 , 。

反之

故声 (吞
`

) 》 久

V 劣任万 , , 劣 = b。 + b
l 材 + … + b

, _ , u ” 一 ’ ,
再(

x ) = 又产 ( b
`

) ) 几

葱= o ,

1
, 2 ,

…
, 拐 一 l 。

所以劣任 娜 , ( ` )
,

即

万, = 群 , ( “ )

` . 0

声 , ( ” )〕 再 , 。

由此可知

定理 3 设 K
,

尸
, 拼如前面所述

,

则由 拼在 K 中诱导出的 F uz yz 子集刃也是 K 上的

F u二 y子域
,
声称为由 拼 诱导的 F u zz y 子域

。

证明 因为 V 几任 to
,

川 1 )1
,
两 , = 肉 (幻

,

又因 群 , 是 F 的子域
,

故 内 (幻是 K 的 子

域
。

由此可知两是 K 的子域
,

由命题 2可知刃是 K 上的 F uz yz 子域
。

由定理 1及定理 2可知下面结论成立
。

定理 4 若 尸是心
( ; )上的有限扩域

, 拼是 尸的 F uz yz 子域
,

而 K 是 F 的单纯代数扩

域
,

则存在 1> 几。
> 几:

> … > 久. > 0及 F 的子域 F ` ,

满足

使得

F o F . o F .
_ 1

〕 … 。 F Z o F i

。 对川 l)

皿 = 几。 ·

l { o } U几:
·

l , : ( . ) U 几:
·

l , : ( 。 ) U … U 几二 1 , , (。 )

定义 1 设产 : , 声 2

分别是域 F : ,

尸: 的 F u zz y 子域
, 声 :

与那 : 称为 F u
ZZ y 同构的

,

如果

存在一个同构映射了
: F :

, F Z ,

使得 V ` 任 F : , 产 ;

(幻 = 声 2
(j ( , ) )

。

则易知下面定理成立
:

定理 5 设 拼是域 尸的 F uz
z y 子域

, a
,

夕是 F 上的不可约多项式 f (幻的根
,

并且

l(
` )的系数在那、

中
,

此处 几= 声 ( l)
,

则产在 F ( a )与 F (声)上诱导出的 F uz
z y 子域是 F uz yz

同构的
。

定理 6 假设 拼是域 F 的 F uz yz 子域
,

K 是 F 的扩域
, a 与 刀分别是 F 上的两个互

不 相同的 不可约 多项式 甲 (幻与沪(幻的零点
, d eg 甲 (幻 二 “ 一 1 ,

ds g砂(幻 = , 一 1 ,

并 且

甲 ( : )与 沪( : )的系数都在 产 , ( , ) 中
,

则 # 在 尸 ( a ,

声)中以基底 { a ,
, , i = o , z

,

…
, , 一 l ,

J = o
,

l
,

…
,

。 一 1 }诱导的 F u z z y 子集 声 , ( a
,

, ) 是 F ( a ,

声)的 F u z z y 子域
,

并且与 拜 先 在

F咬a )上诱导的 F u z z y子域 拜 ; ( a ) ,

然后 拜 ; (。 )
在 F’ ( a ) (声) ( = F ( a

,

口) )上诱导的 F u z z y 子域

( 声 , ( a ) ) , ( 。 ) (夕 )相同
。

证明 由定理 2 可知声 , ( a ) 是 F ( a ) 的 F u z z y子域
,

( 声
, 〔 a ) )

, ( 。 ) ( , )

是 F ( a
,

声)的 F u z , y
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zz y 子 城 的

子域
。

所以若能证明产
, 《。

,

, 》 = (产 , ( a ) )
; ( 。

.

, ) 则知定理成立
。

夕

`
、龟.万了侣 ~ 1

V 劣任 F ( a ,

刀)
, 劣 = 艺 艺 a ` , a `声j , 劣 = 艺 a ` , a `ù艺间

. ~ 1 用 一 1

` . 0 李台 0

协一 i

(弓一 0

(
份一 1

(声
, (口 ) ) r `。 ,

, ) = 八 声 , (。 )

昙
艺 a ` , a `

)
= O

二 八
I一 0

. 一 1

八 声 ( a ` , )
夕= O

协 ~ 1 协一 1

又因为产 , 。̀ .

, ) (劣 )二 八 八 产 ( a ` , )
,

所以 伽
, (。 ) ) r 《。 .

, ) (` ) “ 拜 , ( 。 ,

, ) (劣 )
。

夕= 0 心 = 0

由 二 的任意性可知定理成立
。
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s u b f i e l d s o n t he f i n i t e e x t e n s i o n f i e l d s a r e d i sc u s se d i n d e t a i l
.

S e v e r a l

r e p r e se n t a t i u e t he
o r e m s w h i e h a r e a n a l o g o u s t o t h o se i n

[2 ]
a r e o b t a i n e d

.

L a t e r
,

t h e n o t i o n o f i n d u e e d f u z z y s u b f i e l d s 15 i n t r o d u e e d
,

w e s t u d y ht e

P r o eP r t i e s o f t h e i n d u e e d f u z z y s u b f i e l d s

叨 t h e S i m P l e a l g e b r a i e e x t o n s i o n

f i e l d s
.

K e y w o r d s T he F i n i t e e x t e n s i o n f i e l d
,

F u z z y s u b f i e l d , I n d u e e d f u z z y s u b f i e l d
.


