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N o 一

关千卫巨定矩阵的一类不等式

游 光 荣

( 系统工程与应用数学系 )

摘 要 本文考虑 了常见的 H 6lde
r 不等式 和葬术— 几何 平均 不等式在

矩阵中的类似
,

对 R
.

E呛11m a n 提 出的两个 问题〔们 给出 T肯定的 回答
。

同时建

立 了 C a
uc h y一 sc b w ar z 不子式及其增补在矩阵中的 类似

。

关扭词 不等式
,

矩阵
,

迹
,

特征值
。

1
.

引 言

定义 1 对 。 阶实对称矩阵 A
、

B
,

如果 A 一 B 是非负定矩阵
,

则记为 A > B ; 如果

A 一 B 是正定的
,

记为 A > B 。

于是
, A > O

、
A 》 0分别表示 A 是正定阵和非负定阵

。

定义 2 。 阶矩阵 A 的主对角之和称为 A的迹 ( t ar ce )
,

记为 tr A
。

引理 1 ( l) 迹有线性性
,

即对任意常数 久
、

拼和 。 阶矩阵 A
、

B ,

有

t r ( 久A + 产 B )二 几t r A + 产 t r B ;

( 2 ) tr A
’ = tr A ,

这里 A
’

表示矩阵 A 的转置
,

( 3 ) 对任意
。 阶矩阵 A

、

B
,

有 t r ( A B ) = t r ( B A )
。

在第二届国际不等式会议上
, R

.

eB l l m a n 再次提出了〔 1 〕 :

定理 1 设 A
、

B是 , 阶 (实对称 ) 正定矩阵
,

则

Z t r
( A B )延 t r A Z + t r B

Z

( 1 )

t r (通丑 )毛 ( t r 通 2 )女( t r 刀 2
)香 ( 2 )

其中
,

( l) 式等号成立当且仅当 A = B ; (2 )式等号成立当且仅当 A 二 无B
,

这里k是一个

常数
。

R
.

B e l l m a n 称 ( 2 )式为 e a u e h y一 s e h w a r : 不等式在矩阵中的类似
。

〔l 〕中借助 ( 1 )式

证明了不等式 ( 2 )
。

实际上
,

由 (了 tr 扩
一
创 tr B Z

)
’

> o ,

有

( t r , 2 )̀ ( t r , 2 )`、 卫准卫望

于是
,

l( 少
、

( 2 )可联立为
:

1 9 a 7年 3 月 1 日收到
。

作者为硕士生
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t r (通刀 )蕊 ( t r 通 2

)告
.

( t : 召 2

)香毛 t r A Z
+ t r B Z

2
( 3 )

定理 1 可以推广至
n 阶直至无穷阶 H re m it e

矩阵〔 2 〕 。

R
.

Be l l m a n 在 [l 〕中最后提出了两个问题
:

( )l 是否存在算术— 几何 平均 不等 式

在矩阵中的类似 ? ( 2) 定理 1的结论是否对更高的乘方 ( ih g h re oP w re ) 成立 ?

2
.

答氏Um a n 的两个问题

本节将建立若千矩阵不等式
,

给 R
.

B le l m a n 的上述问题一个肯定的回答
。

为此
,

首

先引人下述定义和引理
。

定义 3 [ 8 〕 对实向量 劣 = (劣
1 , x Z ,

…
, : ,

)和 , = ( , : ,

, 2 ,

…
,

妙
,

)
,

如果 可能重新排 FI]

分量
,

使得 劣 r l : > 二 [幻 ) … > 劣 [。 ] , , [ ; 1> 李r幻 > … > 军 r二〕 ,

并且

z ) 万 军[ 1 2 ,

( k = l
,

2
,

…
, 九 一 z )

;
劣

.习
` = 1 ` 一 1

习 二 〔`

= 1

“ 艺 纵
` . 1

则称向量劣优势于公
,

记为劣卜狱或 , 长沈
。

引理 2 ( S e h u r ) [ 8 ]设 : 阶实对称矩阵 A = ( a ` , )的特征值是几
: ,

几2 ,

…
,

久
” ,

则

( 久
, ,

几2 ,

…
,

久
。

)卜 ( 绍
: 1 , a 2 2 ,

…
, a 。 ,

)
.

定义 41 8] 设 I c R 是一个区间
,

f 是 尸 到 R 的一个函数
,

且对一切劣
,
犷〔 尸

,

由劣长沙
,

可以推出 j( 劣 ) ( l( 犷 )
,

则称 f 是尸上的 sc h ur 凸函数
,

简记为
s 凸函数

。

引理 3 〔 ” 〕 若 f 是 尸 , R的 连续 可微函数
,

则 函数 f 在 尸 上是 s 凸的充要条件

是
:

( l) f 是变量的对称函数
;

(幻 对一切劣 = (劣
1

声
2 ,

…
, 劣。

) e l
” ,

有

(

一
)

(兴
一

鬓)
) 。

引理 4 设 劣 ; , 二 2 ,

…
, x . ; a : ,

a Z ,

…
,

a 。 是两组正实数
,

而且 a ; 十 a Z十
’

… 十 a . 二 1 ,

劣了
`劣孟

2

… 劣二, 镇 a : 劣 :
+ a Z x : + … + a . 劣 。

.

定理 2 设 A
、

B 是 。 阶实对称正定矩阵
,

而且
1

.

1 _
,

一一 十 — 一 1 , 尹
、

q> 0 ,

则

t r ( , 。 )成 ( t r , ·
)告( t r。 , )合毛工

t r , · + 工 t r。 ·

( 4 )

证明 根据引理 4 (令 , = 2)
,

即知 ( 4) 式右端成立
。

下面证 ( 4) 式左端成立
。

因为 A
、

B 是 , 阶实对称正定矩阵
,

故存在正交阵 T
、

S ,

使 A = T `

id ag (久: ,

几2 ,

…

几
,

) T , B 二召
` d i a g (产 : ,

群 2 ,

…
, 那

,

) S ,

其中久
` , 产 `

> o ,

分别是 A
、

B 的特征值
。

从而
,

对

任意实数 p
、

q 有

A , = T
`
d i a g (几犷

,

久翌
,

…
,

几仁)少
,

B q = S
’
d i a g ( 邓了

,

产 ;
,

…
,

声芝) S
,

于是

t r A , = 艺 久夕
“

1

t r B q = 习 声了 ( 5 )
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另一方面
,

记 少 B少
`
一 ( C

` , )
,

由于矩阵 B 在正交变换下特征值不变
,

根据引理 2 ,

有
:

又群: ,

产 2 ,

…
,

产
,

)卜 ( C
: : ,

C 2 2 ,

…
,

C
。 ,

)
,

根据引理 3 ,

易知 (j 劣 )二 艺 川 (q > l) 是 s 凸函数
,

根据定义
,

有

C
协艺

` = 1

产了> ( 6 )

协习习

而 t r ( A B ) = t r
t T ` d i a g (久

, , 久 2 ,

…
,

久
。

) T B 〕= t r
td i a g ( 几

: ,

几: ,

…
,

又
,

)少 B T
’

)

C
-

一
资 c 2 2

{= 艺 几` C “ ( 7 )

* C , 。

、
、、 ,.......,/
了

月几

二

凡

几zJ召.百.,..厄、、r

ee
.

t
.扭.
.L

r奋L

一一

由H 6 de1
r 不等式

:

式左端
。

艺 几
`

C “ 簇 并结合 ( 5 )
、

( 6 )
、

( 7 )式
,

即得 ( 4 )

证毕

C
.习间几

.艺间

不难考察 ( 4) 式等号成立的充要条件
。

不等式 ( 4) 是 R
.

eB U m a n 得到的 ( 3) 式 的一个

推广
,

实际上也是对他提出的向题 ( 2) 的一个回答
。

注意到 t r
( A⑧ B )二 t r A

·

t r B
,

这里 A② B是矩阵 A 与 B 的K r o n e e k e r 积 (或直积
、

张

量积 ) ,

推论

1

而且函数
(么

劣 :
)
` (一> ” ,

, > ” ,是关于 , 单调下降的
,

于是有
:

2
.

1 假设同定理 2 ,

则
1 1

t r ( A B ) ( ( t r A 尸

) , ( t r B q )万镇 t r ( A⑧ B )

引理 5〔 4 〕 实 (复 ) 数域上忍维向量空间 V的一组 (有限或无限多个 )

( 8 )

两两可交换

的线性变换在 V中有一公共特征向量
。

引理 6 对
、 阶实对称正定矩阵 A , ,

A Z ,

…
,

A斌 m > 2 )
,

存在共同的正交 矩阵口
,

使口A `口
’

同时化为对角形的充要条件是任意 A ` 、

A ,可交换即

A ` A , 二 A , A ` , 石,

夕= 1 , 2
,

…
,

`
。

必要性是显然的
。

对阶数
。
进行数学归纳并由引理 5 可证得充分性

。

具体过程从略
。

必须指出
,

引理 6 中的口同时能使口A `
口

’ 二 id ag ( 久
` , ,

久 ` 2 ,

…
,

又` ,

)
,

其中又
` : ,

几` : ,

…
,

久, 。

是 A `
的特征值

,

但不能保证对角元按 礼
:

> 几
` 2

> … > 从
,

排列
。

例如取 , = 2,

A
; 、

A
:

分别为对角阵 (吞全)和 (吕全)
,

即 知 不可能存在 正 交阵 口
,

使 口A ;

口
` 二口A Z口

`二

(急空)
。

文仁21 恰恰忽略 了这一点
。

定理 3 设 A
l ,

1

r 1

A Z ,

…
,

A 。是一组两两可交换的
几 阶实对称正定矩阵

,

而且

… 十 工 = 1 ,

r 价

, `
> 0 , 艺= 1

,

2
,

…
,

m十
l一八

+

则 ` r
( “

1 “ 2 … “ 。 ) (
`

ltI ( ` r A :
`

)
r `

毛 .lF 扩“
r A 下

` 9 )

证明
:

根据引理 6
,

存在正交矩阵口
,

使 口A刀
’
二 d i a g ( 几

`】 ,

又` 2 ,

…
,

久, 。

)
,

从而
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式 73

口A :
A : … A . Q

`
=( Q A

;

口
`

) ( Q A Z口
’

) … (口A . 口
`

)

二d ia g ( 几: : ,

几
; : ,

… ,

几1 。 )
·

d i a g (几2 ; ,

久 2 2 ,

… 久2 。

)… d i a g ( 几。 : ,

几. : ,

…
,

久. ,

)

r l 久
` : ,

n 几` 2 ,

…
`

获
“ ` ·

)
了̀.、
、

gaid一一

于是

t r ( A : A : … A . ) = t r (口A : A : … A 。口
`

) = 习 n 凡
` ,

J = 1 心一 1

另一方面

, ;
`

= 。
,

d i a g ( ;
: {

,

几:;
,

…
,

*
:二)。

根据 H 6 1ds r不等式
,

有

t r A
_
全启

, `一 `
,

2,.
· ` ,

m,
夕 = 1

几
: ,久2 , … 久. , 成

有

1 1 1

(息
“

:;)
一

`

( ,il
“ :: )万

…
(,il

“之)
` ’ ,

.

习间

再由引理 4 ,

1 1 1

“

) ( ,lj
“

布
’

…
(应勺

`
毛 艺

` . 1

工 t r通
俨 `

J口

Z,.妞、

综合上述两式
,

即可推得不等式 ( 9 )
。

证毕

在 ( 9 )式中令
r `

= m ,

得到
:

推论 3
.

1 设 A
: ,

A Z ,

…
,

A . 是一组两两可交换的 。 阶实对称正定矩阵
,

则

t r ( A , A :

一 A . ) ( ( t r A T )附 ( t r A兮) ...(t
t rA : )众殊

( t r , : 十 : rA : 十 … 十 t r , : )

不难看出
,

推论 3
.

1可视为对 R
.

B le l m a n 的两个问题的一个统一的回答
。

减弱不等式 ( 9) 成立的条件是一个值得考虑的向题
。

3
.

tr ( A B )的上
、

下界估计

对常见的 c a u e h y 一 s e h w a r z 不等式
,

G
.

p o l y a 和 G
.

s z e g 6 曾得到一个增补即所谓的

反 问 S e h w a r z 不等式
:

设 a ` ,

b
`
满足 0 < 。 ,

毛 a `
镇 M

, , 0 < 二
: 镇b

`
( M

Z ,

云= 1 , 2 ,

…
,

称 ,

则

两镇
(
`

氮
a `” `

)
艺 a
子

·

名 b子
一 ( 1 ( 1 0 )

M一M4烧 l 哪 Z

M
I

( m ; 执 2
+ M

i

下面考虑此类不等式在矩阵中的类似
。

定理 4 设 A
、

B 是 , 阶实对称正定矩阵
,

且 A B = B A ,

久
` 、 产 `

分别是 A 、 B 的特征

值
,

而且 o < m : ( 几`
镇 M

; , o < , 2簇产
`
镇 M

Z , `二 1
,

2 ,

…
, 。 ,

则

阴 ,

M
l t r B Z

+ m Z

M
: t r A

Z

哪一 m Z + M
l

M
Z

证明 上式右端显然成立
。

根据引理 6 ,

存在正交矩阵口
,

使

落 t r ( 通刀 ) ( ( t r 通 2

)女( t r 刀: )告 ( 1 1 )
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口 A口
’

= d i a g (几
, ,

久: ,

…
,

久
二

)
,

口B 口
` = d i a g (邓

: ,

声 2 ,

…
,
娜

,

)

注意到

万
2

口A心
` 一 仇 ;

口B 口
`

= d i a g (凡
:

M
: 一 m : 邢 1 ,

…
,

久
`

M
: 一 哪 , 声 ` ,

…
,

几
。

M : 一 解 ; 声
,

)

其第 ￡个主对角元为 几、
M

: 一 。 1 声 `
> o ,

从而 M
Z

Q A Q
` 一 m ;

Q B口
`

> 0
。

同理 M
,

口B口
` 一 叨 2口A口

`

> 0

于是 ( M
Z

口A口
` 一 。 ;

口B 口
’

) ( M
:

口B口
’ 一 叨 2

口A口
`

) = d i a g (”
; , , : ,

…
, ” ,

)

其中
。 ` 一 〔几`

M
: 一 八 `二 ;

) (声
`

M
; 一 久

`m Z

) 》 o , i = z
,

2
,

…
, : ,

故 。
万

2

口A口
` 一 哪 :

口B口
’

) (万
1

口 B口
` 一 m Z口A口

’

) > 0

整理
,

即得 M
;

M
Z口A B 口

`
+ m : 。 Z Q B A口

`

> m ,

M
,

口B Z

口
’

+ m Z
M

Z口A Z

口
’

两端取迹
,

并由引理 1 ,

即可推出

(叨
: m : + M

;

M
: ) t r ( A B ) > m :

淤
: t r B “

+ 饥 Z

M
Z t r A Z

这实际上就是 ( 11 )式左端
。

证毕

推论 4
.

1 假设同定理 4 ,

则

4 m
.

场
,

万
.

万
。 一 [ t r ( A B ) 1

2 _ _

七前斌或贰丽沙 飞补矛五万万了乓
l ( 12 )

证明是显然的
,

由 ( 、 哪 :

M
: t r B Z 一

州二
Z
M

Z t r A Z
)
’ 》 0 ,

并根据 ( 2 1 )式即得 ( 1 2 )
。

在不等式 ( 2 2 )
、

( 2 2 )中
, m , ,

m Z 可分别取为 m i n 久` ,

m i n 产` ,

万
: 、

万
: 可分别取为

l 妊 “
” 1 ` f ` ”

m Xa 久` ,

m ax 角
。

这样
,

利用正定矩阵 A
、

B 的最大和 最小 特征值 可以 给出 表达 式
1 ` 亡` 月 l 石

“
n

t r f A B )
. _ _

_
_

_
. _ .

_
_

_
_ _ _ _ . _ _ _ , _一

_
. _ _ . _ 、

_

一止上若二
~ 一

戈的上
、

下界
。

而且
,

( 1 1 )
、

( 1 2) 式均可视为数值不等式 ( 10 )的 推广 和加` , , , 2 、

告
, , , 。 2 、

登
” ,

上
` ” 夕 r “ ’ ` u “ ’ 、 “ , , 、 ` 。 , “ ” ” “ ” ” 。

, 一 , 、 、 1 · , 。 , ; 二 , , , ” H

( t r A Z

)
2

( t r B Z

)
乙

强
。

因为令 A = d i a g ` a : , a Z ,

…
, a ,

)
,

B = d i a g ( b
, ,

b Z ,

…
,

b
,

)
,

由 ( 22 )式立得不等式 ( 1 0 )
。

我们称每个元素都非负的矩阵为非负矩阵
。

现根据非负矩阵 (未必是正定的 ) 的最

大元和最小元给出 t (r A B )的下界
,

证明方法类似定理 4 ,

只需对非负矩阵 ( M
Z A 一 。 ; B )

和 (叮
I B 一 二 Z A )的乘积取迹即可

。

定理 5 设 A 一 a(
` ,

)
、

B 二 b(
` ,

)为 。 阶非负矩阵
,

记 m , ,

M
;

分别为 A 的 最小元和

最大元
, m : 、

万
2分别为 B 的最小元和最大元

,

M
:

万
2

今 0 ,

则

哪 x

M
一 t r B Z 十 m Z M

毯 叨 2 + M
l
万

假设同定理 5 ,

则

2 `
理 {蔑 t r

( , 。 )簇 ( t r , 2

)券( t r刀 2
)香

( 1 3 )

推论 5
.

4饥
,

饥
,

万
,

M
, 一 f t r ( A B 、 1

2

丈而了斌常斌丽补
厄气卞矛

万

丽
毛 1 ( 14 )

同理
,

( 13 )
、

( 14) 式亦可视为数值不等式 ( 10) 的推广和 加强
。

定理 理和 定理 5 的条

件各有强弱
,

结论也不能互相包含
。

4
.

结 束 语

除定理 5 ,

本文的全部结果均可推广至 H er m it e 矩阵的情形
,

只需将
“

(实 )正交方阵
”

改为
“

酉方阵
” , “

实对称方阵
”

改为
“

H e r m i t e阵
” ,

方阵的
“

转置
”

改为
“

共辘转置
”

即 可 其中
,

推论 3
.

1实际上加强了 {2〕中定理 2
。

鉴于篇幅
,

本文不再列出有关结论
。
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