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梁的横向振动频率方程的一般表达式

卓曙君 葛玉君
(航天技术 系)

摘 要 本文推导出梁的横向振动预率方程的一般表达式
。

十七种在各种

边界条件下的 梁的横向振动须率方程均是它的特殊 情况
。
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梁是工程中最常用的构件之一
。

汽轮机中的转轴
,

工作叶片和导 向叶片的弯曲振动

也可以简化为梁来考虑
。

关于梁的弯曲自由振动的频率方程在一般振动理论书中均有叙

述〔1〕
。

但都是根据每一具体的边界条件进行各别推导
。

文 〔幻 在梁的两端引人不同的弹

簧刚度系数 K
, ,

K : (产生每单位位移所需的力) 或不同的弹性固持座的刚度系数厂
, ,

K
:

(产生每单位转角所需的力偶值 )
,

把具有不同边界条件的梁归为三类情况
:

(1) 两

端具有不同弹簧支承的梁 (图 1 ) ; (2) 两端具有不同弹性固持座的梁 (图2) ; (3) 一端

弹性固持座
,

一端弹簧支承梁 (图 3 )
。

分别推出上述三类具有不同弹性支承梁的横向

振动频率方程式
。

从而可以演化出十六种在各种边界条件下梁的横向振动频率方程
。

本

文采用文 〔2 ]的思路
,

把上述三类情况归并为一类
,

推导出梁的横向振动频率方程的一

般表达式
。

而其它 17 种在各种边界条件下的梁的横向振动频率方程均是它的特殊情况
。
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图 3

梁弯曲振动的振型函数可写为
: 〔3 〕

夕(劣)二 C
, sin 久劣 + C Ze o s几公 + C 3 s h 几劣 + C

‘e h几劣 (1
.

1 )

式中

P尸夕2

九
一 : : 二

,

一一二子不一

石 1

E l为梁的弯 曲刚度
, p 为梁材密度

, F 为梁的横截面积
,

(1
.

2 )

尹为梁弯曲的固有圆频率
。
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如图 4 所示
。

度系数分别为厂 : 、

端点条件为
:

梁的横向振动领率方程的一般表达式

梁两端的弹簧刚度系数和弹性固持座的刚
、

人 ,

和 芡 2 、

托 :

月
1

{卜二

一
单

二
刀I

2 一 “ ,

叭 。)
一不尹
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傲
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、: 卜佘
, !

(: ) J

份
,

诊
才一

- - 一

乙 一1

将 ( !
.

妇 式及其一阶
、 _

几阶
、

三阶导数式代入(2
.

们式
,

整理后得
:

E l尸‘
1 一 K

I

汽 一 刃I护叭 一 K 刀
; = o

厂
j
C

: 一 刃I久口2十 无
:
C

3 十 E l几C
‘ = o

’

(K
Zs irz只兀 刁

一

君I久3 e o s久L 、召
; + (K

Ze o s久L 一 E l久3 s in 久L )C : + ‘

(K
。S h赫

一

盯Aac 以引住
‘十 (凡ch 肠

一

EI 热h耗 )C
4 一 。

;

(2. 2 )

又无
Zc os 久L 十 E l又sl n 凡L 、C , 十 ( 一 万

Z si n 久L 十 E l久c o s久L )口
: +

(无
Z

ch 久L 一 E l胧h 久L )C 3 十 (K Z
sh 久L 一 E l久ch 久L )C 。= o

这是四个关于C
; 、

口
2 、

C
:

和‘
4

的代数联立方程
,

要使 (2
.

2 )式中的c , 、

C Z、 C 3

和 C
‘

有
一

作零

解
,

系数行列式必为零
。

展开简化后得梁的横向振动频率方程的一般表达式为
:

「E
Z
尸”厂

1

雳 : 一 E Z
厂护 K

,
K

: 一 君I护(K
, 十 K

Z

)厂
;

了
: 一 E 3尸久

’

(厂
, 十 刃

2
)IA

十 〔E l从 无
, + 厂

2

)( K
,
K

Z + 驴尸护 )十 E l护(K
; 十 K Z ) (厂

;

厂
2 十 E 2 1 , 又2、IB

十 〔E
‘
尸护 十 E ZI ’

川(K ; 了 ; + K
Z

刃
, 十 Z K

;

厂
2 + 2 K

2

厂
,

)十 K
:
K

Z

厂
,

厂
2

〕c

+ 2忍, 1
2久‘

(刃
; + 露 : )(K

: + K Z ) = o ‘2
.

3 )

其中
:

1 二 Zsi n 久L
·

sh 汽L ,
B = si n 久L

·

c h 又L 一 c o s久L
·

sh 久L
,

C 二 c o s久L
·

c h 又L 一 1 (2
.

4 )

弹簧刚度系数 互在 自由端和简支端的情况下分别取值为 。和“
,

弹性固持座的刚度索数

万在简支端和固持座的情况下分别取值为 。和00
.

如表所示
。

表 I K 及厂值在不 同支承条件下取值范围

支 承 条 件

刚度系数类别 自由 简支 固持 弹性支承

K 0 00 00 0 < K < oo

K 0 0 00 0 < K < oo

由毛2
.

3 )式可推得在各种边界条件下的频率方程
。

幼 两端具有不同的弹簧支承 (图1)

此时
,

了
: 二 万

2 二 0
.

(2
.

3) 式可简化为
:

K
,
K : A 一 忍I又3 (K

, + K Z )B 一 (E l久3 )
Z
C 二 0 ( 2

.

弓、

2、 两端具有相同的弹簧支承 (图5)
。
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此时
,

厂
、
二 雳2 = o ,

K
、
二 K

:
~ K

。

(2
.

5) 式可简化为
:

K Z通 一 ZE I久. K B 一 (E l久3 )
ZC = o

可解得
:

K
E l久3

(B 士寸乎不
,

万刁
-

)

A
(2

.

6 )

3) 两端简支 (图6)

此时
,

厂
; = 厂 2二 0

,

K
:
一 K Z二 K 二。

。

由(2
.

6) 式可得 A 二 o ,

即

Z s in 久L sh 久L = 0

上式中sh 久L不为零
,

故得频率方程为
:

sin 久L = 0 (2
.

7 )

图 5

4 ) 两端自由 (图7)

此时冗 : = K Z = o
,

K
;
= K Z 二 K

图 6

二 O由(2
.

5 )式可得 C 二 。
,

故得频率方程为
:

c o s久L
.

c h久L = 1 (2
.

8 )

5 ) 一端简支
,

一端自由 (图8)
。

此时厂
,
= 冗

2
= O,

K
;
= oo

,

K Z == O
。

将 K
:

除(2
.

5) 式
,

得

一 , , 。

l
_

_

K 八 _
,

_ _ , 。 、 .

C
八 Z d 一 西 , 几

。

. 1 十 面厂
二

, 万 一 (君 I 几
。

)
‘ ~

万一 = 0
、 J 、 1 1 』 1 1

把 K
, 、

K Z
值代入上式

,

得B = 0 ,

频率方程为
:

si n 几L
·

c h 几L 一 c o s几L
·

sh 久L = O,

即

tg 久L = th 久L (2
.

9 )

卜一- 一一 乙

一
一一

叫

图 7 图 8

6) 一端弹簧支承
,

一端简支

此时刃
;
二厂 2 = o ,

K
,
二 K

,

K Z 二二
。

(图9 )

将 K Z
除 (2

,

5 )式
,

得
:

_ , ‘ .

, K
:

_

、_
,

_ _ . _ . ‘

C
人 ; d 一 君I 洒

。

l万二 + l j万 一 〔省 I 几
。

)
‘

~

获 二 0
、上 L 2 1 』、 2

将 K : 二co 代入上式
,

得频率方程为
:

K
,

二 E l、3

尊
d (2

,

1 0 )
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7 ) 两端具有不同弹性固持座的梁 (图 2 )
。

此时 K
, 二 K

Z 二 ,
。

将 K
,

g : 除以(2
.

3) 式
,

得频率方程为
:

(厂
;
无2 )C + E l 又(K

, + 厂
2
)B 一 (E l久)

“
A = o

8 ) 两端具有相同弹性固持座 (图10 )

此时
,

K
I一 K , = 、

,

兀
: 岌 兀 2二 K

。

(2
.

n )式可改写为
:

瓦
Z
C + ZE I先K B 一 (E l又)Z A = 0

可解得
:

(2
.

1 1 )

‘一“‘“

(
B 士了B

Z +

C 丝) (2
.

1 2 )

列,

K
-

L

—
一一州 卜~一

一 一 L

一
-

一 -

叫

图 9 图 1 0

9 ) 两端固持 (图 1 2 )

此时
,

K
, 二 K

Z二 oo
,
厂

; 二了
2二 厂= co

,

由(2
.

1 2) 式可得 C = o ,

即
c o s又L

.

c h 汽L 二 1

与两端 自由梁的方程 (2
.

8) 相 同
。

1 0) 一端固持
,

一端简支 (图1 2)
。

此时
, K I二 K

Z二、
,
厂

1 二 。
,

厂 2二 o
。

将厂
;

除 (2
.

1 1) 式
,

得

rZ
.

1 3 )

‘
Z
C 十 君 , “

(
1 +

蔷:)
。 一 (: , “)

2

箭
一 。

B 二 0
,

即

t g 几L = t h久L

与一端简支
,

一端自由梁的方程 (2
.

的相同
。

,

}
‘

十一一一一一一一未
: ‘

2
.

!
一

川

〕二

—
乙

一
一州

{一
- -

一一 L

图 1 1 图 1 2

1 1少一端弹性固持
,

一端简支 (图13 )
。

此时
,

K
: = K Z 二 co

,
刃

, 二叉
,

刃 : = o
。

由(2
.

1 1) 式得

万 B 一 E l久A = 0

、一 : , 、

号 (2 1 5 )
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1 2) 一端弹性 固持
,

一端固持 (图 14)
。

此时
,

K
; 二 K Z = co

,

厂
;
= 了

,

刃 2 = 00
.

将K Z
除以 (2

.

1 1) 式
,

得
:

、
,
。 + : , “

(哥
十 1

)
。 一 (““)

2

瓮
一。

⋯ K
一

“I“

吾 (2
.

里6 )

1 3) 一端弹性固持
,

一端弹簧支承 (图 3 )
。

此时
,

K
,
= oo

,

冗
, 二厂

,

K Z = K
,

了 2 = 0
.

用K
,

除以 (2
.

3) 式
,

并将 K
l 、

刃
1 、

K Z 、厂 :
各值代

人
,

化简后得
:

一 E l几K
Z A + [厂

;
K

Z + (E l又2 )
,

IB + 雳
I E I久8 (C + 2 ) = o (2

.

1 7 )

二』一二
队队队
取取取
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一 L se一一月
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图 1 3 图 14

1 4 ) 悬臂梁 (图1 5 )
,

此时
,

K
, = oo

,

雳
,

= oo
,

K Z = 0
,

K
Z = 0

.

用K
;

除(2
.

1 7) 式
,

得
:

一 E , *警
八 l

A + . K
: +

(E l 久2 )
2

K
1

B + E l久3 (C + 2 ) = 0

C + 2 = 0 ,

即
c o s久L

.

c h 又L 十 1 = O

1 5 ) 一端弹性固持
,

一端 自由 (图 1 6)

此时
,

K
l 一 oo

,

冗
,
二厂

,

K Z 二 0
,

冗 2 二 o代人 (2
.

1 7) 式
,

得
:

E l几B 十K
,

(C 十 Z ) = 0

(2
.

1 8 )

‘
一

“‘“丈舞
幻

(2
.

1 9 )

卜~ 一—
L 一一一

~
一叫

一- 一一- L一- -

一日

图 1 5 图 16

1 6) 一端固持
,

一端弹簧支承 (图17 )

此时
,

K
, 二冗

1
= oo

,
K Z 二 K

,

万 2 = 0
,

用K
,

除以 (2
.

17 )式
,

得
:

K
Z B + E l 几“(C + 2 )= 0

K 二 一 E l 久3 (C + 2 )
B (2

.

2 0 )

17 ) 一端弹簧支承
,

一端自由 (图15)
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此时
,

万 二 八 : 二 。 兀 二 K
,

兀
2 = o

。

代入 (2
.

5) 式
,

得
:

一 E l久3 K B 一 (召I入3 )
Z C 二 0

_ _ _

口
人 二 一 名了Z

‘ 奋

叮

曹2
.

2 1

二二二二二二

一
-

一

—
无

图 1 7 图 2 5

参 考 文 献

〔川 郑兆昌主编
.

机械振动 (上册 )
。

机械工业出版社
, 1 9 80

沁J 卓曙君
.

具有不 同弹性支承梁的横向振动须率方程式
。

国防科技大学论文报告资料 8 了一 1 03 4

￡3 1 梁尧阶等编
.

机械振动基础
。

国防工业出版社
, 1 9 8 。



10 9

C仙~ ti ng Bo d y C巍ul at io n

饰er at 必 琢

T h e H an d o f T he R o bo t

G u L a n g P in g

A b stt妞e t

A n im Po r ta n t th e o r e t ie a l P r o b le m o f th e r o b o t 15 h o w to g a in n e e e ss a r y

m o v e m e n t b y e o n t r o lin g m e e h a n ie a l h a n d
.

T h is P a Pe r d es e r ib es the b a s ie

m o v e m e n t o f th e m a n u a l o p e r a tio n a s t h e s y s t
em

o f a r ig id b o d y w h ie b 15

m a d e u P o f s e v e n Pa r ts 琳it h e n iv e d e g r e e s o f fr e e d o m
.

T h ise m o v e m e n ts a r e

a n ly s e d s tr ic t ly a n d e x a c t ly w it h th e g r a v ity , c o n t r o l a n d fr ic t io n o f th e

s e v e n Pa r ts in to e o n s id e r a tio n
.

V a r io u s fu n e tio n s e a n b e e le v e r ly Pe r fo r m e d

b y th e r o b o t
.

In o r d e r t o fa e ilit a te e a le u la t io n o n t h e e o m Pu te r ,
m o v e m e n t

d iffe r e n t ia l e q u a t io n s a r e e r e a t e d in t e r m s o f k a n e e q u a tio n
.

T h e se d iffe r a n t ia l

e q u a t io n s a r e e x Pr e s s e d b y g e n e r a lie e d e o o r d in a te s ,
w h ie h e a n b e r e g a r d e d a s

th e o r e t ie a l P r o o f o f a n a ly s in g t h e m o v e m e n t m e e h e n ie a l h a n d
.

K e y w o r d s P a r t ia l V e lo e it y , P a r t ia l a n g u la r v e lo e it y 一 g e n e r a l v e 10 c it y ,

g e n e r a l a e tiv o fo r e e ,

好e n e r a l in e r t ia l fo r e e

T h e G e n e r a l EX p r es s io n fo : th e

V ib r a tio n Fre q u e n e y 肠
u a tio n 。 o f

la te r a l

Be a m s

Z h u o S h u ju n G e Y u ju n

A b str扭C t

T h e g e n e r a l e x p r e s s io n fo r t h e fle x u r a l v ib r a t io n fr e q u e n e y lq u a t io n s o f

b e a m s 15 d e r iv e d i n th is Pa Pe r ,

S e v e n t e e n la t e r a l fr e q u e n e y v ib r a t io n e q u a t io n s

u n d e r v a r io u s s u PP o r t in g e o n d it io n s a r e a ll its s P e e ia l e a s e s
.

K e v w o r d s B e a m s , V ib r a tio n , S t r u e t u r a l v ib r a tio n , E q u a tio n o f

fr e q u e n c y


