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非线性奇异摄动系统的反全贵线性化

金 梁

(自动控制系 )

摘 要

研究了一类非线性奇异摄动系统的反馈线性化问题
。

首先
,

利用积分流形的概念
,

建 立

了原系统关于小参数的N 阶近似系统
,

然后
,

讨论了N阶近似系统的线性化
,

导出了 线 性 化

变换的计算公式
,

并举例说明了方法的应用
。
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1 问题的提出

考虑力学与工程问题 中大量存在的一类非线性奇异摄动系统

之= f (
: , ￡ : ) + F ( x , 。“ ) : + B ;
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·

a )
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, 。 之 ) u ( z

·

b )

式中
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> o 为摄动小 参 数
,

f
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“
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, B 鑫
,
云=

1 , 2 ,

…
,

夕 ,

j = 1
,

2
,

…
, 。 均为吸

” x 吸 , X 吸上的 C 一向量场
,

并且 f ( 。
,

0) 二 0
,

抓。 , o = 0
.

不妨记 恋 = (尸
,

尸 )
少 ,

相应有

( z , 。 名 ) 斗
一

F (劣
,

g ( 劣
, 。 之 ) + G (

劣 ,

君名 ) 名

。 : ) ] /
。 )

,

、 卜 (魏月
/ 。

)
不JL

夕了..、

一一
、
.产一劣

z

t
、

了J

则 ( 1 )式变为

恋二了(恋) + 夕(厉 )。 ( 2 )

显然
,

了
、

夕为 胶
” 十 p

上的 C `
向量场

。

这时
,

可采用 血 k u b e z y k 一取
s p o n d e k 〔 i 〕和 H u nt -

S u
水侄

e
ye

r 〔 “ 〕处理一般仿射非线性系统线性化的方法
,

研究〔2 )式的反馈线性 化 问题
,

这种方法称为非线性奇异摄动系统 ( l) 的直接线性化 3[]
。

本文提出了系统 ( 1) 的一种间接线性化方法
。

首先
,

利用快子系 统 ( l
·

b) 的 积 分 流

形
,

建立了系统 ( 1) 的 ,
维精确慢系统

,

并给 出了慢系统关于小参数
￡ 的 N 阶近似系统

。

然后
,

由零阶近似系统的线性化结果出发
,

讨论 了N 阶近似系统的线性化问题
,

得到了

计算线性化变换的公式
,

其结果发展了系统 ( 1) 的一套完整的线性化设计方法
。
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2 精确慢系统及其展开表示

定义 1设有方程 分~ l( t
,

x)
, x 任 胶

” ,

集合 万仁权 K
I尺

”

称为积分流形
。

如 果 对

( t 。
, ; 。

) 白 N ,

则方程的解 ( t
, : ( )t ) 任习

。

集合 S 称为局部积分流形
,

如 果对 ( t
。 , x 。 ) 任

S
,

方橙的解仅在有限区间内有 ( `
,

武 )t ) 任 S
。

则对系统 ( l) 有如下的引理
。

引理 1 设系统 ( 1) 满足条件

〔i ) d e t口 (劣
,

0 )气 0 ,
丫 x 任吸

” ;

( 11 ) R e ( 又
` (口 ( x

,

o ) ) ) ( , `

< o , 艺二 z
,

2
.

…
,

z J ,

V x e 服
” ,

则快子系统 ( 1
·

b 少的积分流形存在
。

证明 见文献 〔8了
。

不妨称 ( l
·

b) 式的积分流形为非线性奇异摄动系统 ( l) 的慢流形
,

并将其定义为

M
。 : z = 势(

劣 , . , 。 ) ( 3 )

则功对其变元是任意次连续可微的 6[]
,

客易得到系统 ( 1) 在慢流形M
。

上的 。
维 精 确 慢

系统为

分= f (
x , 。价) + F ( :

, 。
价)功( x , 。 , 。 ) + B ,

( :
, 。协) , f

`

里)

注意到 (卜 b) 和 ( 3) 式
,

有流形条件 方一必(
z , u , 。

)
,

即

。 ( J价/ d
: + J价/ J

。
·

J 。
/ J
二 ) [f (

: , 。功) + F (
x , 。
价)沪+ 刀 ,

( :
, 。
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势)价+ B Z

( x , 。
价)

u
( 5 )

若采用 J a k u b c z y k 一 R e s p o n d e k 〔1 ]和 H u n t一 s u 一M e y e r 〔2〕的方法
,

考虑慢系 统 ( 4 ) 的反 馈

线性化
,

则必须求解上述偏微分方程
,

得到 例
: , , , 。 )的精确解

。

显然
,

这是十 分 困难

的
,

不妨采用幂级数展开近似处理
。

将 势行
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价
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)
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)
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。
( x
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) ( 8 )

同理
,

将 ( 5) 式 中各系数矩阵依
￡ 展开

,

有

。 J

了
,
(
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功
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…
,

沪
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) + o ( 。 N + ’
)

,
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,
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)

川
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,

价
。 , ,
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价卜
l
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+ ,

)
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,

功。 ,

…
,

功
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了= 0
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刀
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并且
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( 1 1
·

a )

( 1 1
·

b )

￡ 的零阶近似系统
。

、
、产、 .产0自八O. .上月.孟

了.、、护̀几、

直接在 ( )l 式中取
。 = 0 ,

得
分 = f

。 ( 二 ) + F 。
( x )功

。
( 二

, , 。 ) + B I。 ( , )。 。

o 二 夕。
(劣 ) + G 。

(
x
)功。 ( 劣

, 。 。 ) + B Z。
(

x
)
, 。

称上式为原系统 ( 1) 的降阶系统
。

事实上
,

即为原系统关于小参数

从 ( 1 1
·

b) 式中解 出

功。 ( 公
, . 。 ) = 一 G石’ (二 ) [g

。 ( x ) + B Z。 ( : ) u 。
]

代人 ( 2 2
·

a )式中
,

消去 价
。 ( :

, 。 。 )
,

得

分= 了(
: ) + 夕( 二 )。 。

式中

了(
二 ) = f

。
(` ) 一 F 。 ( z ) ` 万` ( : ) 夕。 ( : )

,

夕( ` ) = B I。 ( ` ) 一 F 。
( : ) G万` (` ) B

Z。 ( : ) ( 24 )

将展开式 ( 6 )
、

( 7) 和 ( 9) 代入 ( 4 )式中
,

得精确慢系统 ( 4) 的 N 阶近似系统

刃

分= 艺 。 孔

H
。 + o ( 。 N + ’

) ( 15 )
盆. 0

式 中
无

H
。
= f

。 + 艺 ( F ,功卜 , + B , , 。卜 , ) ( 1 6 )

3 N阶近似系统的反馈线性化

3
.

1 L i e 括号和 L i e 导数 [ 2 ]

给出 胶
”

上的向量场 f
, g e C ’ ,

定义 iL
c
括号为

式 中 d g / D` 和 J f / d
:

L ie 导数定义为

黔
一

物
= [

a d O
f

,

夕l = 夕

= [
a d

`

f
,

g ] = 〔f
,

9 1
( 1 7 )

= [
a d k

f
,

夕] = [ f
,

[
a d k 一 `

f
,

州
g ,

f 的 J ac o
ib 矩阵

,

而 吸
”

上数值场 h 与向 量 场 f 的

L 了”一“
,

` >

漂
,

1 + … +

鬓
,
·

( 1 8 )

对上述定义有如下的 L ie b in tz 公式成立
<d h

,

[f
, 夕]

> 二 <d < d存
,

夕, ,

f
> 一 <d <d几

,

f > ,

夕> ( 2 9 )

在 吸
”

上的 C “
向量场集合 { f

; ,

f
Z ,

…
,

f
,

}称之为对合的
,

如果存在 C “ 函数
, ` j : (幻

,

使

得

[f ` ,

f
, 1( : ) 一 艺 , , , 、 ( 二 ) f

、
( x )

, z ( 云
,

j <
: , 艺等 j ( 2 0 )

3
.

2 N 阶近似系统的线性化条件

定义 2 降阶系统 扩1 3 )围绕原点可线性化
,

若在原点的邻域 U互 股
”

上
,

存在 微 分

同胚坐标变换 y = 少
,

(幻
, ,

r

(0 )一 。 , 夕任 服
”

和反馈 变 换 。 二全
护

(x
, , 。

)
, : 任 吸` ,

并且
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d介 /而
。
非奇

,

使得在新的局部坐标 夕及新的输人
沙 下

,

( 1 3) 式变换为线性系统

夕= A 夕+ B . ( 2 1 )

式中 ( A
,

B ) 为 B r u n o v s k y 可控对
。

定义 2 可等价的描述为
:

对
二任 U

,

有等式

。 , ·

(
二 ) 一。 ,

·

(二
, 。 。

)之箕里且 〔了(
二
) + 夕( : )

。 。〕
U 祷

( 2 2 )

成立
。

设 ( A
,

B )对的 K or en ck er 指标为 k
, , k : ,

…
,

无, ( k
; 十 k

: 十 … + k。 一 、 ,
无

:

> k : 》 …

) k 。 )
,

并 记 叮。 一 O , 仔 , = k , ,

…
,
a

一
k , 十无:

+ 一 、 无二 ,

由 于 了( o ) = f ( o
,

o ) 一 F ( o
,

o )
·

` 一 ,

( o
,

o )
·

g( 0
,

0) = o
,

则容易利用 t幻中的结论
,

建立降阶系统 ( 1 3) 线 性 化的条件
。

定理 1 降阶系统 ( 13 ) (围绕原点 ) 可线性化
,

当且仅当在 股
“

中包含原点的某 个

开邻域上
,

有

l ) C 不夕
, ,

〔了
,

夕
,

]
,

…
, a d 无 一`

了(夕
,
)

,

夕
2 ,

[了
,

夕
。〕

,

…
, a d 无 : 一 ,

了(夕
2

)
,

…
,

夕。 , 〔了
,

夕司
,

…
, a b无一

`

了仿
二
) }张成一个 : 维分布 ;

2 ) 乙
`

, 二

夕
, , 〔了

,

夕
, 〕

,

…
, a 慈` J 一 2

了`夕
,

)
,

夕
2 , 〔了

,

夕
2 〕

,

…
, a d 七 , 一 2

了(夕
2
)

,

…
,

夕, ,

仁了
,

夕。 〕
,

…
, a d 女厂

2

了(夕
。 ) )

,

j = 1
,

2
,

…
,

。 对合 ;

3 ) S p a n C , 二 S P a n C , 门 C ,

式中 L夕
二 :

仁夕
: ,

9 2 ,

…
,

夕二1

考虑慢系统自 、的线性化问题
。

设存在微分同胚坐标变换 夕汉 T ` x , 。少, 犷任 吸 和 非

奇反馈变换 。 = 犷x(
, 、 , 。 少, ” 任 吸姚 使慢系统 ( 4 ) 变换为可控 线 性 系 统 (2 t )

.

不 妨 将

7
,

( `
, “ )和 丁 l x , , , 。 )依小参数 ￡ 展开

,

得

万

T 心劣 ,

叼 二 二 。
尹 (句

J = 0

刀
。 丫 ’

)
,

少( 劣
, 汉 , 。 ) 一 万 。 `

全
J

(
x , u , ,

…
, , , ) 。 ( 。 “ “ ` 2 :;

井 比
,

有

少 0 ( x ) 二 少
护

( 劣 )
,

全
0
( x

, u 。
) = 全

,

( x
, 。 。

) 戈2
·

工)

这样
,

即 可将精确慢系统
`

一

勺的线性化问题
,

转化为讨论 N 阶近似系统 ( 15 )的线 性 化
,

有

定理 2 存在微分同胚坐标变换 y 二尹 x( ) 十 0( 。 “ 十 `
) 和非奇 反 馈 变 换 , 二介 ( :

,

。 。 ) 十 0( o +N
’ 。 ,

使 N 阶近似系统 ( 1 5) 线性化为 ( 2 1 )
,

当且仅当

z ) 降阶系统 ( 13 )线性化为 ( 2 1 )式 ;

2少 H
、 一 O , 无二 1

,

2
,

…
,

N
。

上述定理的证明冗长
,

限于篇幅不在此处列出
,

可见文献 18〕
。

将展开式 (
、

6 )

和 ( 9) 代入流形条件 ( 5) 式 中
,

有

刃一 1 九 刀

艺 艺 : 寺 + ’ L , H卜 , 一 万 。 “

W
、
+ O (。 万

+ `

无= O J = 0 允= 0

、 `

7 )

f 2 5 )

式中

人 一 艺 口示 ,

/山 ,
·

山
, ,

「

J x

比较 ( 2 5) 式两端 “ 的同次幂项

一

十 J价, J ` , H
厂 上

、

二 犷、 、

有

山

全二` G ,

诱
、 一 ,

+ B Z , , 、 一 , ) ( 2 6 1
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、尹、少行了只ùQ 乙2
2 .、了 .、

掩一 1

艺L J H卜卜J

才一0

=W
、 一

而 =l
,

2
,

…
,

N

由于 G 。 ( ` )非奇
,

功
。 =

式中

则由 ( 2 6 )和 ( 2 7 )式解得

艺 L j H
·

一
评

:

一
B Z。一

)
, `一 1

,

2 ,

一 N
J

了.性、
侣上

一0口

、

、产、产O口Oq自O口
z

`
、̀r̀、

赴一 1

评卜
, = g * + 艺 ( G ,

功卜卜
, + B Z , 。卜

l一 , )
j = 1

将 ( 2 5 )式代人 ( 2 6 )式中
,

有

H
。
( 劣

, u 。 ,

…
, u 、

) = p 。
( 念

, 以 。 ,

…
, 翻卜

1

) + 夕( 劣 ) u
。

式中

_
_

_

l 七一 1 _

_ 、 _
p `
一 H

, + F o G “ L属
乙 ,

H卜
,一 , 一 W

` 一 `

)
,

H
“

k

= f
。 + 万 ( F ,

必
*一 , + B l j u 。一 ,

) ( 3 1 )

记分布

」,

( x ) = s p a n [夕
,

( : )
,

夕: ( x )
, … ,

夕。 ( : ) ]

」2 、
( x ) = s p a n [ J

,

( x ) ,

夕
:

( : )
,

…
,

夕。 ( x )
,
一 p小 k = 1

,

2
,

…
,

N

则有如下的结论
:

定理 3 对 N 阶近似系统 ( 1 5)
,

定理 2 中的 2) 成立
,

当且仅当

d im 」 ,

( x ) = d im J Z 、
( 劣 )

, 论= z
,

2 , …
,

N ( 3 2 )

进一步
,

建立降阶系统 ( 1 3) 线性化与 N 阶近似系统线性化之间的一般关系
,

有

定理 4 变换 ( 2 3) 使 N 阶近似系统 ( 1 5) 线性化为系统 (2 1 )
,

当且仅当微分同胚变换

y = T
,

x( ) 和非奇反馈变换
v 一夕

r

( x
, 。 。

)
,

使降阶系统 ( 1 3 )线性化为系统 ( 2 1 )
。

证明 见文献 〔s]
。

线性化变换的计算公式

设降阶系统 ( 1 3) 可线性化
,

分以下三步来求取变换 ( 23 )
。

T
r

x( )和 T
r

( x
, 。 。 ) 的计算公式

由 ( 2 2 )式
,

有

d< T 万
,

了+ 夕
。 。 , = T 万

十 , , ` = 1
,

2
,

…
,
, , 一 1

,
, ,

+ 1
,

…
,

, 二一 , 一 1
,
, 。 一 , 十 1

,

` d T二, ,

了+ 夕
“ 。 , 一 , 下

,

注意到 ( 3 3) 式右端 与
。 。 无关

,

夕= 1 , 2
, ,

二 , 饥

…
, 几 一 1

( 3 3 )

( 3 4 )

因此
,

又可将上两式表示为

、 d T 下
,

夕
` > = o ,

夕= 1
,

2
,

…
, ` 1 一 1

,
a , + z

,

…
,
a 二一 1 一 1

,
a 、 一 ,

+ 1
,

…
, , 一 1

,

云= z , 2
,

介 一 少下
十 : ,

夕= 1
,

2
,

…
,
a , 一 1

,
a , 一

卜 l
,

…
,
, 。 一 、 一 1

,
a 。 一 l 十 1

,

…
, n 一 1

二, ,

介 + `

三
“
丢

<
d 少二, ,

, > 一 T补 J一 l
,

2
,

…
,

m

… , 哪

( 3 5 )

( 3 6 )

( 3 7 )

式 中
, 。 一 (喝 峪 …畔 )

少 ,

并且如下的矩阵非奇 21[
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` d少二
1 ,

夕
; ) <d少二

1 ,

夕
2 >

、 d少二, ,

夕
2 夕

<岔少二
, ,

3 8 )

矿
、

丫
ù
口
.ù口」

、 d少二. ,

夕
; > ` d T二. ,

ù..........L

叠一
、 i产

劣

r

砚
R

利用 L e j b in tz 公式
,

可进一步
,

将 ( 35 )和 ( 37 )式表示为
:

` d少二
、 、 , , a d ,

了(夕
`
)
) = o , `= o , 1

,

… , m 一 1
,

J = o
,

1
,

…
,

k、 十 1 一 2
,

`一 l
,

2
,

…
, ” `

子3 9 )

.
< d T 二, ,

了
) 士 `

戳
“
忘

<` T 二,一 , + ; , a d
无`一 ’

了(夕
` ) > = 全下

,

j 一 1
,

2
,

…
,

“ 了4 0 )

上式中当无,

为奇数时取
“ 十 ”

}
<` , f

, a d “ ; 一 `

了(歹
,
) >

,

而 k `
为偶数时取

“

` d T r
, a d

k ,一 ,

了(夕
2

) :

同时
,

如下的系数矩阵 1卜奇
` d T f

, a d个
` 一`

了扩夕
。 丫 1

<d少二二一
, · 工 , a b无一

,

了(夕
1 、 ) “ T 二、 一

, , , , a d 介一
`

]
.

(夕
2

)
) … ` d全二。 _ , 、 , , a 岔介, 一 ,

了(夕
。 )夕

故通过求解偏微分方程组 ( 3 6 )
、

( 3 9 )和 ( 4 0 )
,

即可求得 , 护

( x )和 T
护

( x
, , , 。

)

4
.

2 当 ( 32 )式成立时
, T ( x

,
: )和全(

劣 , u
,
。 )的求取

这时
,

有

少 (劣
, : ) 二 T

,

( 劣 ) + o (。 刃
+ ’ )

,

犷( x
, 。 , 。 ) = 犷

f

( 劣
, 。 。 、 一

卜。 (。 万
+ `

)

并且由 H
、 = 0 , k 二 1 , 2 , … ,

N 和 ( 30 )式
,

求得
,

,

二 一 西十
( 劣 、 P

.

( x
.

舰 。

、

l牡
。

一 一 云+ 〔 x 、尸
。

( 劣
.

牡 。 .

牡 ,

)

` , 二 = 一
护 (幻尸、 (劣

, 公 。 , 双 , ,

…
, 舰、 一 ,

)

(滩1 )

f 月2少

(注3 )

式中犷 (幻为 夕( x) 的广义逆
。

4
.

3 一般惰况下
, T x(

,

约和

类似 ( 3 3 )和 ( 3 4 )式
,

有

T x(
, u

,

引的计算公式

。 夕( P
, + 夕林 : ) > = 万 。 少 T {

、

了. 0

十 O ( ￡ N + 」

l 一 1
, 『 1 十 1

,

…
,
a , 一
一 1 , a 。 一 x + 1

,

…
, n 一 1

举尚,a“
(么

一 全` )
,

落= 1
,

2
, ·

”

二

l 咨
_ 、

, , 、
咬“ 几乙 君

“
议 合`

J
、 夕 . 0 / ,

砂 (尸
, 十 夕公 , )> =

刀

习 。 了少 ; 」
一

0 (“ 刃
+ ’

)
N习川??
下̀卜饥

二 1
,

2
, ’ ` ’

,

将 ( 4 4) 和 ( 4 5) 式左端均按
e 的逐次幂写出

,

有

N 为

习 艺 : 抢 、 d T
,

尸。一 j + 歹u 、 一户 = 觉。 “
T 拿

、 ,
+ o ( 。 N 十 ’

( 4 5 )

了净6 )
儿一 0 了. 0

二 1 , 2
,

… , 『 1 一 1
,

a l
+ l

,

七. 0

… , a 二一 1 一 1 , 『 二 一 1 十 1
,

…
, n 一

艺 艺 砂
·

J T 二
北目 O 了留 O

,

尸卜
, + ,

。 卜 , , 一
会

。 “
, 了十 。 (

。 、 一 ) 47 )

,

2
.

…
,

扭

比较 卜两式中 扭 的同次幂项
,

得
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山

名 <` , 浮
, p * 一 , + 夕。卜 , > = T夕

+ ;

才一 0

` = i
,

2 , … ,

几 一 1
,

价 十 1 , …
,
a 一

i 一 1 , 『 。 一 l 十 1 , … , 几 一 1 ,

k二 O , 1 , 2 , …
,

N

介

艺 <` T咨
` , p 。一 , + 夕:

* 一 , > = 至夕
, ￡= l , 2 , …

,

, ,

k = o , 1 , 2 , …
,

N
J 一 0

显然
,

当 k = 0时
,

( 4 4 )和 ( 4 5 )式变为 ( 3 3 )和 ( 34 )式
,

考虑 1《 无《 N 的 情 形
,

( 3 5 )式
,

则由 ( 4 8 )式
,

得

( 4 8 )

( 4 9 )

注 意 到

几

艺 <弓T 了
, p 卜 , + 夕。卜 j > + 才

记T兮
, p , > = 少合

十 : ,

才一 1

`一 1 , 2 ,

…
,

叭 一 1
,

几 十 1 , ~
·

, 『 。 一 1 一 1 , a 二一 1 + l
,

…
,

一 1
,

无= 1
,

2 , ~
· ,

( 5 0 )

N

为了求得 T “ ,

在偏微分方程 ( 5 0) 中
,

取 T李` 、 ,
= o ,

无二 1 , 2
,

一
,

N
, `= 。

,

1 ,

2
, …

这时
,

即可由 ( 5 0) 式解得

T 要:
, 2 = < d T 忍。

, 1

,lr
<弓 T咨

,

P 。 >

。 + 2 ,

p 卜 , + 夕“ 卜 , > + <d T 孚
` 十 2 ,

p 。 >

,

饥 一 1
。

( 5 1 )

一一勺甘十

寿口T

甲为 _名 口 一 + 七才 . 。

—

…
r l

沙一 1

“ T 咨
` + 。 ` *

厂 1 ,

p 卜 , + 夕“ 卜户 + <d T孕` , 2 , p 。 >

.习

云二 O
,

1
,

… ,

饥 一 1 ,

无= 1 , 2 ,

一
,

N

/了

;
|
.

1
1

1

又根据 (峨9 )式
,

全

得

<岔T咨
_

, p 卜 j 十夕城一广 十 d< 少孕
才一 1

( 5 2 )

,N
*艺

石= 1
,

2
,

一
,

饥
,

无= l
,

2
,

…
,

为了从上式 中解出
u ` ,

取 全“ ~ o ,
论= 1 , 2 ,

一

,

p 。 + 夕u 。 > = 夕

N

艺
` . 1

式中
。 : = (时

。
工

<` T 孚` ,

夕` > + <` T g ` ,

p : > +

`= 1
,

2
,

…
,

仍
,

k = 1
, 2 ,

一
,

,

有

<己T 咨
夕一 1

N

P 卜 , + 夕u卜户 = O ( 5 3 )

。
凳…

。劲 r ,

由 ( 3 8 )式知矩阵 R (约非奇
,

则由上式得出
. ,
二 一 R一 ’ ( 劣 ) S : (劣

, “ 。 )

牡 : == 一 R一 ’ ( 劣 ) S : (公
, 移 。 , ` ,

)
( 5 4 )

“ , 二 一 R一 ` ( 劣 )习 , ( 劣
, “ 。 ,

…
, “
卜

, )

式中
、 ` , 。: ,

, , , +
全
才. 1

<己T咨
` ,

p 卜 , + 夕。卜 , >

.习8 , ( `
, “ 。 ,

… , u 卜
1

) 一 ! “ T ,
2 , p 。 , +

夕一 1

<己T咨
: , p卜 j + 夕: 卜 , >

<` , 2。
,

p , > +

三

、 ` , : 。 ,

, 卜 , + ,。 卜广

…
( 5 5 )

这样
,

有
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T
。 、 1

刀

少 J=艺

T =Z
` + l

+ o(“ 万 +’
)

,

` = 0
,

1 ,
,

一 ,

尔 一 I ` 5 6 )

。 无T卜 。 ( 。 N + `
)

,

j = 2
,

…
,
a , ,

a ; + 2
,

…
,
了 二一 ; , a 二一 , + 2

, ’ · ` , n

夕= 犷
” 十 0 ( 。 万

+ `
)

5 举 例

例 考虑单输入系统

( 5 7 )

( 5 8 )

一 :
璧

2对

一 3劣

一 “ 1 十 “ 2

、 / { {
多 1 1 1 1 }

:
“ 1 十 “

: }
十

}?厂
一 ` 又̀ , “ , 十 “ 又̀ , · , ·

t 十 名 z 一 艺 2 2尹 、 U 厂

矛̀口...̀.几、
,

一一

龟̀...̀....才产气
·

翔
·

绮曦
了了.....f砚、、

可以验证俘
, a d `

f ( g )
, a弓 Z

f ( g )
, a d 3

f (夕) }不张成吸
4 ,

因此
,

上述系统是不能直 接 线

性化的
。

设系统的慢流形为
之 ,

= h 。 + e h : + O ( 。
“
)

, 名:
= l 。 + 。 l

, + o ( 。
“
)

则由 ( 2 8) 式可得

h 。 = x
费

,

l 。 = 一 :
f

, h , = Z x ,

( 二里十 2 : 荃)
,

l工 = o

由于定理 3 中的条件不满足
,

则按一般情况讨论系统的间接线性化问题
。

在原系统中取

“ = 0
,

得降阶系统
一
雌

一
x2 荃

)
·

(;)一
“

` ’ + “ “ ’ “ 。了了甘.、、

一一

、 ,̀.声
IJq̀

.

X
·

XZ口.̀、

容易验证
_

L述系统是可线性化的

{
少至

,

设等价线性系统为

二 T 笼

全三== ”

则由偏微分方程
<摇T 犷

,

夕> = ( d T r / d 劣
l

) + ( d T I / J二
:

) = o

解得 少 f 二 : , 一 二 : 。

又由方程 ( 3 6 )和 ( 3 7) 式
,

得

T 三二 <`少 f
,

了
, 二 一 x

要
一 3 : 犷

T 互二 <` , 茎
,

了十夕
。 。 > = 6 二 , :

要+ 1 2 x
全
一 3 : 子

x
置
一 u 。 ( 3 x

鑫+ 6 x ,
) = ”

从上式中可解出

。 。 二 ( x2
,

雌 十 4对
一
对雌 一 哟 / (x 羞+ 2x

,

)

而相对于慢流形的精确慢系统的一阶近似系统为

(: ;)
一

(
一

霖北痣:渭户
2` ”

)
一
(: )一

,
·

`一 )书
一

,
·

味
/ 少一

容易证明
,

对 。 任 〔o
, 。 湃

)

2 , ; ( 劣
, 。 )

。 努
> 0

,

上述系统是可线性化的
。

设状态与反馈变换分 l8J 为

一 ,
,

下( x )
一

干 。 T 犷( x ) + o (
: 2

)
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少 2

(x, 。 ) = T 笼( 劣 ) + 。 T 冬( 劣 ) + o (君
2 )

少
3

( x
, 。 , 。 )二 T 石( z

, 、 。
`

) + : , 互( x , 。 。 , 。 ;

) + o ( e 之 )

重复前面的步骤
,

有
丈` T l ,

外> ” 刁俨 ;

/ d ,
1+ J全

1

/ J
二 : ` O

因此
,

可取 T ;
二 少 I二 : : 一 劣 2 ,

而 T 贫, 0
。

然后
,

有

少 : = <d T , ,

f
r , = <d少 f

,

f
, , = 一 二

要一 3 : 资
一 4 e x ,

( x
要+ 2 `

犷) + o (“
2

)

= T 三+ 。 T 鉴+ O ( 。
2

)

式中 少鉴二 一 理x l

( x 全十 Z x
f )

。

进一步有

T : = < d T : ,

f
,

+ g
r : l > = 6 x , x

里+ 12 x
矛
一 3 : 资

x
羞
一 。 。 ( 3 : 置+ 6 x :

)

十 。
{ (
劣
盆十 2 : 犷) ( 4

x
考十 2 8 z

f 十 6二 ; :
盖) 十 12二爹

z
笼

一 3 ( z
圣+ 2 : ,

)。
;

} + o (。
2

) = ” + e T g + o ( 。
2

)

取

T g二 ( : 全十 2 :
荃) (4 砖 十 2 8对 十 6 : ;

雌 ) 十 12 对
:
盖
一 3( 雌 + Z x ;

) u
: ~ o

得
。 ,
二 〔( : 全+ 2 : 子) ( 4

:
皇+ 2 8 : 资+ 6 : : x

羞) + 1 2 : 全
:
羞] / 3 (

二
圣+ Z x ,

)

这时
,

等价线性系统为

!
全

1
二 T Z

少
:
二 ”

重复上述过程
,

可继续高阶近似系统的线性化
。

6 结 束 语

文中所提出的非线性奇异摄动系统的线性化方法
,

仅需考虑系统 ( 1) 的 ,
维慢系统

的线性化问题
,

故又可称为系统 ( 1) 的一种降阶线性化方法
。

与直接线 性 化 方 法 s[] 比

较
,

降阶线性化方法的计算量已大大减少
,

这一点对实际应用是方便的
。

作者已采用这

一方法研究了挠性飞行器大角度姿态机动控制系统的设计 〔7 〕。

感谢导师杨嘉挥先生的指导和陈义庆研究员所提出的宝贵意见
。
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