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霍欠祠更结合的迭代除去经方案及其精度分析

张民选 李晓梅

(计葬机 系)

摘要 大型机米用的软硬结合 的迭代除法方案具有很高的计葬速度
,

但存

在精度合理性问题
。

经过大童随机数试葬脸证和葬法的误差分析证明
:

本文中

提供的优选除法方案
,

提 高了除法精度
,

解决 了精度合理性问题
。

该除法方案

装机运行后
,

提高 了大壁机的适应能力和运界速度
,

改善 了处理效果
。

关妞词 迭代
,

除法器
,

优选法
,

精度
,

合理性
,

软硬件结合
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1 大型机的迭代除法方案

除法是最常用的四则算术运算之一
,

除法运算速度对整个计算机系统的处理速度有

着不可忽视 的影响
。

在大型计算机上
,

一般采用多位除法或迭代除法方案
,

以便获得较

高的除法运算速度
。

对于一种大型机
,

根据其线性流水线式多功能部件及向量运算可链

接的特点
,

设计了独特的软硬结合的迭代除法方案
,

使得运算器很节省
,

除法速度很高
,

是一种成功的设计方案
。

1
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1 实现除法运算的有关指今

在一种大型机指令系统中
,

为除法运算提供了半精度倒数近似值和迭代乘 (2 一 `
妇

两条专用指令以及浮点乘和舍人乘两条通用指令
。

上述四条指令分别由浮点倒数近似值

部件和浮点乘法部件执行
。

浮点倒数近似值部件与浮点乘法部件可以链接成复合流水线

功能部件
。

现将与除法有关的四条指令简介如下
:

( l) 半精度倒数近似值指令
:

该指令由浮点倒数近似值部件执行
。

操作数与计算结

果均为规格化浮点数
。

若 梦是 劣 的倒数近似值
,

则有
:

( 1
.

0 一 ( 2一
, 5 + 2一 2 6 一 2一 3 0 ) ) ( x

·

犷《 ( 1
.

0 + ( 2 一
2” + 一 2 7

) )

倒数近似值指令的计算结果具有 2 4位精度
。

( 2 ) 迭代乘 (2 一
钾 ) 指令

:

该指令由浮点乘法部件执行
。

指令要求两个源操作数的

阶码之和必须是 1
,

尾数是规格化数
,

才能保证结果的正确性
。

若 ( 2 一
争妇的精确值为

1
.

0
,

计算结果被处理成 ( 1
.

0 一 2 一` “
)

。

由于乘法器采用三位一乘为基的 49 位补码乘法算法
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和硬件截尾的设计方案
,

迭代乘指令的两个源操作数交换位置
,

计算结果可能出现羞异
。

(3 ) 浮点乘
,

舍入乘指令
:

浮点乘和舍入乘指令由浮点乘 法部 件执行
。

浮点乘指

令
,

两个尾数字长为48 位的源操作数相乘
,

乘积尾数为 9伸位
,

截取其高哪位傲为计算结

果
,

则计算结果的误差。 , ,
为

: o簇。 , ,

< 2一 ,8
.

对于舍人乘指令
,

两操作数相乘时
,

在乘祛器金字塔的 2一 ` 。
位无条 件解

1” 。

当截

取规格化乘积的 高 48 位作为计算结果时
,

舍入的效果分为两种 情况
,

其计算结果的误

差
。 , :

分别为
:

一 2一 9 ( 。 , :

< 2一 4 9 ,

当尾数乘积 任 [0
.

5 , 1 ]时 (占砚
.

3 7% )

一 2一 4 8

簇 e , a
< o ,

当尾数乘积任 [0
.

2 5 , 0
.

5 )时 (占3 8
.

6 3% )
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2 两类除法指今序列及其速度比较

根据上述四种指令和截尾乘法器的特点
,

有两类各 22 种除法指令序列可供选用
。

( 1) 先求出半精度商
,

然后再修正得到单精度商与函数 , = 劣:

扭
2 .

设 R R
为

` : 的半

精度倒数近似值
,

则求 梦的实际计算步骤是
,

R H = l/ x Z ,

半精度倒数近似值
;

y H = R H * x , ,

半精度商
;

△C = 2 一 R H · x : ,

迭代修正因子 ;

y = A C , y H ,

单精度商
。

以标量除法 (S 6 = sl / 5 2) 为例
,

相应的除法指令序列为
:

5 3 / H S Z

5 4 5 3
一

F S I

5 5 5 3 . 1 5 2

5 6 5 5 . R S 4

在其指令序列中
,

使用了倒数近似值
、

倒数迭代乘
、

浮点乘和舍入乘等四类指令
。

各种

指令不同形式的组合
,

使该指令序列共有 32 种相异形式
。

( 2 ) 先求单精度倒数
,

再求单精度商 与函数夕二
: ,

/
: : .

设 R , 为 : : 的半精度倒数近

似值
,

求 夕的实际计算步骤为
:

P H二 l/ x Z ,

半精度倒数近似值
;

△c 二 2 一 x Z
R H ,

迭代修正因子
;

R F 二△C . R H ,

单精度倒数近似值
,

y = R ; * x : ,

单精度商
。

相应的指令序列 (以 5 6 = lS / 5 2为例 ) 如下
:

5 3 / H S Z

5 4 5 2 奋 1 5 3

5 5 5 4 * F S 3

5 6 5 5 * R S I

各种指令的不同形式的组合
,

使该类除法方案也有 32 种指令序列
。

( 3 ) 两类除法指令序列的速度比较
:

对于标量除法 ( 5/ 5 型 )
,

两类除法指令序列

有相同的计算速度
;
对于V / V型

,

S/ V型向量除法
,

( l) 类除法指令序列中的前两条指令
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可以链接执行
,

因而计算速度比 ( 2 ) 类除法指令序 列快 30 % ; 对于 V / s 型向量除法
,

( 功类除法指令序列的四条指令中有两条向量指令和两条标量指令
,

而 (2 )中除法指令序

列由一条向量指令
,

三条标量指令组成
,

因而 ( 2) 比 ( 1) 的计算速度快
;
除数为常数的情况

下
,

编译系统为了加快 目标程序的计算速度
,

通常在编译时就求出该常数的倒数
,

然后

在 只标代码 中用一条乘法指令实现该除法
,

实现时采用了 ( 2) 类除法指令序列
。

2 睁法方案的请度分析

2 1 蛛法运算摧度的判定标 准

从除祛的精度合理性考虑
,

对于 夕= : ,
/ x : ,

当 : , 》 x Z

时
。

应有 今》 1
.

。 ; }场` ,

毛热

时
,

应有歹《 1
.

0 ,

特别是当: : 一 二 :

时
,

应有夕二 认 O
。

因此
,

可用 ( 1 一 州约的计算结果来
度景除法运算的转反

。 、 1 一 : / : )的计算给果
,

实际上反映的是除数倒数的相对误差
。

若

计算有仁
一到幻 二 。 ,

则见明单精度倒数的相对误 差 小于 2一 ` 8 `机器浮点数的尾数字 长

招位 }
,

民}J饥 清发除法运算具有灯位精反一汽能够满足除法的精度合理性要求
。

用
-

一

: 份灼计算启 狡
:

来 沦驮除法运算的精度时
,

应采用头际使用的除法指令序列

进行 分 级
二

达
r

羊叮以件涂因运异误差不同而产生的影响
。

2
`

2 第一种除法指令序列的精度分析

没 。 、 为 卜 对幻的 汁
一

算误差
,

根据计算步骤和考虑到机器运算误差的引人 则有

。 冲 )
:

、
`

二
一

二 !工 一 只 x R H 十 」 ,

) (2
一 x R 二

一

于」2

) 十 」3

嗜;

一 {( : 一 丈二刀 H ) 丈2 一 : R H、 ) 一 ( ( 2 一 x凡 H ) J
, + 劣丑 B 」: + 」 ,」 2

) 一 」洲

二 !吕 l
一

卜君 2 一 { ￡ ;

式中
: : : 二 一 了: R H 、 2 一 x R H )

,

为迭代除法的理论误差
;

。 。 二

一
了 2 一 : R护 」: 十 二 R 二』2 + 」1」2

)
,

为求半精度商和迭代因子两条指
·

务弓i进 的

计算误差 ;

。 。二 一 」。 ,

为求鱼精度商最后一条乘法指令 弓{进的计算误差
。

下面分
_ _

三孙衍况进行讨论
:

〔: 、 典苏几 H = 1
.

。 时
,

有
;

燕 二 份一 止一 4
勺二 忿

一

化

贝蝗 扩畜劣 愁 : 二
一

、 ·

。 2 ) 犷 左、
一

\ ;
.

。 讨 有
:

自
八 了 2一

三 一

卜 2一
, “ 一 盆一 “ “ “ 、 乓 、 况。

< .1 0 ; o <
` ,

< ( 2一 ` 。 + 2一 5 “ 一 2 一“ )

一 2一 4 ,

< 』, 《 。 ; 12 = 一 j

价 ( “ :

< 事分
一 ” 已十 二一 了几 ) ; 一 。 2 一` ’ 十 2 一

5 2 ) 抓 。 。

< (只
一“ 一 2一“ 2

)
.

亦有
: 。 。 : ) < : 一“

.

丈3 ) 当 刀了H
> 1 0时

,

有
:

1
.

0 <
劣几 , ( ( 1

.

。 + ( 2一
边̀ + 2一 2 ’

) ) ; 。 <
e ,《 ( 2 一 5 ” 、 一 2一 s ` + 2一“ )

一
( 2

一“ + 2 一了3

) <
。 2

簇。 ; 一
( 2

一 4 9
+ 2 一 5 2

) 《 。 3

< 2成
。 一 2一 5 2

此种情祝仍有
,

创 x) < 2一 48
.
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综合 ( l) ~ ( 3) 种情况
,

得到 ( 1 一 x/ 幻的计算误差
。 (对小于 2一 48

.

用该除法指令序列求

半精度商时采用浮点乘
,

求单精度商时采用舍入乘
,

使对
z的计算结果严格等于 1

.

0
,

满

足除法的精度合理性要求
。

2
.

3 第二种除法指令序列的精度分析

设迭代乘截断误差为 J l ,

半精度倒数修正或单精度 倒数之乘法的截断误差为 刁: ,

倒数与被除数相乘的截断误差为」: ,

用 。 (幻表示 ( 1 一 对 x) 的计算误差
,

则有
:

。 ( 劣 ) = !z 一 [二 ( ( 2 一 : R 。 + 」l

) R , + 」 2 ) + 』 3 ]!

= }( l 一 : ( 2 一 : R 二 ) R , ) + ( 一 x R u d l

) + ( 一 劣d : 一 J 3 ) }

= }。
1+ 。 2+ e a

} ( 2
.

2 )

式中
: o《 e l

< ( 2一
魂。 + 2一 5 2 一 2一 5` ) ;

( 1
.

0 一 ( 2一
2` + 2一 2 6 一 2一 3 0

) ) ( 劣 R u

( ( 1
.

0 + ( 2一 2 “ + 2一 2 7

) ) ;

o ( 』 ;

< 2一魂“ ; 一 ( 2一谁 8 + 2一? 3 + 2一 7 5 ) <
。 2

( o ; e 。
= 一 : 」: 一 d : .

由于舍入乘与浮点乘的误差不同
, J : ,

」:

有四种组合
:

一 2一 4 8
< 」2《 0

一 2一 4 8
< J 3《 0

一 2一 ` 8

< 」2《 0
,

丁
一 “ 一 `

{<
“ 2 《 2 一`

{
+ “ 一

{{
t 一 2一

廿

< J 3

( 2 一弓
”
+ 2一。 z

卜 2一 4。《 d
Z

< 2一 4。 + 2一 5 2

一 2一 4。
< 」3《 2一 4 9 + 2一 5 2 ,

卜 2一 4“
< J 3 ( o

0
.

5 ( ` 尾 < 1
.

0

lrj

lr
咤.`

又有

及

因此
,

e i

幻 一 e Z

可控制」:
.

d : ,

使。 :

的绝对值尽量小且有利于互相抵消
。

此时有
:

一 ( 2一
4 8 + 2 一 4 9 ) <

。 :

< 2一 4 9 + 2 一 5 2

“ ( x ) < 2一 ` 6

当 x R B二 1
.

0时
,

是一种特殊情况
,

有
:

￡ , = 0 ; 0 《 君 :

( 2一 4 8

一 ( 2一
4 ” + 2一 4 9 ) <

e 3

咬 2一 4 9 + 2一 5 2 ; e ( : ) < 2一 4 7

综上分析可知
,

除法指令序列 中两次乘法运算应将舍入乘指令和浮点乘指令搭配使

用
。

该方案计算 ( 1 一 到幻的最大误差
。 ( x) 小于 2一` “ ,

对于一般的除法
二 ,

/介
,

其运算精度

也有 2一 ,6
,

因为 x/ : 和二 1

/ x : 在处理上并没有区别
。

3 除法指令序列的选优

除法运算的第一种指令序列 比第二种指令序列的计算结果高一位精度
。

因此
,

在一

般情况下
,

使用第一种除法指令序列
;
在必须采用第二种指令序列或采用第二种指令序

列能获得更快计算速度的地方
,

才使用第二种指令序列
。

在使用第一种除法指令序列时
,

如下两种形式的指令序列是最好的
:

a ) R H /H x : b ) R H / H x Z

Y H R H . F x

A C R H * I x Z

Y H x i 份 F R H

△C x Z * I R H
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其中第 2
、

3材条指令操作数位理的安排及第 念条指令果用浮点乘
,

均 为 了 使 , :
二丸

时
,

有 J
l
= 一 」2 ; 求单精度商乘法指令的操作数位置的安排及果用舍人乘指令

,

均为了

提高除法运算的精度
,

使对劣的计算结果恒为 1
.

0
.

两种竣好俞第二种除法措令序列是
:

a ) R H
/H x : b ) R H / H x :

A e x Z 0 xR H △e x Z 份 I R H

R F 八C * F R H R P △C 势 R R H

y R F * R X z
y R F 一 F x l

增加修正措施的第二种指令序列如下
:

5 3 / H S Z 5 7 5 5

5 4 5 2 * 1 5 3 5 7 5 4 ! 5 7 & 5 3

5 5 5 4 O F 〔R ] 5 3 J S z L Z

5 6 5 5 * R i F ] 5 2 J S P L l

5 7 1
.

〔) 5 5 5 5一 F S 7

5 0 5 7一 F S 6 J L Z

5 3 < 4 8 L l 5 5 5 5 + F S 7

5 4 1 L Z 5 6 5 5 , R {F ] 5 1

实际计算中
,

有75 % 的数据不需修正
,

因此
,

计算速度的损失不太大
。

对于 v / s 型

除法
,

采用改进的第二种指令序列
,

比采用第一种指令序列的计算速度仍然要高
。

用大量随机数和特殊数进行 刘
x ,

邢 / :
, 二 2

x/ 的计算
,

对 64 种除法指令序列选优
。

第一种除法指令序列两个优选方案均能满足除法的精度合理性要求
,

第二种除法指令序

列增加修正措施后
,

也能达到 目的
。

x,/ x除法试算所用数据的尾数有如下七种形式
:

( 1 )
.

t 只 …… x

,

一
.

一
~
一 、
一

~

一
2 7位

( 2)
。

1 x x …… 只

1 1
· · . ,

二

、 - 一- , 尸~
.

一2 0位

0 0
- . -

一 O
、 - - -一 r

一
“

2 7位 2 0位
。

1 0 0 … … 0

一
一

,

一
口

1 3位
。

1 1 1
· · ,

… 1

火 X
, . 。

… 只

3 4位

、
厂、少Q口4

了. J百1

( 5 )
.

( 6 )
.

, . ` -

一 - 一 , 吹巴 , 砂

1 3位

I X 义 。 。 。 。 。 。

X

一
~ 一、 一一~ 一“

26 位

1 . *

…
。 · 。

*

只 X …
。 。 ·

又

3 4位

1 1
· · · ,

二 1 0 0 … … O

` ~ ~ ~ , . . ~ ~ “ -

—
一

一1理

一
位

(加同余法产生的随机数 )

4 7位

( 7 ) . 番
.

……、 .
.

一
尸

(乘同余法产生的随机数 )

4 7位
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其中
: x 、 二

取值 。 或 1 , x 为穷举计数值
, .

为随机数值
。

试脸数据 量共 1 1 0 0 多亿

个
。

: 劣
/
劣除法试验所用的数据形式为

:

( 1 )
.

1 x x …… x 0 0 …… O
` - - - 一 ,

一
2 、 - - - - - -一丫一~ - -一

“

2 3位

( 2 )
.

1

2挂位

0 0 二
。

二
。

0
、 一~ ~ ~ ~ ~ ~ , 产~ ~ ~一一

一
尹 、

一
~ ~ . ~ . ~ “

3 5位 捻位

( 3 ) . = 2 , 3…… , 1 0 2 5

二 2

/ 劣除法试验所用的数据形式为
:

。

l x 又 …… x 0 0 …… 0
、
一~

-
、

一

一
、 - 响

一
一

2 3位 2 4位

时 / 二
, x Z

Z
劣
除法试验数据的选择主要考虑到两点

:

( l) 数据应具有代表性 , ( 2) 应

保证毗
, : 2

的计算结果无误差
。

试验结果证明
,

优选除法方案是最好方案
,

它保证除法的精度合理性
。

4 优选方案的机器证明

在优选方案中
,

最后的将半精度商修正成单精度商的乘法指令两源操作数是不能交

换位置
。

用理论分析来证明其交换两操作数位置
,

使到
:
产生不等于 1

.

0的结果是相当困

难的
。

但考虑到这是一次特殊的乘法
,

即两个操作 数 均是 接近 1
.

0 的数
,

当 d C = 1
.

0

+ 2一 24 ) 时
,

Y 。 一 1
.

0 一 2一 “ 」
.

反之亦 然
。

因此可采用穷举法用机器来证明
。

根据机器的实际结构
,

用如下三种数据来做△C . R Y H和 Y H * R A C的计算
:

( 1 ) 当 Y 二 = 1
.

0时
, 」C = 2

.

0 一 2 一 4 8 ;

( 2 ) 当 1
.

0 < Y 二 ( 1
.

0 + ( 2一
2 5 + 2一

` ’
)时

, 」C “ 1
.

0 + ( 1
.

0 一 Y二 ) ;

( 3 ) 当 1
.

0 一 ( 2一
2 5 + 2 一 2 6 ) 《 Y a

< 1
.

0时
, 」C = 1

.

0 + ( 1
.

0 一 Y 。
)

.

计算结果表明
: △ C . R Y H的结果全部等于 1

.

0 , Y H * R A c 的结果中有小于 1
.

0的情况 出

现
。

可知
,

最后一条乘法指令两源操作数不能交换位置是机器特殊结构决定的
。

5 结 束 语

优选除法方案装机使用后
,

解决了 x/ : 不等于 l 的精度合理性问题
。

试算测试表明
:

某些题 目收敛速度加快
,

处理效果得到改善
; 原来由于精度问题引起计算结果有差异

,

现在也能得到正确的满足精度要求的计算结果
。

本文中采用的软硬结合的迭代除法方案可以广泛应用于大型计算机的设计
。

本工作得到周兴铭教授
、

陈立杰教授
、
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