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非线性系统的状态又见测骨参设计

金 梁

(自动控制系 )

摘要 文中讨论 了非线性状态观浏器的一种新的构造方法
,

建立 了非线性

系统观浏器 的一种线性化设计过程
,

所得结果是线性 系统观浏器理论在非线性

系统中的直接拓广
。
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,

观测界
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1 问题的描述

考虑非线性系统

分= f ( x ) ( l a )

夕, = h , (二 )
,

j = 1
,

2
,

…
,

尹 ( l b )

式中
: 任胶

,

为状态变 量
, 夕任 服 , 为系统的输出

,

f( x) 为 吸
”

上 的 C “ 向量场
,

h , (劝

为 吸
”

上的 C “ 函数
。

设系统 ( 1) 是局部可观的
,

即 存 在 尹个正 整 数 ( k
: ,

k : , … ,

称 )
,

瓦 ) 无
2

> … > k , ,

艺 k `
二 , ,

使得矩阵
` . 1

尹
Q臼11

一一
-。J

飞l
.we..皿wef

J.

Q , ( 劣 ) =

L , ( d h
, )

L , ( d h ,
)

( 2 )

` L乡
, 一 ’

( d吞, )

在 吸
”

的某个开集 U c 吸
“

上均满秩 6rJ
。

这里 ( k
、 ,

k : , …
,

无, )称为系统 ( 1) 的可观指数
,

而

微分一型 d毛对向量场 f 的 iL
e
导数定义为

L夕( d h
, ) 二 J五, ( : ) /。

:

L · (“ , , 一 ` ( L· `“ , , ,一 f
·

晶
(” ` ,

/̀
二 )

· +

会昌鉴

L少
,一 ’

(` h , ) = L , ( L挤
,一 ( ` h , ) )
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,
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若存在徽分同胚坐标变换
: = T( z)

, z 任胶
“ ,

使 得 非线性系统 ( 1 )
,

在
:
坐标下具

有如下的观侧器规范型 6[ ] :

之= A名 + 习 (夕)

歹“ C名

式中
z
称为规范坐标

,

即 A 二 d i a g ( A
I ,

A
: ,

…

行第xP

、、弓..百....,
产
产O…

,土

…八
U

0…0…
八U`

了J二召,胜.,,..
.

、
气

一一
二合C

kX左

、、..1....矛/

S 为 。

A ,

)
,

0

维连续可微的向量值函数
,

( A
, C )为 B r u n o v s k y

C = ( C
, ,

C Z ,

C : ,

…
,

C , )
,

并且

( 3
a )

( 3 b )

可观对
,

0 一 1 0

这时
,

容易对观测器规范型 ( 3)
,

构造出全阶状态观测器
:

念二 A忿+ 夕 (梦) + L (梦一 C之)
, 乏 ( 0 ) 二尝。 ( 4 )

但是
,

上述设计过程
,

必须求出坐标变换
: = T ( )z 和向量值函数 召 (妇

,

这需要求 解一

组偏微分方程
,

通常是十分困难的
。

本文在 z e i t z [ a ] [4 1 , K r e n e r 一 I以 do
r i [ 5〕关于单变量非线性系统观侧器的结果基础上

,

讨论 了系统 ( 1) 状态观测器的一种线性化设计方法
,

使得非线性观侧器的构 造并不需 要

精确知道坐标变换
二 二少 (劝和函数 S (妇

,

其结果为实际设计非线性观测器 提供了一 种

简便的途径
。

2 原系统的坐标变换处理

设微分同胚变换
x 二少 ( “ )

,

d T
劣 ~ 百万

: 二 少一
’
( 劣 )

,

使得系统 ( l) 变换到观测器规范型 ( 3)
,

则

( A之 + 8 (夕) ) ( 5 )

将上式右端与系统 ( l) 的右端比较
,

得
,

~
, 、

J T
, `

.

。 ,

了
。 义

`

又名 ) = 万
二 气八 Z + 。 气歹 ) )

O名

厂 6 )

式中 aJ co ib 矩阵

妙 = (三竖 卫里 …
J 名 、 d 之 l d 名 2

( 7 )

不妨简记

并且以下所 出现的上标
“

`

卫里
一

( : )
: 一

尊
( : )

0 之 f U ` 才

一 ”
均表示变量

:
由

一

旦里、
d名

。
/

: 代 替
。

设 , 。 = 0 , a : = 无
: , , 2

( 8 )

= k
l +

*
2 ,

…
,
, , 一
全、 。 一 。 ,

在 ( 6 )式两端对
: ` ,

`二 1
,

2
,

…
, 。 求偏导数

,

有
自侣 1

鑫
( ,

。

T (· )卜去 (器)
( A· + “ ` , , , +

嚣去
` A· + “ ` ; , ,

( 9 )

分别处理上式中的各项如下
:
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去
(,

。

少 ( ))z 一

鬓癸

去 (臀)
( A· + “ ( ; )卜晶(器 )豁

( A· + “ ( , )卜晶(芸)
了

( 10 a )

( 1 0 b )

(“ “ + “ ( ; ) ) 一

{
J甲

~

而万石
- ’ 艺= 1 , 2

,

…
,
a l 一 1

,
了 x + 1

,

…
,
叮 , 一 1

( 1 0 e )
d T d s

d名 d 即
;

。

一奴刃一面

= 1
,

2
,

…
,

尹
, t = 叮 x ,

a Z ,

…
, 『 ,

将上述式子代入 ( 9) 式中
,

得

J更

J名 a ,一 x , ` + z

d尹_ ,

/ d T 、
一 a 吐r l 一 5二 一

口

一 一一一 I
`

、 U ` 口了一 l + ` /
( 二 )

,

j 二 1 , 2
,

…
,

尹, ,

2 , … ,

无, 一 1 ( 1 l a )

d更, ,

, O了
,

、
, 、

一 “ a J L币瓦厂) L劣 ” 夕= 1
,

2 ,

…
,

尹 ( 1 l b )一一
招一鲡押一旅

因此
,

有递推公式

J尹
一-一止二
一

= ( 一 1 ) `。己
d名 。

.
_

、 ` + 1

J r

d 名。 ,一 i + 1 )
( X )

,

,一 `
,

2
,

一 , , `一 `
,

2 ,

一 ` , 一 `
( 1 2 )

刃了.盆、
才J

.

冬

肇票
一 ( 一 1 )一` 一 ,

(五今 )
(· ,

,

,一 ,
,

2
,

一 ,

( 1 3 )

式中 iL
e 括号定义为

J r, 。 ,

, d望 、
g 肠 T皿

—
.

’ 、 0苏 , ,一 i + 1 ,

a己”
f

,

J更 J尹

。“ , ,一 , + 1

] 一 。 z a ,一 , 十 ,

` .

r J r 、
口讼才l

-

二二二 we

-
es

l =
’ 、 U沁 。 了一 l + l ,

-

一竺竺一 1
d “ 。 , 一 , 、 ,

J

d至 _ 立(
一

-
一

些乙一 、
, _
好
卫竖一 。 : 、 d” , , 一 , 十 :

)
J 。: 。 “ 。 ,一 l

, ....J, ..
.

.JJ尹J ` ,

f J 望
,

\
a 肠 T l

—
I

’ 、 U 乙 a ,一 l + l ,

,厂不
含 ]

一

!
`

,

!
· “ 一 “

,

d甲

J名 , I一 1 , l

,
-

.

.于JJ场ù比aa.

lwe
L

...r.L:

利用 ( 1 2 )式可将 J a e o b i 矩阵 ( 7 )表示为

摆
一 〔”

1

( 二 ,
, “ 2

`· ,
,

一 “ ·
( · ,“

( 1 4 )

式中

」 j ( x ) = ( a d o
f

,

( 一 1 ) a d f
,

…

j = 1
,

2 , …
,

尹

,

( 一 1 )

一
`
一了)一

摆
下

(劣 ) ( 1 5 )
`

为了确定
J甲

d z , j 一 l 注意到方程 ( l b) 和 ( 3 b )
,

有关系式

几, . T (“ ) 二 “ , , ,

J = l , 2 ,
·

“
,

夕 ( 16 )
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将 上式两端对
: , ,

玄二 1
,

2
,

…
, 。 求偏导数

,

有

J吞、 沙犷

而 不丁
一 ” ` ,

『

尸 7 二 主
,
艺

,
”

’ ,

夕’ 多“ 任 j一 , 十 土
, ”

’ ,
了 ’ ( 17 )

式 中 占` 存 , 为 K r Q n e c k e r 函数
,

将 ( l l a )式的下标作变换 后
,

代人 `1 7 )式中
,

得

一

如&,(
一

那
:

)
一 “ 二 , ,

J一 `
,

2
,

一 , ; `

一
+ 2

,

一 ( 18 )

又将 ( 1 7 )式两端对 t 微分
,

经整理得

( “ , ( “ J , ,

芸
+

食
· ` ,

(尝 )
一 。

( 19 )

艺二 『 ,一 ,
+ 1

,

…
,
a , ; J二 1

,

2
,

…
,

尹

把 ( 1 8 )式代人 ( 2 9 )式中
,

得

J甲
气“ r ` “ “ ,刀万牙瓜

, 一 “ `
1

` , ’
少

,

2
,

…
,

儿 公= a ,一 l
+ 2 ,

…
,
a ,

( 2 0 )

,

、 , 、 ~
, _ _ 、 ,

_ . ,

_
, _

_
_ ,

~
, _

。 ,

一
, _ _ 、 、 , _

~
L_
~ 一一 ~ d r ~ 一 沙 ~ 一一

_ L
~

特上六勺 L i 丫 ) 两比牧
,

知上八石缅勺 L封 )六石腼相 ljP
,

nIJ 瓦腼
一飞三一 俐 r 怀回 lRJ 移动 J 一

U冷 `

步
。

若重复上述过程 无一 l 次
,

可得

( 2 1 )J咨口,

岁.d( L乡
一 ` ( `h , ) )而

J r

宕一 (七一 1 )

夕二 1
,

2
,

…
,

为 无二 1
,

2
,

…
,

无, ; 艺“ 内
一 ,

+ k
,

…
, a ,

在上式中取 ￡二 a , 一 , + k
,

有

( L
d更

怀介了少) - 万二一
`

一

—
二 d , 、 _

,

t, ` 厅 J一 z + 1

+ 七
·
『 j 无二 l , 2

,

…
,

论, ; 夕= 1
,

2
,

…
,

尹 ( 2 2 )

所以
,

有

_
_

J更
U , (劣 ) 5二 一一 一 二 ! 0

U ` 心一 l
+1

…
,

0 1 }
, ,

J二 1
,

2
,

…
,

尹 r 2 3 )

对于可观的非线性系统 ( 1 )
,

d全

Q
,

(幻
,

了二 工
,

2
,

…
, 尹均满秩

,

因此
,

从 ( 2 3) 式 可解出

J之 。 ,一 卫

= 1
,

2

“ 口亨
一 ’

(
x 、仁0

,

…
,

0 I J
,

垒叮了 ( : ) ( 2 4 )

,

…
,

尹

式中 口犷 “ `
) 二心下(幻 (口, 了` )口于x( ) )一

`
·

而 q , ( : )为 口卜
`
(二 )的第 勇, 列向量

。

3 观测器方程的构造

设非线性系统 ( 1) 的状态观测器为

绪 二 f (企 ) + L (念) 〔梦一 无 (忿 )〕
, 金 ( o ) 二 分。 ( 2 5 a

)

夕, “ h , (企 )
,

J 二 l
,

2
,

…
,

尹 ( 2 5 b )

式中
, X , 维观测器增益矩阵 L (幻为重构状态 汾的函数

。

为了确定 (L 幻
,

采用前述的

坐标变换 念二 T (幻
, 之二 , 一 ’

(幻
,

将观测器方程 (2 5) 变换到规范坐标 么下
,

有
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是一 ” 千 S`“ , +

{器! L (分)〔C z 一 C分 ] ( 2 6 )

乏 ( 0 )二 乏。

记观测器 ( 2 6) 的估值误差为 牙二 乏 一 : ,

由 ( 2 6) 式减去 (3 )式
,

得估值误差 牙所满足的方

程

、产、尸、 .产7
`
。OQéQ自9é2

了̀
`
z矛、
、会一 ” “ 十 “ (“ ,

一 “ ( ; ,十

!
一

到 L (分 ) [C
: 一 口乏 1

乏 ( 0 )二 念 ( O) 一 z ( O )

将上式右端在重构状态 乏处 T a yl or 级数展开线性化
,

得

八
通; +

(器
一

睽卜
` , ,

)
c “ + “ (̀

2

’

若选择

【霭}
L ( ,卜 p +

器
式中 夕为

。 x 夕维矩阵
,

将 ( 2 9) 式代入 ( 2 8) 式中
,

并略去 O (牙
2

)项
,

则知 观 测 器 误 差

方程为线性定常系统

之= ( A 一 尸 C )万

容易得到 ( 3 0) 式的特征多项式为

a (先 ) = n ( 久
扮,

才= 1

口 声

+ 习 尹` , 久“ , 一 ` )

( 3 0 )

( 3 1 、

“ 口 , _ i + I

因此
,

通过选取矩阵 尸 ,

可任意配置误差方程 ( 3 0) 的特征值
。

记

、、声
、 、少、 J
声

Q曰八J45nO3八qJU
厂
,
、z、
、

f
、了.、{

,

, J

一
`

,

2
, ’

“
,

尸几儿…儿了,

!
`t电、

一一尸

则由 ( 2 9 )式
,

并利用 ( 1 3 )
,

( 15 )和 ( 2 4 )式
,

可得观测器 ( 2 5 )的增益矩阵

“ ”̀ 一

!
一

默
” +

票
-
艺 』j (全)尹j + 」, , ,

(分)

式中

」 , (金) = ( a d o f (叮, )
,

( 一 l ) a d f ( q , )
,

…
,

( 一 1 )
“
厂

` a d七厂
`

f ( q
, ) ) (企)

夕二 1
,

2
, ·

, · ,

p

」, , : (恋) 二 ( ( 一 1 )
七 , a d

七`

f (叮
, )

,

( 一 z ) 七
Z a

叮 (叽 )
,

… ,

( 一 i ) 七
, a 诊

“ ,

f (外 ) ) (念 )

4 举 例

考虑如下非线性系统的观测器设计问题

毖1
= :
登+ 4 x

费
x :

= f
,

(二
: , 二 2

)
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云 :二 : ;十 二
全

:
圣= 了

:

( : :, : :

)

夕= 劣 : = h ( 劣 )

维u 毛

这时
,

系统的可观阵为

口( 劣 ) =
( d h )

奴对Z1L 了 ( d h ) )
一

(
2 : , 、

飞
二LL了

.̀.、

当 劣 ,

等 O时
,

口( x) 是满秩的
,

根据 ( 24 )式
,

有

d至 _ _ , 、

/ o 、
-

书
` = Q

一 1

( 二 ) I ! =
d 名

、

’ 、 一 /

、
二

,
” 一 ` 、

1
产

而又由递推公式 ( 1 2 )和 ( 1 3) 式
,

得
、̀、....矛了

娅芍

_ 了 1

兴一
` (臀)

一

妞一吴
, ·

碧器一
“
(澄)

一 1 6`
1 ` : 一

x2 贾
x : 一 2砖

1
不 , 寸

.

—
-

2

1公xZ12一一
了日了....、、
`

一一

则由 ( 3 3 )式
,

求得观测器增益向量

一 ’ ) 一

(::::)’
一

}
, 1

!
l /

:
*资

一
x3 圣

}
+ , 2

合
·
,
· `一 `一 +

合
·
,
一 8· {

1

工 ,
,

,
, +
工

十
丛

艺
- 一

2 劣 l 劣 l

、.,.七f...J, ...........J一 2￡ 1 一 1 6￡ 1￡: 一 2分矛分
: 一 2念

+ l

}一全
一

,扮
2 +

专
一 3 ,
溉

一

韶斌
一 4 ,

2
+

一

乡“
一 8`圣

所以
,

一

可构造非线性观测器

全 1 = 金荃+ 4金釜忿
: + l ,

(沈) (梦一 之 2 )

金: 二 企 1
+ 分荃沦圣+ l : (企 ) ( y 一 全 2

)

分1

( 0 ) 二 金
1。 ,

分2

( 0 ) 二沦
2。

5 结 束 语

非线性观测器问题是非线性控制理论中的一个比较 困难的方面
。

本文所讨论的非线

性观姗器设计方法
,

仅仅需要非线性系统在所讨论的区城内是局部可观的
,

即仅要求矩

阵 口, (约是非奇异的
。

由于 L ic 导数和 iL e 括号计算的规律性很强
,

因此
,

文中的 设 计

过程可十分方便的采用符号语言编制程序
。

进一步研究带控制项非线性系统的状态观测

器设计问题是有意义的
。

作者感谢杨嘉坪先生的帮助与指导
。
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