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相依目标群系统火力分配问题分析与解法
*

张干宗 严小颖

(系统工程与数学系 )

摘要 本文中讨论 由若干个相依 目标群组成 的平面点 目标 来统 的火力分配 问题
。

对

于武器型号相 同 的情形
,

得到 了
“

边际毁伤递减原理
”

和
“

循序最优方案即全局泛优方

案
”

等结论
,

并在此基础上提出 了问题 的解算方法
。

对于武器型号不 同的情形
,

提 出 了

“

循序最优枚举法
” ,

并得出有关结论
。

关键词 运筹学
,

毁伤
,

最优 ; 相依 目标群
,

火 力分配 问题

分类号 0 2 2
,

0 2 9

引 言

核武器是一种大规模杀伤武器
。

一个 1 00 万吨 级的核弹地面爆炸
,

在距爆心 8 公里

以内
,

二
、

三类建筑都被严重破坏
。

如以适当比高空爆
,

其破坏半径还可扩大百分之五

十
。

一般认为
,

当毁伤半径大于目标半径五倍以上
,

该 目标即可视为点 目标
。

所以
,

一

个城市中的重点 目标或某种工业系统的重点 目标
,

在大当量核弹攻击之下
,

可视为点 目

标
,

并且有若干点 目标是毁伤相依的
。

因此
,

考虑对一组城市或对某种工业系统 (如电

力系统
、

石油系统
、

冶金系统等 ) 的打击方案时
,

便会提出由若干个毁伤相依 目标群所

组成的乎面点 目标系统的火力分配问题
。

本文针对这种目标系统
,

建立火力分配模型
,

并讨论其特性与解法
。

1 有关概念

在一枚核弹的攻击下
,

如果两个点 目标有可能同时被毁伤
,

则称这两个点目标毁伤

相依 (或简称相依 ) ; 否则
,

称为不 相依
。

如按毁伤 半径 (或称 破坏 半径 ) 和毁伤圆

〔以点 目标为圆心以毁伤半径为半径的圆域 ) 的观点来描述
,

两个点 目标相依当且仅当

二者的毁伤圆相交
。

这里说的
“

毁伤
”

是指 目标受到指定程度的破坏
。

对于一组点目标 { A
: ,

A
Z ,

…
, A

,

}
,

如果任取其中两个点 目标 A
` , A , ,

都存在该

组中的若干点 目标 A ` : ,

…
,

A
` . ,

使目标串 A ` ,

击
, ,

… A ` 。 ,
A , 依次相依

,

则称这一组

点 目标为一相依目标群
。

下面要考虑的是由若干个相依 目标群组成的平面点 目标系 (简

称为
、

相依目标群系统 )
,

其中任意两个相依目标群之间没有毁伤相依关系
。

即指一个相

依 目标群中的任一点目标都不与另一相依 目标群中的任一点 目标相依
。

一个相依 目标群在一枚核弹的攻击
一

下
,

各点 目标的毁伤概率除与核弹的当量和精度
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有关外
,

还与瞄堆点的选取有关
。

在多弹攻击的情形
,

为进免重复杀伤
,

各弹的瞄堆点

不应完全一致
。

从实际情况考虑
,

可以根据各相依 目标群中点目标的位置状况
,

对每一

相依 目标群确定出几个可采用的瞄准点方案
。

点目翰疑份概琪的计算取决于毁伤函数武
: ,

妇的选取
, ` ( 二

,

妇表示弹着点 (或爆

心投影点 ) 为 (
二 ,

妇时点目标被毁伤的概率
。

毁伤函数有多种形式 (见 〔1 1 )
,

要根据 目

标的具体性质来选取
。

最常用的毁伤函数有两种
,

一种叫做 O一 1杀伤律
,

另一种叫扩散

高斯杀伤律
。

现假定采用 O一 1杀伤律
,

即

d ( x , 即) = !
` ,

“ 一 “ ,
’ + “ 一 ” ,

’

拼
R ”

t o ,
(劣 一 a )

乙

+ (夕一 b )
z

夕 R z
( ] )

其中
,

(a
,

b) 为点 目标的平面直角坐标
,

( 劣
,

妇是弹着点

是毁伤半径
,

它随 目标类型和武器型号而定
。

不考虑发射的系统误差
,

设弹着点 (或爆心投影点 )

即其有如 下的概率密度函数
:

(或爆心投影点 ) 的坐标
, R

的坐标服从二维圆正态分布
,

f ( x ,

夕) =
2汀 a Z

。

一「( : 一 : 。 ) 2 + (夕
一 歹。

)
2

1
勺几 F l 一 - -

— 一 蕊 二万一
-一 .

L 艺任
一

」
( 2 )

其中
,

( : 。 , 夕。
)是瞄堆点坐标

, 。 是射击散布的标准偏差 〔或称均方差 )
,

则点 目标的

毁伤概率 (指单弹攻击下的毁伤概率 ) 为

p 一

亚
“ :

,

; , f (一 ; ,` · ` “
( 3 )

将门 )和` 2 )代入 ( 3 )
,

即可导出点目标毁伤概率的计算公式
:

, 一

吞
。 一

苏f:
,
一苏了

。

(子)
` ·

( 4 )

其中
, ,

为瞄准点与点 目标的距离
, 1 0

(
.

)为第一类变态零阶贝塞尔函数
。

上述公式已

有算表可查
。

2 相依 目标草系统的火力分配模型

今设相依目标群系统由M个相依 目标群组成
,

第 。 个 相依 目标群 (或 简称 目标群

。 ) 由 。 。个点 目标组成
,

该 目标群的瞄准点选取方案有 9 . 个 ( , 二 1 ,

…
,

M )
。

对该系

统计划施行 K 枚弹的攻击
。

对这 K 枚弹根据当量和 精度的 不同而 分类
,

设共 分 L 个类

型
。

设第 l 型弹的枚数为 K
:

( l = l
,

…
,

L )
。

用 %
`

表示第 。 个相依 目标群中第 落个点

目标被毁伤时的损失价值
。

用尸。 、 l(
,

j) 表示 目标群 。 受到一枚 l 型弹按第 夕个瞄准点方

案攻击时其第 ￡个点 目标的毁伤概率
。

用珠
: ,
表示对 目标群 。 使用 l 型弹并按第 j 个瞄

准点方案攻击的弹数
,

这一组数是火力分配向题的决策变量
。

假设各弹的发射是相互独

立的
,

且不考虑毁伤积累
,

则在上述方案的打击下
,

目标群二 中第 感个点 目标被毁伤的

概率为
g角

n ( 1 一 P 二 `
( l

,

j ) )
二” `夕

夕 111

( 5 )

乙n
一

!」标群 阴的平均毁伤值为



第 l 期 张干宗等
:

相依 目标群系统火力分配问题分析与解法 7
尸
O

一

一一一
~

一
.翻

月价

W 。 = 艺
` 一 1

石 g丽

n l f( l 一 P 二 ` ( l
,

j ) )
二“ ` , l ( 6 )

I = 1 了= 1

一
11

r..
.

.̀

记

V , = 艺

L g协

if n ( z 一 P , `
( l

,

j ) )
x , `了 ” 。 `

l 二 l 了= 1

( 7 )

称 V二为 目标群 二 的平均剩余值
。

于是整个相依 目标群系统的平均毁伤值为

w 一

感置!卜
,

叁
1

置
(卜 p 二 `

(`
,

力 ,
’ 。 ` ,

)一 ( 8 )

此W即可作为对相依 目标群 系统的打击效果评定指标
。

记

卫

V = 艺 V二 = 六
夕仍

fl ( z 一 p 。 :

( l
,

j ) )
2 “ ` ’ ” 。 ,

( 9 )
I = l 了二 1

际万=1叮艺ù

称 V 为该系统的平均剩余值
。

并记

卫
. 饥

U = 艺 艺 秒。 ,

, = 1 沼= !

由 W “ U 一 V ,

而 U 是一个常数
,

统的火力分配模型可表达为
、

可知求解 m a x w 等价于求解 m in V

( 1 0 )

于是相依 目标群系

m i n V ( {
二。 ` ,

} ) = 艺

” 爪 乙 g价

艺 n fl ( 1 一 p 。 `
( l

,

J ) )
r , `

”
二 `

( 1 1 )
玄二 1 1 = 1 了= 1

盆 口协

5
.

t
.

艺 艺 z 。 止j = K
, ( l = 1

,

…
,

L ) ( 1 2 )
饥 二 1 了二 1

,

M
;

,

L ;

)
l,...

肠
: , 》 。 且为整

布二
、 夕 =

( 1 3 )

l
,

…
,

g 。

这是一个具有非线性 目标函数和线性约束条件的整数规划模型
。

去掉整数限制的对应松

弛问题是一个凸规划问题
。

对于这种模 型常规的求解方法是分枝定界法 (见【2 ) )
,

但

一般说来计算量很大
。

下面针对一些特殊情况提出一些简便的特殊解法
。

3 火力分配模型的求解方法

先来考虑如下情形
:

假定对相依 目标群系统所使用的武器是同一类型的
,

并假定对

相依 目标群施行多弹攻击时瞄准点不变
。

这一假定在系统规模较小
、

武器精度不高或对

各相依目标群的投弹量都很小的情况下是现实的
。

这时火力分配模型简化为
:

万
” 价

m i n V ( {
劣 .

} ) = 艺 艺 ( l 一 P 。 ` )
二 , , 。 `

( 1 4 )
价 ` 1 ` = 1

5
.

t
.

艺 劣。 二 K ( 15 )

: 。
> O且为整数 ( , = 1

,

…
,

M ) ( 16)

其中
, x , 为分配给目标群二 的投弹量

, p 二 `
为 目标群 二受击一发时其第 感个点 目标的毁

伤概率
。

下面我们对这一模型提出一个简便的求解方法
。

为此 先要 建立 有关 概念和结

论
,
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边际毁伤值 向日标群 、 发射的第 无发弹所新生成的平均毁伤值 ( 不包括此弹之前

的平均毁伤值 ) 称为 日标群 阴在第 无发弹的边际毁伤值
,

记为 B ( ,
,

l’)
。

定理 1 对于模型 ( !幻 ~ (样 )所表达的情形
.

相侬 目标群的边际毁伤值随受击弹数

的增加而减小
二

即对 于无
一
。 !和任一 , 〔 注

,

… 4了工
,

有下列不等式成立
:

刀 (胡
, 无丰 l ) 蕊 B (明

, 孟
·

) ( 17 )

证明 由边际毁伤值的定义可知

刀 f m
, 丹

、

) 一 I
’
一

、 (论一 l ) 一 F
尹。 `

(汤
、

) (论》 l )

由此 可得
儿仍

刀 (州
,

无) 二 艺 p 二 ,
( 1 一 p

J; ;

)
孟一 ’ 。 。 `

( 18 )

同理可得

介仍

B (戏
,

无+ l ) = 艺 P 二 、
( 1 一 P 。 `

)
“ ” 、 ,

` = 1

再由`)飞 z 一 P , 、
《 ] (叨 二 1 ,

…
,

M ; 葱= 1 ,

…
, : 。 ) 即可得知

B ( , , 论+ z ) 簇 B (饥
,
无) (仇 = 1 ,

…
,

M ; 论> 1 ) (证毕 )

定理 1 表明 了边际毁伤值递减的原理
, IE是这一原理决定了模型 ( 1心、 ( 1 6 )存在着

特殊解法
。

在文 〔 3 1中
,

对离散不相依 目标系的火力分配问题提出了循序最优配置方案
。

现在

把这一概念推 )
` 一

到相依 目标群系统的情形
。

循序最优方案 对相依目标群系统依次发射 K 发弹
,

每发弹都射向边际毁伤值最大

的 月标群 具体地说
,

第 1 发弹射向 目标群 叨 , ,

使得

B (切
, , 1 ) = m a x 丁B (叨

, ] )
: 饥 = 1 ,

…
,

M 〕;

当己发射权 < K )发弹
,

设k
, ,

…
,

k、 分别为射向目标群 1 ,

…
,

M 的弹数 ( k , + … + 无,

= 幻
,

则第积 1发弹射向目标群哪
、 十 : ,

使得

B (饥
、 一 : , 无。 。 , + z ) = m a x { B (烧

, 无
? ,̀

+ z ) : 。 = l ,

…
,

1zI 飞 ( 19 )

按此法得出的火力分配方案称为循序最优 方案
。

定理 2 对于本节所述的相依目标群系统
,

循序最优方案必为火力分配 模型 ( 1力 、

( 16 )的最优解
。

证明 对 兀用数学归纳法
。

当 K 二 ] 时
,

结论显然成立
。

设 K 二 l 时 结论成立
。

下

设模型 (
, ” ~ ( 16 )中的 K 二 l 十 1 ,

并设 (a’ 贯
,

…
, x
粼是该模型的最优解

,
(川

,
, , ·

, :
和

是循序最优方案
。

如果

(戒
,

…
, x
石)戈 ( : 贯

,

…
, : 石)

则由

州
习

一
二 :
介二 K 二 : 萝+ … 斗 : 寿

可知
,

必存在 , 。
任刁

· ·

… M }
,

使嵘
。

> 嵘
。

·

因嵘
。和嵘

。
都是整数

,

即知
` : 。 > `

孟
。 + l ( 2 0 )

设循序最优方案中第 l 十 l 发弹是射向目标群 “ ` 十 1

的
,

则由 循序最优方案的定义可知
,

x(t
,

…
,

礁
` , 一 1, …

,

瑞 )是 K =l 时的循序最优方案
·

且知
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B ( “
+ , , `

孟
:

. :

) > B (饥 。 , `
众
。 + 1 )

由式 ( 2 0) 和定理 1 可知

B ( , 。 , x孟
。

+ z ) 》 B (饥 。 , 2 盖
。

)

从而有

B (` : · , , x
二

:
. ;

)异 B (” 。 , , 盖
。

) ( 2 1 )

由归纳法假设知
,

(
`

{
,

…
,

嵘川
一 1 ,

…
, x
孟) 是 K 二 l 时 模型 l( 4 ) ~ ( 16) 的最优解

。

因此有

交
翻 . . 1

门今阴 止
+ 1

省( 1 一 , 、 `
)
`

众
, ,。 ` +

玄 = 1

全
’ `

( l 一 p 。 :
, , `

)
仍 ` 一 ” m : , :

省( , 一 , , :

)
·

二。 。 , 、
”

全( , 一 , 。 。 :

)
’

:
。 一 ’

讼 = 1 ` 吕 1

泪一、一=咋
,日

价爪

从而有

盆 月 . _ ,

艺
_

另 ( z 一 p 二 ` )
` 。 。 二 、 + B (”

` 、 , , x
二

, .

)
. . . . 1 吕 二 留 1

. `

对 和 爪

簇 习 艺
协巴 l 成= i

二 .

( z 一 p 二 ,

)
旧 , 。 犷+ B (哪 。 , 劣 :

。

)

再由式 ( 2 2)
,

即得

堂 艺 ( 1 一 P 二 ` )

” 仍。 `

公爪 i

协 . 1 ` . 1

味 。 。 了( 堂如
1 一 尸 。 ` )

’

二

价 . 1 班 = 1

由此可知
,

当 K = l 十 l时
,

循序最优方案也是模型 ( 1 ,)I ~ ( 16) 的最优解
。

(证毕 )

定理 2表明
,

寻求模型 ( 14) 、 ( 16 )的最优解
,

只要求出循序最优方案即可
。

对各相

依目标群
,

按公式 ( 4 ) 计算出各点 目标的毁伤概率 尸。 ,

后
,

再按下述步骤即可求出循序

最优方案
。

循序最优方案解算步骤
:

( l ) 输入 数 据 K
,

M
, : 。 (哪 = 1

,

…
,

M )
, , 。 `

和 P 。 ` ( m = l , … ,

M
, 落= 1 ,

…
,

n 。 )
。

并置

淤 , ; : = O ,
无二

: = 0 (叨 =

( 2 ) 计算 。 (二
, 、 , + 1 ) =

省
。

: 1`
( 1 一 , 。 、

)
’ `

` = 1

( 3 ) 七匕较 B (饥
,

k 。 + l )
,

得出

B (哪 。 ,
无。

。 + l ) = m a x { B (协
,

:1I )

之, 。 : 、
(明 = l ,

…
,

J l )

无。 + 1) : 叨 = 1 ,

…
,

M }

并置
劣。 。 :

= : 二。
+ 1 ,

无, 。 :
= 论。

。 + z

( 4 ) 若 习 劣。
< K

,

返回 ( 2 )

与前一循环相同 ) 若 艺 踢 ” K

(这时只需重新计算 B ( ` 。 ,

无。 。 + z )
,

其余 B (。
,

k 。 + 1 )

,

计算结束
,

输出 (朴
,

…
, : 动

,

即为 循 序 最优方
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案
。

对于一般情形下的火力分配问题
,

也可相应地建立循序最优方案的概念
,

但这时循

序最优方案不一定是向题的最优解
。

下举一例来说明
。

例 在模型 l( 1) ~ ( 1 3) 中
,

设 K 二 4
, L 二 2 ,

K
, 一 K

Z 二 2, 即有两种 类型 的弹
,

分别称为 1型弹和 2 型弹
,

每型 弹各 2 枚
。

设 万 = 2 , : ,
= 。 2 二 1 , g , 二 9 2二 l ,

即 目标

系统由两个不相依的点目标组成
,

分别称为 1 号 目标和 2 号 目标
。

设 1
、

2 号 目标的毁

伤价值为
, , = ” : = 1

.

设 1 型弹毁伤 1
,

2
一

号目标的 概率分别为 P I

( l) = 0
.

9 , 尸 :

( l) 二

0
.

7 ; 2 型弹毁伤 1 , 2 号 目标的概率分别为 尸 l

( 2) 二 (、
.

7 , 尸 2

( 2 ) = 0
.

65
.

这时 可以算

出循序最优方案为
、

:

第一发用 l 型弹射向 1
一

号目标
,

边阵毁伤值为 0
.

9 ; 第二发用 1 型弹射向 2 号 目标
,

边际毁伤值为。
.

7 ; 第三发用 2 型弹射向 2 号 目标
,

边际毁伤值为 0
.

19 5 ;
第四发用 2 型

弹射向 1 号 目标
,

边际毁伤值为 0
.

07
.

按此方案的总平均毁伤值为 .] 8 6 5 ,

总平均剩余

俏为 0
,

1 3 .5

若采用如 下分配方案
:

两发 1 型弹均射向 1 号目标
,

两发 2型弹均射向 2号 目标
,

则

可算出总平均剩余值为

( 1 一 p l

( 1 ) )
“

( 1 一 P ,

( 2 ) )
” + ( z 一 P Z

( 1 ) ) “ ( l 一 P Z

( 2 ) )
2 二 0

.

1 3 2 5

可见
,

此方案优于循序最优方案
。

上例说明
,

当武器的类型不同时
,

对火力分配模型必须寻求另外的解法
。

现在考虑如下情形
:

武器类型不同
,

但只有两类
,

即 L 二 2
.

设 1型弹有 K
,

枚
, 2

型弹有 K :

枚
,

其他条件与前述特殊情形相同
。

这时火力分配模型为
:

m 、 n ; 一 全艺( , 一 尸 , 、
( 1 ) )二 仍

1

( 1 一 尸。 `
( 2 ) )

` ? · , , ,

协 = 1 ` 二 1

( 2 2 )

万
3

.

乙
.

万 劣。 : 二 式 ` ( l 二 l
,

2 )
协巴里

( 2 3 )

x 二 , , : 二 2

》 0 且为整数 ( , 二 l ,

…
,

万 ) ( 2 4 )

对于这种模型
,

假如 1 型弹的所有分配方案可以排列出来 (这在M 和 K
,

较小的情况下

是现实的 )
,

则可采用如下的特殊解法
。

循序最优枚举法
:

` 1少 、 , ; 、 ,弹的所有分”己方案 (其
J

。数为 `一 口盔; “ 一

)
按某种顺序“卜歹” ,

记为

( :
气即

, x
毛甲

, ,

一
,

希户)
,

无= z
,

…
,

r

( 2 ) 在 1型弹取第 k 方案的条件下
,

求出 2 型弹的循序最优方案
,

记之为

(
x
气怡

.

:

胃
,

…
, x

树 )
,

几= l
,

…
,

t

3 、 比较 h述各方案的对应目标函数值
,

得出无
。
任 { 1

,

…
, `

,

它满足

立望( , 一 尸邢 `
( 1 ) )

·

思
。 ’

( , 一 尸 。 `
( 2 ) )

·

黯
’ 。 。 ,

价之 1 宕竺 1

一 ,

: ;:
,

{感晨
(卜 p 爪 `

( 1 ) )
`

洁
’
(卜 p , ! ( 2 ) )

`

撬、
。 `

{
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则取下列分配方案为问题的解
:

二

六
, ,

…
, :

粼
:

羚
, ,

…
, :

毖冬

k0-灿2
了吸、. .I

J
汀
、

, .止

Z劣犷了..、
,

定理 3

证明

t }
,

使

由循序最优枚举法所得分配方案是模型 ( 22 ) 、 ( 2 4) 的最优解
。

对于弹的任一分配方案 {踢日饥 = 1
,

…
,

M , l二 1
,

2 }
,

必存在无任 { 1
,

…
,

: , , ,

八
, ,

…
, : , 1

) = (叭&1)
, :

钾
,

…
, :
分之)

按循序最优枚举法
,

对应的 (叭智
, :

劣
,

…

艺 ( 1 一 P 。 `
( 2 ) )

, x
分孟)是下列问题的循序最优方案

:

` 爪 2

[ (一 尸。 `
( z ) )

`

才犷
。 。 ,

]

饥巴 1 ` 巴 1

万

艺 劣。 : = K
Z

公不= 1

纵
2

> O且为整数 ( , = 1 ,

…
,

M )
.

由定理 2 ,

它也是上述问题的最优解
,

于是有

万
n 爪 二仇 x x 爪 2

艺 习 ( l 一 P 二 `
( 1 ) ) ( 1 一 P 二 `

( 2 ) ) ” 。 `

饥 = 1 塞= 1

交 万 ( 1 一 P 二 ,

( 2 ) )
饥 = 1 ` = 1

》 艺 艺 ( 1 一 P 。 `
( 2 ) )

` = 1

二

黔
[ ( 1 一 P 。 `

( 1 ) ) ” 二 `

二

瀚
二

黔
〔( 1 一 P 。 `

( 1 ) ) , 。 `
)

》 艺
协 = 1

艺 ( l 一 P 。 ,

( 1 ) )
咨= l

·

欲
“ ’ ( 1 一 尸 。 `

( 2 ) )
·

黯
) , 。 `

由此可知 { x
黔

, : 饥 = 1
,

…
,

M
; l 二 1

,

2 }是模型 ( 2 2 ) ~ ( 2 4 )的最优解
。

(证毕 )

在具体执行循序最优枚举法时
,

应将弹数较少的那个类型取为方法中的第 1 型弹
,

并且对第 1 型可不必把所有分配方案列出
,

那些明显不佳的方案可以删掉
。

这些措施可

以减少计算量
。

对于 L > 2 的情形也可类似地设计循序 最优枚举法
,

但这时 运算量 很大 且不 便 使

用
。

关于一般情形下火力分配问题的解法
,

拟作另文讨论
。
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