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相依目标群状态转移概率

矩阵的特性及其应用

张干宗 严小颖

(系统工程与数学系 )

摘要 本文对相依 目标群的状态转移概率矩阵的性质进行 了深入的分析
,

得到 了若

干重要结论
,

并在此基拙上讨论 了相依 目标群 系统 的火力分配模型

关键词 矩阵
,

概率
,

转移状态
,

相依 目标群
,

火力分配模型

分类号 0 2 2
,

0 2 9

在文【1 」中
,

作者对相依 目标群系统的火力分配问题
,

直接用点 目标的毁伤概率来

描述
,

所得数学模型如下
:
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…
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_

了
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标
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河 且为整数 l
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,

\ k 二 1 ,

,
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…
,

M
,

…
,

L 多

’

二
,

g。 )
其中

,

%
`
表示第 m 个相依 目标群中第 云个点 目标的毁伤价值

, 尸。 `
( l

,

k) 表示第 。 个相依

目标群在一发 l 型弹按第 k 种瞄准点方案的攻击下第 落个点 目标的毁伤概率
,

其他符号

的意义见文 〔1 ]
、

本文从状态转移的角度来建立相依 目标群系统的火力分配模型
。

为此先

将有关概念明确一下
。

由点目标 A , ,

A
: ,

…
,

A
。

组成的相依 目标群受到 攻击 后可能 产生各种 状态
。

如

A ` : ,

…
,

A ` ,

被毁伤
,

其余点 目标未被毁伤
,

便是一个状态
。

这一状态对 应于 自然数集

合 S 。 = { 1
, 2

,

…
,

衅 的一个子集 { i
, ,

…
,

`、 }
。 S 。 的每一个子集 (包括空集 )都对应 目标

群的一个状态
,

共有 N 二 2
”

个状态
。

现在把这 N 个状态按如下的字典序递增规则排序
:

S :
= 万

, 5 2
= { 1 }

,

…
,

习
。 卜 ,

= {
、 }

,

S
n 、 2 二 { z

, 2 }
,

…
,

5 2 。 = { 1
, ,

}
,

5 2 , + , ==

七2
, 3 }

,

…
,

S 二 二 { 1
,

2
, ·

… , 。
} ( = S 。 )

.

上述各个状态的出现都带有随机性
。

用 : `表示 目标群出现第 艺个状态 的概率
。

称行
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向量 Z二 (: , , : 2 ,

…
, : 劝为该相依 目标群的状态概率向量 (或称为混合状态 )

。

置
“ `一 ,

·

用叭表示相依 目标群在状态从下的毁伤值
。

如用。 表示第 夕个点 目标式

伤价值
,

则

这里

的毁

。 ` 二 艺 秒 , (云= l
,

…
,

N )
j已 S ,

并称列向量甜 = ( 。
, ,

。 : ,

…
, 。种为该相依 目标群的毁伤值向量

。

用 尹` , 表示相依 目标群受击一发弹时由状态 习
`

转移到状态 8 , 的概率
。

称矩阵 少 “

( p
` ,
) Nx

、 为该相依目标群的状态转移概率矩阵
。

易知有下列简单结论成立
:

( l ) 尹
、 , 》 o (`

,

j 二 z
,

…
N

艺 尹` ,
= 1 (艺= 1 ,

…
了= 1

N ) ;

N ) ;

当尹
、 ,
> o时

,

必有 8
`
仁 S , ; 因此

,

当 s `
六 s ,时

, 尹` , = o ;

T 为 上三角矩阵
, 尹NN = 1

.

(注意状态必须是按前述规则排列 )

、.产、飞尹
`
、JQ自几O睡`

`

奋了、了
、

现在用状态转移概率矩阵来描述相依 目标群系统的火力分配模型
。

设相依 目标群系

统由M个相依 目标群组成
,

第 , 个相依 目标群 (或简称 为 目标群 。 ) 由 报。 个点 目标组

成
,

该 目标群的瞄堆点选取方案有 g二个
。

并记 目标群 m 的初始状态概率向量为 斑尸
’ ,

毁

伤值向量为 口
, `

( “ = 1
,

…
,

M )
。

设对该系统的总投弹 量为 K
,

尤枚弹分为 L 种类型
,

第

l 型弹的枚数为 K
:

l( 二 l
,

…
,

L )
。

并设各弹 的发射是相互独立的
。

考虑到状态转移概率

矩阵不仅随相依 目标群的不同而不同
,

而且与武器型号和瞄堆点的选取有关
,

用

少 (饥
,

l
,

k ) = (夕` , (饥
,

l
,

无) )二
, x 、 ,

表示目标群饥 在一发 l 型弹按第 无个瞄淮点方案攻击下的状态转移概率矩阵 ( “ 二 1
,

…
,

M ; l = 1
,

…
,

L ; 无二 1
,

…
,

外 )
,

这里 N 二二 2%
.

用 : 、 。
表示对 目标群二使用 l 型弹并按

第 k 个瞄堆点方案攻击的弹数
,

这是火力分配问题的决策变量
。

则目标群 m 在 x , ` 、
发弹

攻击下的状态概率向量为 (见 L 2 1)

Z甲
’少 ( 。

,

l
,

无)
苦 ” ` “

从而目标群 。 在漏
: ,

发弹攻击下的平均毁伤值为

z 妙
’ , (。

,

l
,

k )
二 “ 七

g 。

工 g 玛

目标群 仍 的总受击弹数为 艺 艺 : 。 ` 、 ,

并由于相依 目标群的状态转移概率矩阵对于乘法
矛 = 1 无 = 1

具有可交换性 (在下文中将被证明 )
,

因此 目标群二 的总平均毁伤价值为

乙 g 秘

z
料

,

尽 I
一

l 少 (。
,

l
,

k )
二二 ` “

}g
、

从而整个相依 目标群系统的平均毁伤价值为

刀 L

W = 万 r l
饥 , 1 1 = 1

行
z :尹

、

: ( 。
,

`
,

。 )“
’ “

g 爪

七二 1

( 1 )

因此
,

相依 目标群系统的火力分配模型可表达为



第 1 期 张千宗等
:

相依目标群状志转移派率炬阵的特性及其应用 8 3

尸M了
、

、 ,...lweee、̀sweeeesel
产

m a x , 一 登六台
: 留): (。

, ` ,

* )一
。 .

侣 . 1 1 . 1 匆 . 1

卫 g协

5
.

t
.

习 习 劣 。 : * = K : ( l = 1
,

… , L )

二
1 七 = 1

:..’..1
· ,

M
,

L ,

,

g。 )
从实际意义考虑

,

模型 (M 尸 :

)与前述模型 (M P I

)应当是等价的
。

但从数学形式看
,

两者颇不相同
。

( M p ,

)中的 目标函数 是由普通的 指数函数表达的
,

而 (万尸
2 )中的目标

函数是由矩阵的指数表达的
。

这预示着相依 目标群的状态转移概率矩阵具有某些特殊性

质
。

下面我们将揭示出状态转移概率矩阵的许多内在特性
,

从而展现出上述两个模型等

价的数学根源
。

现在考虑 由
: 个点 目标组成的相依 目标群的 状态 转移概 率矩阵 , = (勿 , )。 抓 N =

2
“

)
。

由于 少是上三角矩阵
,

故其特征值就是主对角线各元素
。

不妨 设 T 的主对角线各元

素互不相等
。

如不然
,

通过适当的微小扰动 可以达到这一要求
。

令尹
`
为 T 的对应于特征

值尹“ 的特征向量 (落= 1
,

…
,

N )
。

记矩阵

心 = (甲
, ,

刀: ,

…
, 甲二 )

则口可逆
,

且有如下结论
。

定理 1 设 (口一
,

)
,
= (古

, ,

雪
2 ,

…
,

古动
,

即歼是口
一 ’
的第 石行向量

,

则条为 T , 的对应

于特征值 p “ 的特征 向量 ( `二 1 ,

…
,

N )
,

且有下列关系成立
:

咨: , , 一

!
` ,

{于之
,

(`
,

, 一 1
,

2 , … ,

、 )

t o
, 多
布夕

.

( 2 )

证明 由全专̀ = 尹“ 刀`
(石= 1

,

…
,

N )可知

T = 口d i a g (尹
; : , … , 尹二二 )口

一 `

于是

, , = (口
一 `

)
, d i a g (尹

, 1 , …
,

尹万二 )口
r

从而有

, , (口
一 ,

)
, = (口

一 `
)
尹 d i a g (尹

l ; ,

…
,

尹二 , )

由此可知
, 少烤

`
二 脚嗜

`
(落~ 1

,

…
,

N )

由口
一 `
口 = I ,

可知关系式 ( 2 )成立
。

(证毕 )

尹的对应于特征值几
。
的特征向量所满足的齐次线性方程组

(少 一 尹。 。 I ) X = o ( 3 )

的一般解的第 无个分量 x 。
是 自由变量

。

取 x 。 一 l时对应特征向量 专*

称为 甲的典则特征向

量
。

相应的咨
。

称为 , 少

的典则特征向量
。

以下用到的刀
。 ,

雪
。
均指典则特征向量

。

下面我们

指出
,

对同阶的状态转移概率矩阵
,

典则特征向量组是一致的
。

定理 2 设状态转移概率矩阵 T 一 (扒 , )拟
N 的主对角线元素互不相同

,

则 T 的对应

于特征值几
。
的典则特征向量

刀* = ( x (1
k , , x

梦
, ,

…
, :

分
, )

, k = z ,

…
,

N
,
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疼
:

、

Lo
,

当习
`

件S 、
(感= 1

,

…
,

N )

尸的对应于特征值 , , 。
的典则特征啼量

考
、 = (夕气

` ,
,

夕梦
, ,

卜
二 ,

梦分
, )

,

k = z
,

…
,

N

其中

{
`

,

当 “ `。 S ,

引 “ ,
\ 夕

七

伪偶攀
黔

“ ’ 一
}
一 ` ,

当 ` ,。 S “

引 尽 , \ S “
I为奇数

t o ,

当 S ,为 S 、

( j 一 1
,

…
,

N )

( 5 )

证明 由典则特征向量的定义
, x
梦

) 一 1
.

若 无< N
,

注意 到 T 是上三角 矩阵和 1 -

脚
。

共 。 ,

可知 x
分

’ 二 0
.

若 k < N 一 1 ,

由 :

华
,

满足方程

(尹
二 一 : 、 一 : 一 尹。 ,

) x

卿
:
+ 尹二 一 ,

.

二 :
分

’ = o

和 p* 一 l * 一 ,

足方程

一 八
、
各 。 , x

分
’ 一 。 ,

可得二

沼
, = 0

.

类推可知 :

钾
; -

·

一
:
分

’ “ 0
.

于是 :
诈

:

满

〔尹、 一 ,
,

卜
, 一 尹。 。 ) x班

,
+ 夕。 一 ,

,。 :
犷

’ = o

若泞
, 一 , 住

一

S 、 ,

则尹
* 一 ; * 一 。 ,

从而得二

诈
; 一 。 ;

若 8
。 一 ,

c s 。 ,

由状态按字典序递增排序规

则可知
,

这时只能是无一 2或 N
.

在这两种 情形下都有 儿
。 二 ,卜

;
, 、 一 , 十 , , , ,

俨、
成立

,

从而

得 :

钾
, 一 1

.

现设结论 ( 4 )对于 J> `的歼
“ ’ 都成立

。

下证对于 ` ( < 幻结论 ( 4) 成立
。

补
` ’ 满

足方程

(尹“
一 尹。 , )`乓

k ’ + 艺 , ` , :

今
` ’ = o

j 二 ` + 1

注意到
,

当习
` c

一

习 ,时
, 尹` , = o

,

故上述方程实为

左

(尹“ 一 尹。 、 ) x
几
k , + 万 夕。声今

为 ’ = o

j 二 ` + 1

夕 ` C s ,

若 习 `
氏召

、 ,

则当召 、仁 S , 必有 尽 ,落泞 、 ,

则由归纳法假设
,

娇
“ ’ = 0

.

于是此方程化为`脚 `

刀、 、
)辫

为’ 一 了” ,

从而得叭
“ ’ 二 0

.

若召
`
c s 、 ,

上述方程化为

几

(夕“ 一 尹、 、
) x几

介 , + 艺 尹` , = o
,

娜
+ 1_

J C 召 奋

注意到
, 尹* ` 二 艺 : ` , ; :

为相依 目标群受击一发出现状态 S : 的概率
; 当S

,

c s ,

时
,

夕孟` 夕 `

二 艺 “ `

S J\ S ` C “ C s ,

所以

尹 i j

分

艺 尹` , 二

j之 ` + 1

改 ` =C 泞 7仁 S 专

全
s

了刃
+ 1

J C ` 七

艺 名:

S J\ S ` C S ` C s j

记`
,

一 泞;

/ S
` .

由S , 〕 S `
且 J> 云可知 S

,

今曰
.

于是
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走

万 夕` ,

j = f + 1
刀 ` c s 夕二 夕介

二 艺
功手 s , 亡 召 含\ 叭

适、 s r 仁
气 \ 叭

艺 “

S , C & l 二 泞 r U 占 :

艺 二 ` =
5 2 二 5 r U S q

名 之

泞口 c s ,

5 z c 夕 点

5 2午 S ,

一 艺 名 , 一 艺 : ,一 尹。 , 一 尹“

5 r c s ` 夕 乙C 泞 `

山此可得从
“ ’二 1

.

综上得知 ( 吐 )成立
。

结论 ( 5 )可由类似的推理导出
。

(证毕 )

定理 2 表明方程组 ( 3 )钓解空间对于同阶状态转移概率矩阵具有一致性
。

设状态转移概率矩阵 少 的典则特征向量为 ,八论二 1
,

…
,

N )
,

少 ,

的典则特征 向量为

氛 (￡== 1
,

…
,

N )
。

令

J 。 一叭舒 (无二 1
,

…
,

N )

称 J 、
(沦一 1

,

…
,

N )为 T 的谱阵
。

易知
,

I 、

均为上三角矩阵
,

其非零元素只取 1 或 一 1值
。

J 、
具有下述性质

。

定理 : 设几 ( 、 一 l
, .

万
. ,

扮)为犷的谱阵
,

则有下列关系成立
:

( 1) 当`祷 j时
,

去 J , 一 价
之

( 2 ) J 是一 J 。
( k二 1

,

…
,

N ) ;

( 3 )

证明

专占魏 = :lJ

艺 J 、 一 I

北 = 1

( l )

(无=

由定理 1 可知
,

当`等 j时
,

大 J J 一 叩`
(考了, , )歼一 。

。

(2 ) J 云

` ,

一 N ,
。

( 3 ,
(直

, ·

)
, , - 人

艺 , 、
(考百叩

, ) 二刀, ( j 一 1

一 粉、 (考畜, 。 )豁 =

…
,

N )
。

即 有

(户
·

)
。 一 。

·

于是 艺 J 。 “ Q口
一 `

= 1
.

无 = 1
(证毕 )

定理 4 设 N 阶状态转移概率矩阵 望 的主对角线 元素 互不 相同
,

则其谱阵 J 。
(无二

], …
,

N ) 只与 少 的阶数有关
,

而与尹的元素取值无关
。 _

且 J 。 一 (`胃 )
N 。 的元素按 下列规

律取值
:

第 无行元素

f
一 `

,

当“ ` 。 “ 一田 “ ,
\ 阳 为奇数

一

1
’ ,

当习 , 〕 8
沮 ! “ , \ 习

·

伪偶数

t o
,

当召 ,刃名
、

(j 二 1
,

…
,

八

( 6 )

第 葱 (等幻行元素

户
,

若凡 C S `

若 S ,

叮凡
(乒二 l

,

…
,

万 ) ( 7 )
(t̂o11

.

k

一ǔ妇界
了̀,

子幻

上述规律对无一 1
,

…
,

N 都成立
。

证明 由定理 2 ,

典则特征向量 , 、
、

有
、
只与 望 的阶数有关

。

因而么
.

二 ,烤百也只与 T

的价数有关
。

由 , 、 的分量:
梦

)一 l和式 ( 5 )可知式 (印成 仅
。

由式 ( 迁 夕可知
,

当 S `

仁 S 、
时

,
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J、
的第 ￡行 ` j第 为行相同 ;当习

,

打 S 、
时

, J *

的第 无行元素全为零
。

故有 ( 7 )成立
。

(证毕 )

定理 谁说明
,

对任何 刃 一 2
”

阶的 状态 转移 概率 矩阵 (视其 主对角 线元素 互不相

同 )
,

可以得出一组相同的谱阵
。

例如
,

对于 4 阶状态转移 概率 矩阵
,

它 具有 如下形

式
:

P
; 1 P i Z P 1 3

少 一 O

( )

0

尹1 1
+ 尹1 2

0

O

尹2 1 + 夕2 3

O

3

1 一 习 p l ,

丁= 1

l 一 尹2 2 一 尹1 2

1 一 尹
1 1 一 尹z。

不难得出 切的典则特征向量为
:

兮 , 二 ( 1
,

0 , O , O )
,

,j 3 “ ( l , O , 1 , O )
,

T r

的典则特征向量为
:

言
: “ ( 1

, 一 1 , 一 1 ,

言
。 一 ( 0

, 0 , 1 , 一 ] )

T 的谱阵为
:

呀: = ( 1
, 1 , O , 0 )

甲4 = ( 1 , l , 1 , 1 )

1 )
,

雪
2 = ( 0

,
1

, 0 , 一 1 )

雪
4
二 ( O

, o , 0 , 1 )
.

nO11J.ù0八曰

八Un
ù

一

{
一

{

j 一 l

0 ()

O 0

() 0

(飞 0 1

0 () O

0 0 1

() 0 0

…{
,

一

(

{
, J 4

一

{

一 1

一 1

0 0 0

0 0 0
)

、、、.....了声
111上1土,l0

八U八曰八口0 0

O O

O 0

0 O

定理 5 设 甲一 ( 尹̀ , v-)
x N 为状态转移概率矩阵

,

则对于任意非负整数 无
,

有下式成

T “ 一 万 p夕
、 J `

( 8 )

证明 由定理 3 之 ( 3 )
,

可知式 ( 8 )对于 无= O成立
。

由矩阵谱分解 定 理 (见 〔3 {

丁知
夕

, = 万 p“ 华古于
玄巴 1

即知式 ( 、 )对于沦一 l成立
。

假定式 ( 8 )对于正整数 无成立
。

则由定理 3得

T 左 ’ 一 少” 少 一

(
`

叠
, ,

` J `

)(誊
,了 , J

)
一

直
, ” “

`

可见式 ( 8 )对于论十 i也成立
。

所以 (8 )对任何非负整数都成立
。

由定理 5和定理 3可以推知
,

状态转移概 率矩阵对乘法 满足 交换律
。

〔证毕 )

即 有如下结
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推论 设 p ;一 (叭l,) ) , 、 N ,

尸
2 = (尹气)zj ) 二 、 N是两个同阶的状态转移概率矩阵

,

则

p l尸 2一 p Z尸 ;
.

对于前述相依 目标群系统
,

由于 目标群 , 在一发 l 型弹按第 k个瞄准点方案攻击下

的状态转移概率矩阵

少 (渤
,

l
,

k ) = (皿
` , (哪

,

弓
, k ) ) 二 , x 二二

对于 l = 1 ,

…
, L 和 k = 1 , 二 ` ,

外 具有相同的阶 N
。 二 2 “

,

故其典则特征向量和谱阵

是一致的
。

记 T (`
, l , 无)和 [ T

」

( `
,

l
, k ) l

r的典则特征 向量分别为切
` (“ ) }和烤 ` ( “ ) }

(云= 1
,

…
,

N 。 )
,

对应谱阵记为 J
`
(“ ) (艺= 1

,

…
,

N
, .

)
。

由定理 5 ,

可得

: (。
, `

,

、 )
· , 之

一 窗
, “ (。

, ` , 。 )
二

一 , ` (二 )

再由定理 3 可得

,

仓
1

公
: ( m

,

`
,

` )
` 。 ! 、

一

置!
于是模型 ( M 尸 2

)中的目标函数可化为

六找
, “ (。

,

`
,

。 )
` 。 ` “ -

l = l 儿= 1 日

、 一
堂省 {六仃

, “ ( m
,

`
,

。 )
’ 仍 ! ·

1
2 ;

, , `
(` )” 爪

协二 1 ` = 1 L I = l 尤 = I J

( 9 )

其中

Z留
’ J `

( m ) g 。 = 【Z留
)刀̀ (、 ) ]〔雪

`
( m )

,
g 。 〕

对于确定的 目标群系统而言
,

它是一个定数
,

且满足下述结论
。

定理 6 当 z 留
’ = l(

,

o
,

…
,

0) (即 目标群 m 的初始状态确定无损 ) 时
,

( 1 0 )

z ? “ “ 叨 ,“ 。 一

{
一 , 泞。 \ 。 `

( m ) (当云= N 。 一 忍二 , … ,

N
。 一 1 )

0 (对其他 艺 )
( 1 1 )

其中
, 。 。

\ , `
(” )表示 目标群 m 中属于集合 8 。

\ “ 的点 目标的毁伤价值之和
。

证明

( 。
;

(饥 )
,

当 Z留
,一 (1

, o ,

…
,

0) 时
,

由定理 2 中式 ( 4 )可知 Z留
’ , ` ( , ) 二 1

.

由 。 。 =

的毁伤价值
;

。 * 二 (哪 ) )
,

其 中。 , ( , ) = 叉
少 c 夕 j

以及定理 2 中式 ( 5 )
,

可知

, 。
( , )

, ” 。
(” )是 目标群 。 中 第 k 个点 目标

雪
`
(叨 )

,
夕。 = 习 。 , (哪 ) 。 , ( m )

勺 。升
l ` j \ 召 ` l为偶数 I S J j为奇数

r-
25

s\

“ 艺 名 刀。
(叨 ) -

佗1 0 5 ` “ e S J

!凡 、 价 ! 为偶数

万 艺 ” 。 (明 )
_

万了。 S ` “ C勺
I J

户
召 ` I为奇数

注意到
,

一个有限集的含奇数个元素的子集个数等于含偶数个元素的子集个数
。

于是由

上式可导出

雪
`
(饥 )

少 。 。 = 艺
,

艺 ” , (饥 )
S , 〕 S n / S : 沁C 召 ,

. , J . 甲

} 8 : l 为偶获

艺 万 沙。
( m )

5 2 C S o S \ ` 奋 e s 王

j
召 ` }为资盘

= 艺 〔( 一 1 ) I
召 ` j 万 , 。

(饥 ) ]
s 止 C 夕 。 \ s ` 七C 刀 I

由此可知
,

当 }S
。
\ S `

1= o ,

即 ￡= N
。 时

,

考
`
(切 )

尹
g 。 二 o ; 当 }8 。

\ S `
} = l ,

即 `= j 、一



8 3 国 防 科 拉 大 学 学 报 猫 11 卷

蝙
,

…
,

N
。 一 1时

,

言, (娜 )
,
g 。 = ( 一 z ) 】夕 0\

B `
! 艺 ” :

(仍 )二 一 秒 s 。 \ 。 `
(哪 ) ,

. e 召 。 \ 刀 -

当 !习
。 \ s ,

1> l ,

即对于其他

古
`
(。 )

少。 。 二 艺 刀。 (哪 )
k c 夕。 \ “

1 B o \ 8 `

艺
r 二 l

( 一 l )
’

C 丁万六
。 `
卜

;

一 , 。

乐
, . ’ · ( , ’ [(

一 ` ,“ 一 1 ) , · 。 \ 一 卜
!

z一 。

综上得知定理的结论成立
。

(证毕 )

对于实际的相依 目标群系统
,

一般应视各相依 目标群的初始状态是确定无损的
。

因

此由定理 6 和式 ( 9 、可知

万 m 一 l卫万
一一一f

丽= 立
艺

` 韶 N 爪 一 刀讯

六汀
, “ (二

,

`
,

。 )
’ 。 “

-

当 l 七= 1

夕仍

11尹二
,。 一 ` 、 二 一 ,

(饥
,

` )
` 。 : ·

}一
\ · , 。 一 ( m ,

Lfl喻V曰
卫勺曰

协 = 1

注意到
,

对于任一 哪 任

了二 1 名 . 1

1 ,

,,,,动”ù几
夕、

一 :

一 { 1
,

…
,

吕 。
\ 尽* 二 一 ` 一 {

刀 s 。 \ 召 , 一 ` 二 , 仍`

M }

毖+ 1 ,

(艺= l ,

, 。 }

几。 )

(艺= 1 ,

…
, 兀二 ),,

,1
一

.

乙
、

丈

(云= 1 ,

…

井注意到尹、
一 ` .

、
一 `

(二
,

l
,

k) 等于 目标群 二在一发 l 型弹并按第 k 个瞄准点方案的攻击下

第 艺个点 目标未被毁伤的概率
。

即

尹二。 一 ` .

, 二一 `
(姗

,

l
,

垂) = 1 一 P 。 ` ( l
,

忍)

于是模型 (M 尸 :

)的 目标函数可化为

留
” 爪

体 二
一

万 名
协自 1 ` . 1

六汀( : 一 , 。 ` (̀
,

k ) )
` “ ` “ , 。 `

= ! 招 = 1

至此
,

模型 ( M 尸
2

)与模型 (M p ;

)的等价性也就得到了证明
。
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